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本 书 主要 作者 李 树 琦 ，1942 年 生 人 ，1966 年 毕业 于 
河北 大 学 哲学 系 ，1981 年 毕业 于 中 国 社会 科学 院 研究 生 
院 逻 辑 专业 ， 现 在 中 国 社会 科学 出 版 社工 作 。 曾 发 表 有 
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出 版 者 的 话 


前 些 年 国内 一 些 兄弟 出 版 社 出 了 许 许多 多 介绍 国外 新 知识 的 
中 小 型 读物 。 这 些小 期 子 围绕 一 个 小 的 领域 或 一 件 两 件 事情 ， 使 
用 新 的 概念 和 新 的 方法 进行 研究 和 阔 述 ， 就 像 放电 一 样 ， 进 出 一 
条 又 一 条 的 滥 眼 火花 。 这 些小 册子 对 文革 后 国内 知识 界 的 观念 更 
新 起 了 良好 的 启蒙 作用 。 

但 时 至 今日 ， 广 大 读者 已 不 能 满足 这 些 零星 的 介绍 了 。 人 们 
意识 到 ， 要 成 为 一 个 现代 文化 人 ， 非 系统 掌握 社会 科学 各 学 科 新 
的 理论 体系 不 可 。 而 社会 科学 新 知识 的 系统 介绍 又 朝向 两 个 方面 
RR: 一 是 系统 介绍 各 门 新 的 学 科 ， 一 是 系统 介绍 老 学 科 的 新 内 
容 。 在 前 一 个 方面 ， 现 在 已 引起 广泛 的 兴趣 ， 一 本 又 一 本 的 《 x 
Xx 学， 正在 陆续 出 版 。 可 是 对 后 一 个 方面 却 未 引起 应 有 的 注意 。 
事实 上 这 些 老 学 科 今 日 仍 是 社会 科学 中 的 骨干 学 科 。 社 会 科学 的 
基础 理论 骨架 仍然 基本 上 被 蕴 售 在 这 些 老 学 科 之 中 。 为 了 使 广大 
读者 系统 了 解 这 些 骨 于 学 科 的 新 内 容 ， 重 庆 出 版 社 组 织 高 层次 研 
究 机 构 的 专家 编写 了 这 一 套 中 级 学 术 读 物 。 这 一 套 书 的 每 一 本 在 
开始 部 分 力求 通俗 ， 引 人 入 胜 , 然后 逐步 升 堂 入 室 , 达到 较 高 深 的 
境界 。 原 来 学 科 功 底 较 差 的 读者 能 够 逐步 加 深 理解 ， 而 知识 原 软 
广博 的 读者 又 都 有 所 获 ， 百 尺 午 头 更 进一步 。 

为 了 保证 编辑 质量 ， 我 们 聘请 了 人 民 出 版 社 、 中 华 书局 、 人 
民 日 报 、 解 放 军 出 版 社 和 中 国 社 科 出 版 社 等 单位 的 一 些 专业 编辑 
或 编辑 室 主任 担任 特约 编辑 。 在 此 一 并 致谢 。 
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“现代 逻辑 ”是 跟 “ 传 统 逻 辑 ” 相 对 而 言 的 。 传 统 逻 辑 又 主 
要 是 指 传 统 形式 逻辑 ， 它 起 源 于 两 千 多 年 前 的 亚 里 士 多 德 逻 辑 ，, 
以 及 中 国 的 先 奈 名 学 和 印度 的 因明 学 ， 它 们 又 可 以 统称 为 古典 逻 
辑 , 尽管 其 中 也 有 片断 的 对 归纳 问题 的 探讨 , 但 侧重 于 演绎 问题 的 
研究 。 直 到 近代 实证 科学 发 展 ,英国 哲学 家 弗 ， 培根 和 穆 勒 等 又 使 
传统 逻辑 充实 了 归纳 问题 的 研究 ,我 们 现在 所 见 到 的 “形式 逻辑 ” 
或 “普通 逻辑 ”著作 ， 大 多 属于 用 自然 语言 表述 的 传统 逻辑 范 
围 。 然 而 ， 一 旦 在 逻辑 研究 中 超出 这 个 范围 ， 一 旦 引入 数学 方法 
并 且 加 强 对 人 工 符号 语言 的 应 用 ， 那 便 产生 了 大 大 优越 于 传统 形 
式 逻 辑 的 现代 逻辑 。 

现代 逻辑 的 最 初 设 想起 源 于 17 世 纪 的 德国 科学 家 菜 布 尼 获 。 
他 曾经 设想 一 种 “通用 语言 ”和 “通用 数学 ”。 他 说 : “我 将 作出 
一 种 通用 代数 ， 在 其 中 一 切 推理 的 正确 性 将 化 归于 计算 。 它 同时 
又 将 是 通用 语言 ， 但 却 和 目前 现 有 的 一 切 语言 完全 不 同 ， 其 中 的 
字母 和 字 将 由 推理 来 确定 。”@ 对 于 莱 布 尼 茨 的 这 一 伟大 设想 ， 
德国 逻辑 学 家 肖 尔 兹 曾经 说 ，“ 它 使 亚 里 士 多 德 逻 辑 开始 了 “新. 
生 ，， 这 种 新 生 的 逻辑 在 今天 最 完美 的 表现 就 是 采用 数理 逻辑 形 
式 的 现代 精确 逻辑 。”@ 应 该 说 ， 现 代 逻 辑 的 主体 部 分 是 数理 你 
辑 。 

O 参 莫 绍 返 《 数 悍 远 辑 初 步 ? ， 上 海 人 民 出 版 社 1980 年 版 ， 第 9 页 。 
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在 正式 学 习 现代 逻辑 学 的 内 容 之 前 ， 应 该 对 它 的 历史 发 展 过 
程 和 它 的 各 个 子 学 科 有 所 了 解 。 


第 一 节 逻辑 思想 的 发 展 


逻辑 学 是 一 门 古老 的 科学 。 它 已 有 了 几 千年 的 发 展 历史 。 中 
国 、 印 度 和 希腊 在 纪元 前 就 有 了 比较 系统 的 逻辑 学 研究 和 著述 。 
下 面 作 一 些 简介 。 


一 中国“ 名 学 ” 
中 国 在 先秦 时 代 就 兴起 TIBREN, 后 人 称 之 为 
“名 学 ”。 名 学 研究 起 初 是 由 关于 概念 ( “名 ” ) 与 其 所 代表 的 
事物 ( “ 实 ” ) 的 关系 ( 即 所 谓 “ 名 实 关系 ” ) 的 讨论 引起 的 。 
当时 正 是 奴隶 社会 向 封建 社会 过 滤 的 时 期 ， 许 多 区 词 和 它 所 代表 
的 事物 之 间 的 关系 发 生 了 变化 ， 出 现 了 一 些 新 事物 ， 而 旧 的 名 称 
不 足以 表明 新 的 内 容 。 于 是 如 何 使 名 词 与 其 所 代表 的 事 物 相 一 
致 ， 就 成 了 一 个 具有 政治 与 社会 意义 的 重要 问题 ， 从 而 产生 了 所 
谓 “ 正 名 ”的 逻辑 问题 。 
(一 ) 墨家 的 远 辑 思想 
《 墨 子 ， 一 书 中 的 “ 经 上 ，、《 经 下 ，、《 经 说 上 ，、“《 经 
HF? KA, hE > KARR < 墨 经 > ， 其 内 容 主要 是 
关于 自然 科学 和 逻辑 的 。 这 六 篇 看 来 并 非 是 翟 ( 公元 前 480 一 420 
年 ) 自 著 ， 而 是 后 期 墨家 的 作品 。 其 中 * 小 取 ， 篇 说 ，“ 以 名 举 
实 ， 以 辞 抒 意 ， 以 说 出 故 。”“ 名 ”是 “概念 ”，“ 辞 ”是 “ 命 
题 ”，“ 说 ”是 “推理 ”，< 墨 经 ， 对 这 三 者 都 曾 加 以 研究 。 
关于 概念 。 墨 家 把 “名 ”分 为 “ 达 ”、“ 类 ”、“ 私 ? 三 
Fhe < 经 说 > 中 举例 说 “ 物 ” 是 达 名 ，“ 马 ”是 类 名 ，“ 碱 ”是 
私 名 ( 私 名 就 是 专 有 名 词 ) < 大 取 ， 篇 还 说 : “以 形 狐 命 者 必 
。2 。 


知 是 之 某 也 ， 考 ( 乃 ) 知 某 也 。?” 这 是 在 讲 有 具体 M 念 ; 又 说 : 
RTE MA. MEOR) 不 知 是 之 某 也 ， 知 某 可 也 。” 这 又 
是 在 讲 抽 名 概念 。 

关于 命题 。* 墨 经 > 中 区 分 了 全 称 命题 与 特 称 命题 。 全 称 命 
题 中 表示 数量 的 词 在 当时 是 用 “ 尽 ” 字 。« E> 所谓“ 尽 ， 英 
不 然 也 ”， 比 如 “ 越 国之 宝 尽 在 此 ”就 是 一 个 全 称 命题 。 特 称 命 
题 中 表示 数 县 的 词 在 当时 是 用 “或 ” 字 。« 小 取 ， 所 谓 “ 或 也 者 ， 
不 尽 也 ”， 比 如 “今天 下 之 土 君子 或 以 命 为 有 ”就 是 一 个 特 称 命 
题 。« 墨 经 > 中 也 涉及 到 了 周延 性 问题 。« 小 取 ， 说 ，。“ 乘 马 不 
待 周 乘 马 然后 为 乘 马 也 。 有 乘 于 马 ， 因 为 乘 马 侨 。 还 至 不 乘 马 ， 
待 周 不 乘 马 ， 而 后 为 不 乘 马 。 此 一 周 而 一 不 周 也 。” 这 是 说 ， 乘 
某 一 匹 马 就 算 “ 乘 马 ”， 而 不 乘 任何 马 才能 算 作 “不 乘 马 ”。 这 
里 实际 上 是 在 说 明 肯 定 命题 的 谓 项 不 周延 ， 否 定 命题 的 谓 项 周 
延 。 

关于 推理 。 墨 家 举 出 了 “ 辟 ”、“ 从 2 、“ 援 ”、“ 推 > 〈 见 
《小 取 》) 四 种 推理 形式 。 第 一 是 “ 辟 2” : “有 辟 也 者 ， 举 也 (他 ) 
物 而 以 明之 也 。”“ 辟 ”就 是 “ 辟 ”， 即 璧 喻 。 第 二 是 “ 傣 ”: 
“ 件 也 者 ， 比 辞 而 俱 行 也 。”“ 伯 ”相当 于 现代 逻辑 中 的 “直接 推 
理 ”。 例 如 “白马 马 也 ， 乘 白马 ， 乘 马 也 ”， 就 是 三 秤 相 比 而 俱 
行 。 第 三 是 “ 援 "*，“ 援 也 者 ， 日 ， 子 然 ， 我 爱 独 不 可 以 然 也 ? ” 
“ 援 ” 是 援引 对 方 所 说 的 话 来 作 类 比 推理 的 前 提 。“ 援 与 “ 膀 ” 
都 是 类 比 推理 ， 区 别 在 于 “有 辟 ” 所 用 的 前 提 是 众 所 公 认 的 dy 
题 ， 而 “ 援 ”` 开 用 的 前 提 则 是 对 方 说 过 的 话 。 第 四 是 “ 推 ”: 
“ 推 也 者 ， 以 其 所 不 取 之 同 于 其 所 取 者 予 之 也 。 是 犹 谓 也 者 同 
也 。 否 岂 谓 也 者 异 也 。?”“ 推 ”是 一 种 特殊 的 类 比 推理 ， 它 是 利 
用 对 方 所 提出 的 某 一 命题 作为 前 提 ， 推 出 一 个 对 方 不 可 能 接受 的 
结论 ， 从 而 反驳 了 对 方 原 来 提出 的 命题 。 这 也 是 一 种 反驳 ， 在 这 
种 反驳 方式 中 常用 “是 犹 ” 两 字 来 表示 两 个 命题 类 似 。 例 如 * = 
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T. Aš ， 中 说 : “AETA: ‘Eho’? XA: “君子 必 学 
祭礼 。” 子 黑子 日 ，“ 执 无 鬼 而 学 祭礼 ， 是 犹 无 客 而 学 客 礼 也 ， 
是 犹 无 鱼 而 为 鱼 轩 也 。”” 所 以 定义 中 说 “是 犹 谓 也 者 同 也 ”。 
还 有 ， 为 了 回答 “ 推 ” 式 的 反驳 ， 被 反驳 者 可 以 指出 ， 反 驳 者 所 
认为 类 似 的 两 个 命题 实际 上 并 不 类 似 。 在 这 种 时 候 可 以 用 “ 吾 岂 
W C “我 所 说 的 不 是 这 个 意思 ” ) ，“ 吾 岂 谓 也 者 异 也 ”就 是 
说 的 对 “ 推 ” 式 反 驳 的 反驳 。 

墨家 还 讨论 了 近似 矛盾 律 的 问题 。“ 经 上 ， 中 曾 讲 到 两 个 互 
相 矛 盾 的 命题 不 能 同时 成 立 ， 必 定 有 一 个 不 能 成 立 。 原文 说 : 
“ 辫 ， 争 彼 也 。 辩 胜 ， 当 也 。 说 日 辩 或 谓 之 牛 ， 或 谓 之 非 牛 ， 是 
争 彼 也 。 是 不 俱 当 ， 不 俱 当 必 或 不 当 。 不 当 若 犬 。” 这 里 说 的 
是 : “这 是 牛 ” 与 “这 不 是 牛 ” 这 两 个 互相 矛盾 的 命题 是 不 能 同 
时 成 立 的 (“不 俱 当 ”) ， 而 其 中 必定 有 虚假 命题 (“ 必 或 不 当 ”)， 
虚假 命题 正如 “ 指 牛 为 厂 ” 一样 (“不 当 车 厂 ” ) 。 这 里 虽然 
讨论 的 是 具体 命题 ， 但 是 主旨 在 于 阐述 一 般 性 的 逻辑 道理 。 用 具 
体 直 观 的 事物 表明 抽象 隐 含 的 理论 ， 这 是 先秦 逻辑 的 一 大 特点 。 

以 上 只 是 对 墨家 逻辑 思想 作 了 点 滴 介 绍 。 丰 富 深 童 的 墨家 逻 
辑 思 想 不 仅 在 中 国 、 而 且 在 世界 逻辑 史上 也 占有 重要 地 位 。 

(二 ) 名 家 的 运 辑 思想 

我 们 这 里 所 谓 “ 名 家 ”是 指 那 些 专门 讨论 “名 实 ” 问 题 而 又 
被 后 人 称 为 “ 辩 士 >”、“ 察 士 ? 的 学 者 , 如 公孙 龙 、 惠 施 等 人 。 尤 
其 是 公孙 龙 ( 约 公元 前 325 一 250 年 ) ， 因 为 留 下 的 资料 较 全 ， 所 
以 我 们 的 益 述 准备 以 他 为 代表 。《“《 公孙 龙 子 一 书 现在 6 篇 ,其 中 
《“ 迹 府 ， 篇 是 后 人 繁 集 的 关于 公孙 龙 的 故事 ， 其 他 5 篇 有 《白马 
论 ，>、« 指 物 论 ，>、“ ERW, 坚 白 论 ，> 和 < 名 实 论 ，。 

公孙 龙 的 逻辑 思想 主要 是 关于 概念 的 讨论 。 他 的 关于 类 的 理 
论 是 有 价值 的 。 其 次 他 还 提出 了 可 以 看 作 同 一 律 与 矛盾 律 锥 形 的 
说 法 。 他 关于 名 与 实 关系 的 理论 是 建立 在 他 关于 共 相 的 唯心 主义 


哲学 理论 之 上 的 。 他 认为 共 相 是 一 种 独立 存在 ， 比 如 一 块 “ 和 白石 

头 ”， 其 白色 和 坚硬 性 是 可 以 独立 存在 的 。« 坚 白 论 说: “ 视 
不 得 其 所 坚 而 得 其 所 白 者 ， 无 坚 也 。” 看 的 时 候 感 觉 不 到 坚 硬 
性 ,而 只 感觉 到 白色 ， 这 时 候 坚 硬性 等 于 没有 。 又 说 ;“ 指 不 得 其 
所 白 而 得 其 所 坚 者 ， 无 白 也 。” 触 的 时 候 感 觉 不 到 白色 ， 而 只 感 
觉 到 坚硬 性 ， 这 时 候 白 色 等 于 没有 。 结 论 ，“ 得 其 白 ， 得 其 坚 ， 
见 与 不 见 离 。 一 一 不 相合 故 离 ， 离 也 者 藏 也 。” 或 者 感 觉 到 A 
色 ， 或 者 感觉 到 坚硬 性 ， 感 觉 到 的 与 感觉 不 到 的 是 彼此 分 离 的 。 
彼此 不 联 在 一 起 ， 所 以 说 是 分 离 ， 而 分 离 就 是 茂 在 自身 之 中 。 这 
是 关于 共 相 的 唯心 主义 结论 。 

公孙 龙 最 著名 的 命题 是 “白马 非 马 ”。 仅 仅 就 这 一 命题 本 身 
来 看 ， 确 实 含有 诡辩 的 性 质 。 但 他 在 < 白马 论 ， 中 所 作 的 关于 类 
与 类 之 间 的 关系 的 分 析 却 并 非 都 是 错误 的 。 文 中 对 “白马 非 马 ” 
命题 的 论证 可 以 归结 为 八 个 方面 ， 我 们 只 举 其 二 ;: 

“日 ，“ 马 者 所 以 命 形 也 白 者 所 以 命 色 也 。 命 色 者 非 命 形 
b, KAABER o” REH: “G” WER, “A” WAME. 
指 颜色 的 不 是 指 形体 的 ， 所 以 “白马 非 马 ”。 

“日 ，“ 求 马 ， 黄 黑马 皆 可 致 ， 求 白 马 ， 黄 黑马 不 可 致 。 使 
白马 乃 马 也 ， 是 所 求 一 也 。 所 求 一 者 ， 白 者 不 异 马 也 。 所 求 不 
异 ， 如 黄 黑 马 有 可 有 不 可 何 也 ? 可 与 不 可 ， 其 相 非 明 。 故 黄 黑马 
一 也 ， 而 可 以 应 有 马 ， 而 不 可 以 应 有 白马 , 是 白马 之 非 马 审 
锋 。”?” 就 是 说 :如 果 有 人 要 马 ， 那 么 给 他 黄 马 或 黑马 都 可 以 :而 
如 果 有 人 要 白马 ， 那 么 就 不 可 以 给 他 黄 马 或 黑马 了 。 所 以 “白马 
非 马 ”。 

从 公孙 龙 的 若干 论据 来 看 ， 他 是 先 论证 白马 与 马 不 同 ， 然 后 
说 ， 既 然 白马 与 马 不 同 ， 那 么 就 是 “白马 非 马 ” 了。 他 是 从 “ 甲 
不 同 于 乙 ” 的 前 提 中 推出 了 “ 甲 非 乙 ” 的 结论 。 我 们 说 ， 从 现代 
逻辑 的 观点 来 看 ，“ 白 马 ” 和 “ 马 ” 作 为 两 个 类 确实 不 是 同一 
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的 ， 因 为 白马 类 包含 在 马 类 之 中 ， 而 马 类 却 不 包含 在 白马 类 之 
中 。 公 孙 龙 在 说 明 这 一 点 时 所 用 的 论据 也 有 一 部 分 是 正确 的 。 但 
是 他 更 进一步 推论 说 “白马 不 是 马 ”， 这 却 是 错误 的 。 

在 《名 实 论 ， 中， 公孙 龙 还 讨论 了 概念 (“ 名 ”) 与 其 所 指 
(“ 实 ” ) 的 关系 问题 。“ 彼 披 止 于 彼 ， 此 此 止 于 此 ， 可 ， 彼此 
而 彼 且 此 ， 此 第 而 此 且 彼 ， 不 可 。” 就 是 说 :如果 认为 那个 就 是 
那个 ， 这 个 就 是 这 个 ， 是 正确 的 ; 而 如 果 认为 那个 也 是 这 个 ， 这 
个 也 是 那个 ， 则 是 不 正确 的 。 这 里 提出 了 概念 的 所 指 必须 确定 的 
规律 。 前 者 类 似 同一 律 ， 后 者 类 似 矛 盾 律 。 

当然 ， 我 国 先 素 时 代 除 了 名 家 、 墨 家 之 外 ， 其 他 诸 家 也 都 有 
较 多 的 逻辑 思想 。 自 秦汉 以 后 直至 明 清 ， 中 国 特有 研究 方式 的 逻 
辑 学 说 也 在 不 断 丰 富 。 自 明 清 之 后 ， 西 方 逻辑 学 说 传人 中 国 。 


= 印度 “因明 学 ” 

“因明 ?是 楚 语 “ 希 都 费 陀 ” ( Hetuvidya ) 的 意译 。“ 因 ” 
指 推理 的 依据 ，“ 明 ” 指 通 常 说 的 学 术 。“ 因 明 学 ”是 古代 印度 
关于 推理 的 学 说 。 ` 

(一 ) 因 明 学 的 兴起 .  . 

因明 学 大 约 产生 于 公元 前 6 世纪 ， 传 说 它 的 创始 人 是 乔 答 R 
(RARE EH” ) 最 早 关于 因明 的 著作 是 正 理 经 。 后 来 
佛教 哲学 家 又 推动 了 因明 的 发 展 。 因 明 有 古 、 新 之 分 。 佛 教 大师 
陈 那 以 前 的 因明 主要 取 五 支 作法 ， 属 古 因明 系统 “” 自 陈 那 创立 三 
支 作法 以 后 ， 便 产生 了 新 因明 系统 。 新 因明 的 代表 作 有 陈 BB 的 
< 因明 正 理 门 论 > 、 商 痢 罗 主 的 “ 因明 入 正 理 论 > 和 法 称 的 < 正 
理 一 滴 > 等。 上述 陈 那 和 商 羯 罗 主 的 两 部 因明 论 有 我 国 唐 代 玄 类 
的 译本 ， 系 我 国 通行 的 新 因明 范本 ， 法 称 的 因明 论 在 我 国有 藏 译 
本 。 我 国 和 日 本 对 因明 的 研究 都 卓 有 成 果 。 

( = ) 古 因明 和 新 因明 
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古 因明 和 新 因明 有 很 多 不 同 之 处 ， 其 中 最 主要 的 区 别 是 由 五 
支 作 法 变 为 三 支 作 法 。 所 谓 五 支 作法 ， 就 是 其 论 A 由 宗 、 因 、 
喻 、 合 + 结 五 个 部 分 组 成 ;， 所谓 三 支 作 法 ， 就 是 其 论 式 简化 为 
宗 、 因 、 喻 三 个 部 分 。 现 列表 对 照 如 下 ; 


五 支 作法 EZS 支 作 法 


声 是 无 常 | 声 是 无 常 


所 作 性 故 | FER 
RENERE, 
TRE 


HRE, F 
见 是 所 作 与 无 党 
声 亦 如 是 ， 是 所 作 性 


声 不 如 是 ， 是 所 作 性 
故 声 无 党 


其 中 ，“ 宗 ”是 对 论点 的 陈 说 ，“ 因 ”是 根据 和 例证 ，“ 喻 ” 
是 比喻 和 例证 (“ 同 喻 ”是 同类 比喻 ，“ 异 喻 ”是 异类 比喻 ) ， 
“ 合 ” 是 在 前 三 者 基础 上 的 具体 应 用 ，“ 结 ”就 是 结论 。 五 支 当 
中 以 “ 宗 、 因 、 喻 ”三 部 分 最 为 重要 ， 因 为 “ 结 ” 只 是 “ 宗 ” 的 
重复 而 “ 合 ” 也 已 包含 在 “ 喻 ”之 中 了 。 所 以 陈 那 把 五 支 改 为 
三 支 ， 创立 了 新 因明 的 论 式 。 陈 那 的 三 支 作法 除了 删 去 “ 合 、 结 ” 
二 支 外 ， 还 对 “ 喻 ” 作 了 改造 。 在 五 支 作 法 里 ， 喻 只 起 比喻 和 例 
证 的 作用 ， 意 义 不 大 但 在 陈 那 的 三 支 作 法 里 ， 喻 在 例证 之 上 还 
说 出 它 的 普遍 意义 ， 这 就 提高 了 喻 的 地 位 ， 使 喻 变 成 因果 关系 的 
带 例 说 明 。 

从 五 支 改 为 三 支 ， 这 是 因明 史上 的 一 项 意义 重大 的 变 蔓 ， 它 
使 因明 的 论 式 趋向 完善 成 熟 ， 更 切合 人 类 思维 的 逻辑 过 程 。 
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(三 ) 宗 、 因 、 喻 

因明 学 自演 进 为 三 支 作法 以 后 ， 其 论 式 就 定型 了 。 甚 至 连 长 
期 坚持 五 支 作法 的 正 理 派 到 后 来 也 接受 了 三 支 作法 。 所 以 理 解 
宗 、 因 、 喻 三 支 ， 是 学 习 因明 学 的 关键 。 下 面 作 以 介绍 。 

关于 “ 宗 ”。 我 们 说 过 ，“ 宗 ”是 对 论点 的 陈 说 ， 它 相当 于 
三 段 论 的 结论 。 宗 是 由 宗 依 组 成 的 ， 宗 依 相当 于 概念 ， 是 组 成 宗 
的 基本 单位 ， 如 “ 声 ” 和 “无 常 ” 就 是 宗 依 。 任 何 一 个 宗 都 是 由 
体 和 义 两 部 分 组 合 而 成 的 。“ 体 ”( 自体 ) 即 宗 所 反映 的 对 象 ; 
“ 义 ”( 涵义 ) 即 对 象 所 具有 的 属性 。“ 体 ”用 罗 辑 术语 来 说 就 
是 主 词 ， 因 明 则 称 作 自 性 、 有 法 、 所 别 ， 总 称 体 三 名 ; “ 义 ” 用 
逻辑 术语 来 说 就 是 宾 词 ， 因 明 则 称 作 差别 、 法 、 能 别 ， 总 称 义 三 
名 。 在 体 三 名 和 义 三 名 当中 ， 通 常 以 “有 法 ”来 指称 “ 体 ”， 以 
“能 别 ” 来 指称 “ 义 ”。 宗 依 有 一 个 很 重要 的 特点 ， 就 是 论 敌 双 
方 都 共同 承认 的 ， 这 情况 称 作 “ 至 极 成 就 ”或 简称 “ 极 成 ”。 

但 是 ， 由 论 敌 双方 “ 极 成 ”的 宗 依 组 成 的 宗 的 整体 ， 却 又 必 
须 是 立 者 所 主张 而 为 敌 者 所 反对 的 。 如 “ 声 是 无 常 ”》 宗 ， 就 是 为 
数论 派 所 主张 而 为 声 论 派 所 反对 的 。 这 在 因明 学 上 称 为 “ 违 他 上 顺 
自 ”， 并 把 按照 违 他 顺 自 的 要 求 所 建立 起 来 的 宗 ， 叫 作 “ 不 顾 论 
R” o “不顾 论 宗 ” 是 立 宗 的 正 格 。 值 得 注意 的 是 ， 逻 辑 推理 的 
任务 在 于 推出 新 命题 ， 与 前 提 中 的 命题 一 样 ， 只 要 对 事物 作出 断 
定 就 行 ， 无 须 问 论 敌 是 否 同意 。 但 是 因明 却 很 讲究 “ 违 他 顺 自 ” 
这 一 点 ， 把 这 看 作 是 立 宗 的 准则 。 如 果 有 那 一 个 宗 竟 是 论 敌 双方 
共同 认可 的 ， 那 就 要 犯 “ 相 符 极 成 ”的 过 失 ， 整 个 三 支 推理 就 不 
能 成 立 。 

关于 “ 因 ”。“ 因 ”是 推理 的 依据 和 理由 。 在 因明 三 支 作法 
中 ， 因 支 相当 于 小 前 提 ， 喻 支 相当 于 大 前 提 ， 但 以 因 支 为 主 ， 喻 
支 为 辅 。 原 由 是 : 因 支 在 推理 中 不 仅仅 是 小 前 提 ， 还 起 着 中 间 媒 
介 的 作用 ， 相 当 于 三 段 论 的 中 词 。 但 是 因 支 与 中 词 在 媒介 的 方式 

.. o 


上 又 是 颇 不 一 样 的 ， 中 词 是 通过 自身 的 周延 ( 即 被 大 词 所 包含 ) 
来 担负 它 的 媒介 任务 的 ， 而 因 却 是 通过 包含 宗 中 的 有 法 ( 即 小 
词 ) 来 完成 媒介 的 。 

因明 学 十 分 重视 对 因 的 研究 。 立 论 者 为 了 开 属 论 敌 所 使 用 的 
“ 生 因 ”和 论 敌 受到 启示 而 有 所 解 悟 的 “了 因 ” ,统称 “二 因 ”。 
“二 因 ” 又 生 “ 六 因 ”: M R” DAREA MERAM E 
因 ， 其 中 以 言 生 因 为 正 因 ; “了 因 ” 分 为 智 了 因 、 言 了 因 和 义 了 
因 ， 其 中 以 智 了 因为 正 因 ， 而 言 生 因 又 是 智 了 因 之 因 ， 智 了 因 又 
是 言 生 因 之 果 。 因 明 学 还 有 “ 因 三 相 ” 理 论 ， 第 一 相 “ 遍 是 宗法 
性 ”， 研 究 因 与 宗 上 有 法 的 关系 ( 中 词 与 小 词 的 关系 ) ， 第 二 相 
“ 同 品 定 有 性 ”， 研 究 因 与 宗 中 之 法 的 关系 ( 中 词 与 大 词 的 关 
R); 第 三 相 “ 蜡 品 遍 无 性 ”， 与 第 二 相通 过 “ 同 品 ” 从 正面 恰 
验 当 原因 出 现时 结果 是 否 也 随 之 出 现 相反 ， 第 三 相 则 通 过 “ 蜡 
品 ” 从 反面 来 进一步 考察 如 果 结 果 不 存在 时 原因 是 否 也 一 定 不 存 
在 。 

关于 “ 喻 ”。“ 喻 ”是 比喻 和 例证 ， 用 来 使 人 了解 所 立 之 宗 
的 。 在 三 支 作 法 里 ， 喻 相当 于 三 段 论 的 大 前 提 ， 但 是 它 的 组 成 远 
比 大 前 提 复 杂 ， 它 是 由 喻 体 和 喻 依 两 部 分 组 成 的 ， 并 且 是 同 喻 和 
异 喻 的 联合 ， 例 如 : 


宗 | ”此 山 有 火 
因 ”| umak 
| = are s 
maj ATBAR k A 
喻 Laan 
n 及 无 火 处 必 无 烟 ， 


-如 
《 异 ) 《 异 喻 依 ) 
喻 体 即 普遍 性 的 命题 ， 作 用 与 大 前 提 相 当 ; 喻 依 即 例证 ,作用 与 归 
纳 法 中 的 契合 、 差 异 二 法 相似 。 喻 的 组 成 虽然 比较 复杂 ， 但 在 具 
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共 可 省 略 ， 一 般 常 省 去 异 喻 ， 甚 至 连同 喻 中 的 同 喻 体 亦 
可 省 改 ， 而 只 保留 同 喻 依 。 

因明 学 的 理论 极其 丰富 ， 它 在 世界 逻辑 思想 史上 也 占 居 重要 
地 位 。 


= 希腊 “逻辑 学 ? 

古代 希腊 是 欧洲 逻辑 学 说 的 发 源 地 。 由 于 当时 社会 历史 的 变 
动 ， 演 讲 和 辩论 很 受 重视 ,于 是 发 展 了 辩论 术 。 同 时 由 于 生产 和 航 
海 的 发 展 ， 也 产生 了 萌芽 时 期 的 数学 和 其 他 自然 科学 。 辩 论 术 、 
数学 和 自然 科学 的 发 展 对 逻辑 学 的 产生 是 有 决定 性 影响 的 。 我 们 
在 此 主要 介绍 亚 里 士 多 德 逻辑 学 说 ， 以 及 斯 多 噶 派 与 伊 壁 灼 鲁 派 
逻辑 学 说 。 

(一 ) f P+ # k iy t S SL 

亚 里 士 多 德 ( 公元 前 384 一 322 年 ) 是 十 希腊 最 博学 的 哲学 
家 ， 他 的 著作 涉及 当时 的 一 切 知识 领域 。 他 的 逻辑 著作 是 « 工具 
论 ，>， 这 是 古代 一 部 最 完备 的 逻辑 著作 ， 而 且 两 千 多 年 来 有 着 历 
外 不 衰 的 影响 。 如 下 主要 介绍 几 个 方面 。 

1. 范 畴 “范畴 就 是 最 普遍 的 谓 项 。 亚 里 士 多 德 把 各 种 各 样 的 
判断 的 谓 项 分 为 10 个 大 类 ， 这 就 是 有 名 的 “十 范畴 2”。 即 : (1 ) 
实体 (如 入 、 马 ); (2) 数量 (如 2 尺 长 ，100 斤 重 ); (3 ) 性 
Jü C 如 白 的 ， 通 晓 语法 的 ); (4 ) 关系 (如 2 倍 ， 较 大 的 )， 
(5 ) 活动 ( 如 说 话 ， 思 考 ); (6 ) 遭 受 ( 如 被 打 ， 被 骂 ); 
(7 ) 地 点 ( 如 在 市 场 里 ， 在 雅典 )， (8) 时 间 ( 如 了 上 昨天， 去 
年 ); ( 9) 姿态 ‘如 坐 着 ， 身 着 ); (10) 状况 ( 如 穿 鞋 的 ， 有 
武装 的 ) 。 

从 命题 ” 亚 里 十 多 德 认为 ， 只 有 或 真 或 假 的 句子 才 是 命题 
一 个 浙 使 名 就 不 是 命题 ， 因 为 它 没有 真 假 问题 。 亚 里 士 多 德 把 合 
题 首 光 分 为 科 单 的 与 复合 的 ， 而 简单 命题 又 分 为 贞 定 的 与 否定 
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的 。 那 些 具 有 同一 主 项 和 谓 项 的 肯定 命题 和 否定 命题 ， 就 称 为 巴 
盾 命题 。 他 还 指出 命题 有 时 涉及 一 个 全 称 的 主 项 (例如 “入 ”)， 
有 时 涉及 一 个 单 称 的 主 项 〈 例如 “ 卡 里 亚 斯 ” ) 。 他 说 : “如果 
有 人 关于 一 个 全 称 主 项 作 了 一 个 一 般 性 的 肯定 命题 和 一 个 一 般 性 
的 否定 命题 , 则 这 两 个 命题 乃 是 “反对 ”命题 。”( « 解释 篇 ，) 
亚 里 士 多 德 对 模 态 命题 也 作 了 较 详 尽 的 讨论 。 

3. 三 段 论 ” 亚 里 士 多 德 关 于 三 段 论 的 理论 对 后 来 形式 逻辑 的 
发 展 曾 有 很 大 的 影响 。 但 后 人 也 曾 有 不 少 的 误解 。 如 下 列 三 段 论 
曾 长 期 被 看 作 亚 里 士 多 德 三 段 论 的 一 个 例子 ， 所 有 的 人 都 是 会 死 
的 ， 苏 格拉 底 是 人 ， 所 以 ， 苏 格拉 底 是 会 死 的 。 有 些 现代 注释 家 
指出 ， 这 一 例子 在 好 几 点 上 与 亚 里 士 多 德 所 讲 的 三 段 论 不 同 。 首 
先 ，“ 苏 格拉 底 是 人 ”是 一 个 单 称 命题 ， 而 亚 里 士 多 德 的 三 段 论 
中 是 不 用 单 称 命题 作 前 提 的 。 其 次 ， 亚 里 土 多 德 的 三 段 论 中 ， 前 
提 与 结论 是 表示 为 蕴涵 关 系 的 。 工具 论 ， 中 曾 这 样 举例 ， 如 
果 所 有 阔 叶 植物 都 是 落叶 的 ， 并 且 所 有 葡萄 树 都 是 阔 叶 植物 ， 则 
所 有 葡萄 树 都 是 落叶 的 。 

亚 里 士 多 德 在 讨论 三 段 论 时 还 有 一 个 特点 ， 就 是 他 很 少 举 具 
体 的 例子 。 关 于 正确 的 形式 ， 他 多 数 时 候 都 是 举 的 包含 字母 的 图 
式 。 他 举 出 的 图 式 是 象 下 面 这 种 样子 ， 如 果 所 有 B 是 A， 并 且 所 
有 C 是 B， 则 所 有 C 是 A。 当 然 多数 时 候 ， 他 并 不 说 “所 ABE 
A”， 而 是 说 “A 对 于 所 有 B 有 所 述说 ”或 “A 属 于 所 有 B”。 

亚 里 土 多 德 还 制定 了 有 关 模 态 三 段 论 的 规则 。 他 认为 在 必然 
三 段 论 中 ， 一 个 必然 前 提 与 非 模 态 的 前 提 的 某 些 组 合 可 以 得 出 必 
然 结论 。 他 也 讨论 了 或 然 三 段 论 的 各 种 形式 。 他 对 于 前 提 中 的 
“可 能 ”一 词 是 理解 为 “ 既 非 不 可 能 也 非 必然 ”。 

4. 其 它 关于 证 明 问题 ， 如 果 说 亚 里 士 多 德 在 “ FIS SC 
中 主要 陈述 了 有 关 三 段 论 的 理论 ， 那 么 在 “ ARAR 3 ARR R 
了 有 关 科 学 知识 的 理论 ， 即 关于 证 明 的 理论 。 偶 总 洗手 出 要 通过 
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推理 获得 知识 就 必须 由 已 有 的 知识 出 发 。 对 于 已 有 的 原始 知识 ， 
亚 里 士 多 德 认为 可 以 分 为 有 关 事实 的 知识 和 有 关 字 的 意 X 的 知 
识 。 他 的 证 明理 论 主要 是 以 当时 的 数学 为 典范 ， 这 是 因为 当时 只 
有 数学 是 发 展 得 较 完整 的 。 这 种 证 明理 论 对 后 来 的 欧 几 里 得 几何 
学 很 有 影响 。 关 于 思维 基本 规律 ， 亚 里 士 多 德 没 有 明确 地 陈述 过 
同一 律 ， 而 对 于 矛盾 律 和 排 中 律 ， 则 他 在 < 形而上学 > 中 有 整整 
一 卷 加 以 论述 。 他 对 于 这 两 条 规律 有 时 是 作为 有 关 事 物 的 规律 加 
以 陈述 的 ， 有 时 则 是 作为 有 关 思 维 的 规律 来 陈述 的 。 关 于 归纳 法 
问题 ， 亚 里 士 多 德 的 说 法 是 不 一 致 的 。 在 * 工具 论 ， 中 有 的 地 方 
讲 的 归纳 法 是 指 简单 枚 举 法 ， 而 另 一 些 地 方 讲 的 却 是 完 全 归纳 
法 。 他 早期 所 讲 的 归纳 法 主要 是 简单 枚 举 法 ， 后 来 在 创立 了 有 关 
三 段 论 的 理论 后 ， 则 又 提出 归纳 法 可 以 还 原 为 三 段 论 的 说 法 。 

总 之 ， 亚 里 士 多 德 关于 演绎 逻辑 的 理论 ， 特 别 是 关于 三 段 论 
的 部 分 ， 直 到 今天 也 还 有 价值 ;而 关于 其 他 理论 ， 比 如 模 态 三 段 
论 的 理论 虽然 可 能 有 些 错 误 ， 但 还 值得 进一步 研究 。 亚 里 土 多 德 
在 人 类 历史 上 第 一 个 建立 了 系统 的 逻辑 学 说 ， 因 此 被 后 人 称颂 为 
“逻辑 学 之 父 ”。 

(二 ) 斯 多 噶 派 与 伊 辟 鸠 恒 派 远 辑 学 说 

古 希 腊 的 斯 多 噶 派 在 命题 逻辑 方面 很 有 贡献 。 他 们 将 复合 命 
题 分 为 假 言 的 、 选 言 的 与 联 言 的 。 他 们 认为 一 个 假 言 命 题 是 由 
“如 果 ， 则 ”把 两 个 命题 联结 起 来 而 成 的 复合 命题 ， 而 “如 果 ， 
则 ”这 一 联结 词 的 作用 在 于 指出 ， 第 二 个 命题 是 由 第 一 个 命题 得 
出 的 。 他 们 还 提出 了 假 言 命题 的 真 假 问题 ， 认 为 一 个 假 言 命题 是 
真 的 ， 当 且 仅 当 并 非 前 件 真 而 后 件 假 ， 也 就 是 说 ， 一 个 假 言 命题 
只 要 不 是 前 件 真 而 后 件 假 ， 就 算是 真 的 。 因 而 当前 件 真 后 件 真 、 
前 件 假 后 件 真 或 前 后 件 都 假 时 ， 一 个 假 言 命题 都 是 真 的 。 

亚 里 土 多 德 与 斯 多 噶 派 逻辑 学 说 侧重 于 演绎 问题 的 研究 ， 而 
伊 避 多 鲁 派 逻 辑 学 说 却 侧重 于 归纳 问题 的 研究 。 伊 鉴 鸠 鲁 派 认为 
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自然 规律 应 访 利 用 归纳 法 来 获得 ,主张 “根据 类 似 进行 的 推理 ”， 

即 归纳 法 ， 是 唯一 的 科学 方法 。 斯 多 嘲 派 对 伊 壁 鸠 鲁 派 提出 若干 
批评 ， 而 后 者 又 一 一 给 予 反 批评 。 这 种 争论 直到 现在 仍 具 有 一 定 
意义 。 


m ERŽHRR 

在 中 世纪 ， 由 于 宗教 神学 的 束缚 ， 中 世纪 的 逻辑 学 发 展 很 
慢 。 但 是 我 们 应 该 看 到 ， 一 方面 ， 宗 教 神学 把 亚 里 士 多 德 逻辑 变 
成 了 优 死 的 经 院 哲学 ， 而 且 对 逻辑 学 本 身 的 研 究 也 是 极其 烦 项 
的 。 例 如 用 大 量 篇 幅 去 讨论 范畴 、 属 、 种 、 谓 词 种 类 等 问题 ， 把 
各 种 判断 进行 排列 组 合 ， 构 成 上 百 上 千 的 判断 形式 ， 等 等 。 所 有 
这 些 都 是 中 世纪 届 辑 的 消极 方面 。 但 是 ， 另 一 方面 ， 中 世纪 基督 
教会 创办 的 教会 学 校 也 普及 了 逻辑 知识 ， 出 现 了 一 些 流传 其 广 影 
响 甚大 的 逻辑 课本 ， 对 形式 逻辑 体系 化 、 教 程 化 作出 了 贡献 。 例 
如 ， 征 得 * 西 斯 班 所 著 « 逻辑 大 全 ， 一 书 , 仅 在 其 后 三 百年 间 再 版 
166 次 ,作为 中 世纪 多 辑 学 的 最 有 价值 的 典型 教科 书 广 为 流 传 。 

同时 ， 经 院 哲 学 也 促使 中 世纪 欣 辑 提出 和 研究 了 一 些 特有 的 
逻辑 问题 。 唯 名 论 和 唯 实 论 关 于 共 相 的 争论 使 得 中 世纪 逻辑 学 家 
们 在 一 般 和 个 别 这 一 逻辑 问题 的 研究 上 深入 了 一 步 。 亚 里 士 多 德 
< 范畴 篇 ， 中 的 一 些 问题 在 中 世纪 得 到 了 较 多 的 研究 ， 语 义学 问 
题 、 元 逻辑 问题 也 在 中 世纪 提出 并 研究 出 一 定 的 结果 。 中 世纪 在 
研究 某 些 远 辑 问 题 时 兴起 深究 细 索 的 学 风 ， 并 且 出 现 了 某 些 符号 
逻辑 的 因素 。 f 

从 16 世 纪 以 后 是 近代 自然 科学 的 创立 时 期 。 逻 辑 学 领域 在 这 
一 时 期 ， 一 方面 随 着 自然 科学 材料 的 积累 ， 特 别 是 实验 科学 的 发 
展 ， 直 接 导致 以 弗 ,培根 为 杰出 代表 的 归纳 逻辑 的 勃 兴 ; 另 一 方 
面 ， 演 绎 逻辑 也 摆脱 了 中 世纪 封建 神学 的 8 绊 ， 并 与 数学 相 联 
系 ， 有 了 较 大 的 发 展 。 由 于 笛 卡 尔 、 霍 布 斯 特别 是 菜 布 尼 获 及 布 
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尔 提出 一 些 狐 新 的 逻 回 思想 ， 罗 得 学 开始 进入 发 展 的 新 阶段 。 

关于 弗 " 培 根 的 归纳 逻辑 。 弗 .培根 ( 1561 一 1626 ) 是 英国 哲 
学 家 、 自 然 科 学 家 、 软 辑 学 家 、 历 史学 家 和 国务 活动 家 。“ 英 国 
唯物 主义 和 整个 现代 实验 科学 的 真正 始祖 。”@ 他 认为 ， 科 学 的 
任务 是 发 现 和 发 展 新 的 东西 ， 所 以 逻辑 学 应 当成 为 发 明 的 逐 辑 ， 
发 现 的 逻辑 。 他 认为 亚 里 土 多 德 的 “工具 论 ” 没 有 完 成 这 个 任 
务 ， 因 而 他 写 了 * 新 工具 论 > ( 1620 年 出 版 ) 。 按 照 他 的 意见 ， 这 
本 《新 工具 论 ， 就 应 当代 替 亚 里 士 多 德 的 《工具 论 ，。 他 在 书 中 
系统 地 批判 了 经 院 哲 学 阻碍 科学 知识 的 各 种 偏见 ， 称 这 些 偏见 为 
“偶像 ”( 或 “假象 ” ) 。 培 根 断 言 ， 仅 仅 推倒 偶像 是 不 够 的 ， 
还 应 该 给 人 的 理智 以 辅助 的 工具 ， 教 会 人 们 达到 真 理 的 认识 方 
法 ， 这 种 方法 就 是 归纳 逻辑 。 

培根 比较 全 面 而 详细 地 提出 了 归纳 逻辑 。 为 了 发 现 某 种 现象 
的 真正 原因 和 本 质 ， 他 主张 : (一 ) 考察 事物 的 各 种 表现 ， 
( 二 ) 提供 所 缺乏 研究 的 现象 的 例证 ， 编 制 成 差异 表 或 缺乏 表 ， 
(三 ) 提供 研究 对 象 所 出 现 的 程度 不 等 的 例证 ， 编 制 成 比较 表 或 
程度 表 ; 〈 四 ) 排除 缺乏 确凿 根 据 的 例证 : (五 ) 经 过 上 述 归 
纳 过 程 ， 作 出 肯定 的 结论 。 经 过 第 一 批 实验 ， 证 明 这 种 归纳 法 到 
达 真 理 的 路 程 太 长 ， 并 且 不 是 都 能 达到 可 靠 的 结果 。 有 鉴于 此 ， 
培根 对 归纳 法 作 了 某 些 改进 ， 使 之 缩短 达到 真理 的 途 径 。 他 指 
出 ， 当 被 研究 的 对 象 以 最 明显 、 最 纯真 的 形式 出 现时 ， 以 这 些 事 
实 作 根据 ， 进 行 有 特权 的 裁判 。 这 种 有 特权 的 裁判 ， 能 迅速 把 偶 
然 的 东西 从 本 质 中 清除 出 去 。 培 根本 人 称 这 种 裁判 有 将 近 30 种 。 培 
根 的 这 种 关于 有 特权 的 裁判 的 想法 ， 并 未 在 实践 中 实现 ， 但 它 对 
后 来 的 英国 逻辑 学 家 约翰 * 穆 勒 (1806 一 1873 ) 研究 计算 因果 联系 
打下 了 基础 。 培 根 的 逻辑 学 说 的 不 足 之 处 是 ， 过 高 估计 了 归纳 法 
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在 认识 中 的 作用 ， 低 估 了 演绎 法 的 作用 ， 从 而 割裂 了 思维 过 程 的 
这 两 个 不 可 分 割 的 方面 。 他 还 低估 了 三 段 论 的 意义 。 他 认为 三 段 
论 是 由 命题 组 成 ， 命 题 由 语词 组 成 ， 语 词 是 观念 的 符号 ，“ 和 如 果 
观念 本 身 ( 这 是 根本 的 东西 ) 是 混乱 的 ， 并 且 由 此 抽出 来 的 ， 则 
在 其 上 层 建 筑 中 不 可 能 有 确定 性 ”。 但 是 培根 却 又 利用 三 段 论 的 
正确 性 为 自己 的 学 说 进行 论述 。 尽 管 培根 的 逻辑 学 说 有 许多 不 足 
之 处 ， 但 是 他 在 逻辑 学 史上 的 贡献 是 应 该 给 予 肯定 的 。 

关于 菜 布 尼 茨 及 布尔 的 数理 逻辑 。 罗 辑 学 发 展 到 近代 ， 便 产 
生 了 在 逻辑 学 中 应 用 数学 方法 的 思想 。 法 国 哲 学 家 笛 卡 尔 认为 可 
以 有 一 种 普遍 适用 的 方法 来 解决 各 种 科学 问题 ， 他 把 这 种 方法 叫 
作 “ 普 遍 的 数学 ”。 英 国 哲 学 家 稚 布 斯 提出 “ 罗 辑 学 家 则 教 人 在 
字 的 推论 方面 进行 加 与 碱 ”， 即 思维 “不 过 是 计算 ( 加 与 减 )”。 
但 是 笛 卡 尔 和 起 布 斯 都 没有 举 试 去 建立 新 的 逻辑 。 首 先 作 这 种 尝 
试 的 是 德国 哲学 家 莱 布 尼 蒋 和 英国 数学 家 布尔 。 


第 二 节 ”现代 逻辑 学 的 产生 


ERMEZ (1646—1716 ) 的 逻辑 思想 中 ， 下 列 几 点 是 基本 
的 ， 一 、 所 有 概念 可 以 还 原 为 少数 的 原始 概念 ， 这 些 原始 概念 构 
成 “思想 的 字母 表 ”; 二 、 复 合 概 念 可 以 由 原始 概念 通过 逻辑 乘 
法 得 出 三 、 原 始 概 念 彼 此 之 间 是 没有 矛盾 的 ， 四 、 任 何 命题 都 
是 谓 项 性 的 ， 也 就 是 说 ， 可 以 还 原 为 一 个 谓 项 对 于 一 个 主 项 有 所 
述说 的 命题 ， 五 、 任 何 真 的 肯定 命题 都 是 分 析 命 题 ， 也 就 是 说 ， 
谓 项 包含 在 主 项 之 中 。 莱 布 尼 茨 企图 在 这 个 基础 上 建立 一 个 逻辑 
演算 。 他 最 初 用 数目 来 代表 原始 概念 ， 而 逻辑 运算 则 是 算术 中 的 
乘法 、 除 法 以 及 去 括号 。 后 来 改进 为 用 素数 代表 原始 概念 ， 这 样 
我 们 就 可 以 通过 分 解 因数 的 方法 ， 将 复合 概念 分 解 为 原始 概念 。 

例如 ， 用 “3” 代 表 “ 能 思维 的 ”，“7? 代表 “动物 ”， 则 
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“A” ( 能 思维 的 动物 ) 就 可 以 用 “212 来 代表。 也 可 以 设 
“m” 表示 “人 ”， “a? 表 示 .4 动 80”, “t” 表示 “能 思维 
H? o BZ, “A?” 这 一 概念 的 定义 可 用 方程 式 表 示 如 下 ， 
21=3*7 或 m =a*t。 利 用 这 种 表示 方法 ， 我 们 可 以 说 如 果 一 个 全 
称 肯定 命题 的 主 项 是 可 以 被 谓 项 除 尽 的 ， 它 就 是 真 的 ， 因 此 全 称 
肯定 命题 可 以 表示 如 下 s/p=Y 或 5=P。Y。 用 类 似 的 方法 可 
以 写 出 表示 全 称 否定 、 特 称 肯 定 与 特 称 否定 等 三 种 命题 的 式 子 。 
由 于 莱 布 尼 茨 仍旧 保留 了 对 逻辑 的 内 涵 的 解释 ， 他 在 应 用 数 
学 方法 的 过 程 中 不 断 遇 到 困难 。 直 到 19 世 纪 时 英 Bd 数 学 家 布尔 
( 1815—1864 ) 完全 采用 了 外 延 的 解释 ， 这 问题 才 得 到 完全 的 解 
决 。( 所 谓 对 于 一 个 词 的 “内 涵 的 解释 ”就 是 将 该 词 看 作 表示 一 
种 性 质 ， 而“ 外延 的 解释 ”就 是 将 该 词 看 作 表 示 一 个 类 。 ) 布尔 
企图 把 代数 方法 应 用 到 逻辑 中 去 ， 在 1847 年 出 版 了 « 逻辑 的 数学 
分 析 > 一 书 。 
布尔 认为 逻辑 中 最 基本 的 东西 是 “类 ”， 而 逻辑 可 以 看 作 类 
的 演算 。 他 发 现 对 于 类 可 以 进行 一 些 运算 ,例如 可 以 从 X 与 Y 两 
个 给 定 的 类 构造 出 第 三 个 类 Z， 使 得 Z 的 分 子 恰好 包含 X 与 Y 的 分 
子 ， 也 可 以 从 X 与 Y 两 个 类 构造 出 第 三 个 类 Z， 使 得 Z 恰 好 包含 X 
- 与 Y 所 共有 的 分 子 。 这 两 种 运算 与 代数 的 加 法 和 乘法 具有 十 分 类 
似 的 性 质 。 在 布尔 以 前 曾 有 一 些 人 试图 在 逻辑 中 应 用 数学 方法 。 
布尔 是 第 一 个 获得 完全 成 功 的 人 。 他 所 建立 的 这 种 类 的 代数 又 称 
为 “逻辑 代数 ”或 “布尔 代数 ”， 它 是 数理 逻辑 的 早期 形式 。 
如 果 说 布尔 以 前 的 数理 逻辑 主要 是 用 符号 和 简单 的 代数 方法 
来 处 理 传统 逻辑 的 演绎 理论 ， 那 么 布尔 之 后 的 数理 逻辑 则 主要 是 
把 初等 数论 和 集合 论 等 数学 方法 运用 到 逻辑 上 ， 使 数理 逻辑 的 发 
展 取得 了 较 大 的 突破 。 德 国 数学 家 弗 雷 格 最 先 引进 和 使 用 了 量词 
和 约束 变 元 ， 并 完备 地 发 展 了 命题 演算 和 谓词 演算 ， 建 立 了 第 一 
个 比较 严格 的 逻辑 演算 系统 。 后 来 意大利 数学 家 皮 亚 诺 又 正式 利 
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用 前 人 的 命题 演算 和 谓词 演算 成 果 来 表述 数学 ， 推 导数 学 。 英 国 
哲学 家 罗素 又 把 皮 亚 诺 关 于 命题 演算 和 谓词 演算 这 两 部 分 最 后 搞 
完备 了 。 根 据 这 一 成 果 ， 他 和 你 特 海 合 著 了 * 数 学 原理 ?一 书 ( 简 称 : 
PM ) 。 至 此 ， 传 统 逻 辑 中 关于 演绎 推理 的 内 容 已 经 完 全 可 以 用 
两 个 演算 的 方法 处 理 了 。 本 世纪 30 年 代 ， 美 国 数学 家 哥 德 尔 证 明 
了 不 完全 性 定理 ， 波兰 逻辑 学 家 塔 斯 基 精确 地 定义 了 句子 的 真 和 
假 ， 建 立 了 现代 逻辑 语义 学 ; 英国 数学 家 图 灵 又 建立 了 图 灵机 的 
形式 理论 。 近 年 来 由 于 电子 计算 机 的 发 展 ， 包 括 算法 理论 、 递 归 
函数 和 可 计算 性 等 在 内 的 逻辑 学 的 “算术 部 分 ”， 被 看 成 是 高 于 
其 他 部 分 的 发 展 中 的 主流 ， 迅 猛 地 推动 着 现代 逻辑 的 发 展 。 现 代 
逻辑 的 研究 不 仅 直接 影响 到 自然 科学 技术 的 发 展 ， 它 还 延伸 到 哲 
学 、 社 会 科学 和 其 它 人 文科 学 等 各 个 方面 。 


第 三 节 ”现代 逻辑 学 的 分 类 和 子 学 科 简介 


人 们 只 要 深入 和 广泛 地 了 解 国内 外 现代 有 还 辑 的 研究 状况 ， 就 
会 发 现 : 现代 逻辑 所 涉及 的 范围 领域 极其 宽阔 ， 所 出 现 的 分 支 科 
目 也 极其 繁多 。 但 是 从 总 体 上 看 ， 它 们 主要 分 为 基础 理论 逻辑 和 
应 用 逻辑 两 大 部 分 。 当 然 这 两 大 部 分 也 不 是 决然 分 开 的 : 在 基础 
理论 逻辑 中 虽然 侧重 于 纯 理 论 的 探讨 ， 但 有 时 也 要 结 合 一 些 应 
用 ， 只 不 过 这 种 应 用 的 目的 在 于 增强 对 基础 理论 的 疮 述 ; 在 应 用 
逻辑 中 也 有 相对 的 基础 理论 内 容 ， 而 说 其 “相对 ”， 因 为 它 只 是 
对 纯 理 论 逻 辑 某 些 局 部 的 具体 解释 、 增 减 和 再 构造 ， 以 适应 于 自 
身 研究 领域 的 需要 。 应 该 指出 的 是 : 现代 逻辑 对 基础 理论 的 研究 
主要 侧重 于 演绎 问题 ， 又 称 演绎 逻辑 ， 当 然 现代 逻 辑 也 开始 重视 
对 归纳 问题 的 研究 ， 称 作 归 纳 逻辑 ， 甚 至 可 以 说 现代 归纳 逻辑 党 
常 是 以 演绎 逻辑 为 重要 工具 的 ， 而 演绎 逻辑 只 是 在 极 个 别处 用 到 
了 归纳 方法 。 还 应 该 指出 的 是 : 现代 演绎 逻辑 的 研究 主要 侧重 于 
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外 延 问题 ， 又 称 外 延 逻 辑 ( 属 于 古典 的 标准 逻辑 )， 但 也 开始 重视 
对 内 洱 问 题 的 研究 ， 又 称 内 涵 远 辑 ( 属 于 非 古典 、 非 标准 逻辑 )。 

本 节 在 对 现代 逻辑 进行 分 类 的 基础 上 进行 一 些 科目 简介 ， 但 
糊 其 特点 和 和 人们 的 需要 不 一 而 介绍 得 详 略 不 同 。 这 个 分 类 并 没 
有 、 也 不 可 能 完全 穷尽 现代 逻辑 的 所 有 分 支 科目 ， 因 为 现代 逻辑 
从 总 体 上 看 还 正在 不 断 地 分 解 与 溶 合 、 深 化 与 泛 化 当中 完善 着 自 
身 ，“ 分 类 ”对 它 只 能 是 相对 而 言 。 

我 们 先 列 纲目 ， 然 后 具体 介绍 。 


一 ”理论 逻辑 
(一 ) 基础 逻辑 
1. 标 准 逻 辑 
( 1 ) 命题 逻辑 
( 2 ) 谓词 逻辑 
2. 非 标准 逻辑 
(1) 哲 学 逻辑 
(2) 模 态 逻 辑 
(3) 多 值 逻 辑 
(4) 模糊 逻辑 
(5) 直觉 主义 逻辑 
( 6) 相干 逻辑 
(二 ) 元 逻辑 
1. 逻 辑 语 形 学 
2. 逻 辑 语义 学 
3. 逻 辑 语 用 学 
(三 ) 数学 的 逻辑 
1. 集 合 论 
2. 证 明 论 
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3 .递归 论 
4. 模 型 论 
( 四 ) 归纳 逻辑 ( 概率 逻辑 等 》 


= 应 用 逻辑 

(一 ) 认识 逻辑 
1. 知 道 逻 辑 
2. 信 和 念 逻辑 
3. 问 题 逻辑 

(二 ) 实践 逻辑 
1. 道 义 逻 辑 
2. 优 选 逻 辑 
3. 命 令 逻 辑 
4. 行 动 逻辑 

(三 ) 科学 应 用 逻辑 
1. 科 学 逻辑 
2 .技术 逻辑 
3. 发 明 逻 辑 
4. 时 间 逻 辑 
5. 空 间 远 辑 
6. 部 分 与 整体 逻辑 
7. 量 子 逻 辑 
8. 电 路 逻辑 

( 四 ) 自然 语言 逻辑 ( 祈 使 句 逻辑 等 ) 

CE) 特种 逻辑 ( 仅 举 几 例 ) 
1. 信 息 逻辑 . 
2. 控 制 逻辑 
3. 超 协调 逻辑 
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4 FRZ 
5. 组 合 逻辑 
现 按 上 述 纲目 ， 作 如 下 简要 介绍 。 


一 ”理论 逻辑 ( 也 称 数理 逻辑 、 符 号 逻辑 或 数学 逻辑 。 理 论 
逻辑 的 称谓 最 初 见于 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 所 著 « 理论 逻辑 原理 ， 一 
书 。 在 现代 逻辑 中 ， 理 论 逻 辑 是 与 应 用 逻辑 相对 而 言 的 ， 它 是 从 
最 抽象 的 层次 上 运用 形式 纶 方法 直接 或 间接 地 研究 人 类 思维 结构 
及 其 规律 的 科学 ， 因 此 它 也 是 一 种 “ 纯 逻 辑 ”。 ) 

(一 ) 基础 远 辑 ( 也 称 对 象 逻辑 ， 它 主要 是 对 元 逻辑 而 言 
的 。 基 础 逻辑 是 以 人 类 思维 作为 研究 的 直接 对 象 ， 运 用 形式 化 方 
法 研究 其 结构 及 规律 。 ) 

1. 标 准 逻 辑 ( 也 称 经 典 逻辑 或 古典 逻辑 ， 它 所 以 被 名 之 为 
“标准 ”、“ 经 典 ” 或 “古典 ”， 是 因为 它 以 传统 的 亚 里 士 多 德 
逻辑 为 基础 ， 重 在 外 延 和 演绎 方面 的 形式 化 研究 。 虽 然 它 的 基础 
范围 是 古典 的 ， 但 是 它 的 实际 内 容 却 远 远 超过 了 传统 的 亚 氏 = 
辑 。 标 准 逻 辑 由 招 雷 格 、 罗 素 等 直到 哥 德 尔 已 基本 告 成 。 ) 

( 1 ) 命题 逻辑 ( 也 称 语句 逻辑 、 联 结 词 逻辑 或 真 值 函 项 Z 
辑 ， 它 是 研究 以 简单 命题 [或 称 原子 命题 、 基 本 命题 ] 为 基本 单 
位 、 由 真 值 联结 词 所 构成 的 复合 命题 的 逻辑 特征 及 其 规律 的 逻辑 
演算 的 理论 。 它 的 显著 特点 表现 为 它 在 考察 和 研究 逻辑 结构 的 形 
式 时 ， 是 把 一 命题 只 分 析 到 其 中 所 包含 的 简单 命题 为 止 ， 不 再 把 
简单 命题 中 的 非 命题 成 分 如 主 词 、 谓 词 和 量词 分 析出 来 。 ) 

( 2 ) 谓词 逻辑 (也 补 量词 逻辑 或 命 题 函 项 逻辑 , 它 是 把 简单 
命题 济 析 为 主 词 [或 个 体 、 客 体 ]、 谓 词 和 量词 ， 来 研究 命题 的 
形式 结构 、 推 理 规则 的 逻辑 演算 理论 。 谓 词 逻 辑 有 狭义 和 广义 之 
分 ， 其 主要 区 别 是 : 在 狭义 谓词 逻辑 中 ， 量 词 仅 用 于 个 体 变 项 ， 
而 在 广义 谓词 逻辑 中 ， 量 词 不 仅 用 于 个 体 变 项 ， 也 用 于 命题 变 项 


。20 。 


-和 谓词 变 项 。 有 人 把 词 项 逻辑 或 三 段 论 逻辑 、 关 系 逻辑 等 也 都 归 
人 谓词 逻辑 。) 

2. 非 标准 逻辑 ( 也 称 非 经 典 逻辑 或 非 古典 逻辑 ， 它 是 区 别 于 
由 弗 雷 格 、 罗 素 等 直到 哥 德 尔 所 创立 的 古典 逻辑 。 上 古典 逻辑 主要 
有 如 下 问题 ， 第 一 ， 上 古典 蕴涵 即 实质 蕴涵 与 人 们 心目 中 所谓 的 
“推理 ”多 少 有 些 不 同 ， 或 有 些 间 隙 。 这 些 间隙 可 由 “蕴涵 怪 
论 ” 表 现 出 来 ， 第 二 ， 不 讨论 命题 的 模 态 概念 ， 如 远 辑 上 的 “ 必 
然 ”、“ 可 能 ”等 ; 第 三 ， 不 讨论 概念 及 命题 方面 的 差异 ， 比 如 
一 个 命题 的 外 延 【 真 值 ] 与 其 内 涵 意义】 的 差别 ， 而 外 延 上 等 
同 并 不 一 定 内 涵 上 等 同 ; 第 四 , 不 讨论 涉及 “知道 ”、“ 相 
信 ”、“ 应 该 ”、“ 将 来 ”等 方面 的 语句 ， 等 等 。 以 这 些 问 题 为 
研究 的 出 发 点 ， 从 20 世 纪 初 以 来 人 们 就 不 断 构成 各 种 新 的 逻辑 系 
统 。 与 古典 逻辑 重 在 外 延 问 题 的 研究 相反 ， 非 古典 逻辑 则 重 在 内 
涵 问 题 的 研究 。 如 下 仅 介绍 非 标准 逻辑 的 几 个 主要 分 支 ， 有 人 将 
知道 逻辑 、 量 子 逻辑 等 也 归 此 类 ， 我 们 则 暂且 归 入 后 面 的 应 用 风 
辑 。) 

C) 哲学 逻辑 〈 研究 关于 逻辑 的 哲学 问题 。 比 如 : 究 竞 什 
么 是 逻辑 ? 逻辑 与 非 逻辑 的 划 界 标准 是 什么 ? 是 什么 东西 使 一 个 
形式 系统 成 为 一 个 逻辑 系统 ? 逻辑 究 竞 是 一 元 的 还 是 多 元 的 ? 逻 
辑 与 思维 、 语 言 、 现 实 是 什么 关系 ? 什么 是 有 效 性 ? 什么 是 逻辑 
的 真 ? 怎样 识别 有 效 的 推理 或 逻辑 真 命题 ? 如 何 认识 、 避 免 或 克 
RER? 如 此 等 等 。 此 外 ， 哲 学 逻辑 还 要 研究 逻辑 上 的 一 些 基本 
概念 ， 如 各 种 联结 词 和 各 种 量词 的 精确 含义 ， 语 句 、 命 题 、 判 断 
HERAKI, ARMARRI EEE. ) 

(2 ) 8& # 逻辑 ENARA RRE ñr šj HEHE 
理 的 科学 。“ 模 态 ” 一 词 是 英语 modal 的 音译 ， 含 有 模型 、 情 坟 
等 意思 ， 因 此 “ 模 态 ”一 词 读 有 音译 又 有 意译 的 因 素 。 模 态 词 
“必然 ”、“ 可 能 ”等 是 模 术 逻辑 的 基本 概念 。 在 定义 这 样 的 概 
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念 时 ， 需 要 引入 “可 能 世界 ”的 概念 ， 即 凡 不 违反 逻辑 、 能 够 被 
人 们 所 想象 的 情况 或 场合 ， 都 是 可 能 世界 。 因 此 : 必然 = 在 所 有 
可 能 世界 中 是 真 的， 可 能 = 在 某 些 可 能 世界 中 是 真 的 。 人 们 通常 
用 符号 口 表示 必然 ， 用 符号 9 表示 可 能 。 可 能 和 必然 的 真 假 关系 
是 : 90p<> 一 口 p。 模 态 逻辑 是 以 前 述 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 为 
理论 基础 ， 因 此 又 有 模 态 命题 逻辑 和 模 态 谓词 逻辑 ， 模 态 逻辑 又 
是 后 述 道义 逻辑 、 时 间 软 辑 等 的 理论 基础 ， 因 此 它们 又 称道 义 模 
态 逻辑 、 时 间 模 态 逻辑 等 。 人 们 又 把 包括 前 后 所 有 内 容 者 称 为 广 
义 模 态 逻 辑 或 非 标准 模 态 逻辑 ， 而 把 只 包括 前 者 内 容 的 称 为 狭义 
模 术 逻辑 或 标准 模 态 逻辑 。 ) 

(3) 多 值 逻辑 ( 是 研究 大 于 二 值 〔 真 、 假 ] 以 上 问题 的 E 
辑 。 前 述 标准 逻辑 都 是 二 值 逻 辑 。 后 来 为 了 解决 亚 里 士 多 德 关于 


为 命题 或 真 ， 或 假 ， 或 中 立 。 美 国 逻 辑 学 家 波斯 特 也 独立 建立 了 
多 值 逻辑 ， 但 他 的 出 发 点 是 纯 形 式 地 考虑 ， 即 直接 假定 命题 的 真 
值 数 日 大 于 3, 从 而 建立 了 任意 有 穷 多 个 值 的 逻辑 系统 。 目 前 多 值 
逻辑 的 定义 尚 没 完全 统一 ， 大 至 有: @ 是 研究 三 值 、 四 值 以 至 可 
数 无 穷 多 值 的 命题 之 间 关 系 的 逻辑 ， 名 是 命题 值 为 两 个 以 上 [ 任 
何 有 穷 和 无 穷 多 个 值 ] 的 逻辑 演算 的 总 和 ; OLAN (n>2) 个 
相互 排斥 的 命题 值 为 出 发 点 的 逻辑 理论 的 总 和 ; @ 是 研究 可 以 有 
任何 有 穷 多 和 无 穷 多 真 值 的 命题 的 逻辑 演算 、 演 算 的 性 质 和 演算 
之 间 的 关系 。 ) 

(4) 模糊 逻辑 ( 也 称 弗 晰 逻辑 ， 它 是 一 种 运用 取 无 穷 多 连 
续 值 的 模糊 集合 来 研 究 模 糊 性 思维 [如 “ 胖 、 瘦 、 快 、 慢 ” 
等 ] 语言 形 式 与 规律 的 科学 。 模 糊 集 合 是 一 种 不 同 于 真 假 二 值 
的 模糊 性 的 值 的 集合 ， 它 是 以 有 穷 或 可 数 无 穷 连 续 值 ， 亦 即 多 值 
逻辑 为 依据 的 。 因 而 ， 模 糊 罗 辑 是 多 值 逻辑 领域 里 的 一 个 方面 。 
模糊 逻辑 也 是 将 模糊 数学 应 用 于 逻辑 领域 。1965 年 美国 学 者 查 德 
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提出 模糊 数学 理论 ， 利 用 素 属 度 与 隶属 函数 来 刻 划 模糊 性 ， 后 来 
又 把 这 些 基本 概念 和 方法 运用 到 逻辑 领域 中 ， 提 出 模糊 的 逻辑 变 
量 、 语 言 变量 和 逻辑 函数 【公式 ] 这 样 一 些 概念 。 因 此 ， 可 以 把 
模糊 逻辑 看 作 是 模糊 数学 与 多 值 逻辑 相 结 合 的 一 种 新 的 非 标 准 逻 
辑 。) 

( 5 ) 直觉 主义 逻辑 ( 是 现代 逻辑 三 大 学 派 之 一 的 直觉 主义 
者 所 主张 的 逻辑 理论 。 现 代 逻 辑 学 家 在 解决 收 论 和 数学 基础 问题 
寺 形 成 了 三 大 学 派 ， 以 罗素 为 代表 的 逻辑 主义 派 ， 以 希 尔 伯 特 为 
代表 的 形式 主义 派 ， 以 布 劳 维尔 为 代表 的 直觉 主义 派 。 逻 辑 主义 
派 主张 逻辑 先 于 数学 ， 数 学 建立 在 逻辑 的 基础 之 上 。 形 式 主义 派 
` 则 认为 逻辑 不 是 数学 的 基础 ， 应 该 同时 建立 逻辑 和 数学 系统 ， 而 
构造 这 些 演绎 系统 必须 采用 公理 化 方法 。 直 觉 主义 派 则 认为 只 有 
人 们 的 直觉 或 直接 感知 才 是 人 们 认识 的 根本 来 源 ， 因 此 ， 数 学 只 
是 来 源 于 人 们 “直觉 的 先 验 形式 ”， 通 过 这 种 先 验 直觉 才 构 造 出 
各 种 数学 推理 ， 而 当 和 人 们 回溯 各 种 数学 推理 时 就 能 发 现 其 中 的 避 
辑 法 则 ， 从 而 产生 逻辑 。 所 以 数学 先 于 逻 辑 ， 逻 辑 产 生 于 数 
学 。) 

(6 ) 相干 逻辑 ( 也 称 相关 逻辑 , 是 关于 相干 蕴涵 的 逻辑 。 相 
干 蕴涵 是 顾及 命题 在 内 容 上 联系 的 一 种 联结 词 。 在 古典 逻 辑 中 的 
实质 荀 涵 只 反映 命题 间 的 真 假 关系 ， 因 此 出 现 所 谓 “ 荀 涵 怪 论 ? 
[如 “(一 A 人 A ) -~B”， 即 假 命题 蕴涵 任 何 命题 ， 如 “如 果 
2+2=9， 那 么 太阳 发 光 ” 这 样 真 的 复合 命题 ， 前 件 命题 和 后 件 
命题 在 内 容 上 没有 任何 联系 ， 被 人 认为 是 无 意义 的 “ 怪 论 ] 。 
因此 人 们 企图 导 找 消除 怪 论 的 理想 的 萤 涵 理论 ， 它 不 仅 应 当 反映 
命题 间 的 真 假 关 系 ， 而 且 应 当 反映 命题 在 内 容 上 的 联系 。 相 干 范 
涵 反 映 了 可 用 命题 变 项 的 共同 出 现 来 表示 出 内 容 上 的 联系 ， 即 A 
相干 蕴涵 B 的 必要 条 件 是 ，A 与 B 有 共同 的 命题 变 项 。1959 年 美国 
学 者 安 特 还 和 贝尔 纳 普 建立 的 R 系 统 就 满足 这 一 条 件 。 我 车 林 3 
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瑾 等 人 曾 于 80 年 代 初 建立 了 “制约 逻辑 Cm 系统 ”。 当 时 ， 张 清 
字 副 研究 员 已 经 发 现 、 并 写 出 了 « 制约 逻辑 Cm 系统 与 相干 逻辑 民 
系统 的 等 价 性 ”一文 【后 发 表 在 “ 数学 通报 >1987 年 第 2 期 ) ， 
文中 首先 指出 这 两 个 系统 的 推理 规则 完全 相同 ， 随 后 证 明 了 “R 
的 公理 都 是 Cm 的 定理 ”和 “Cm 的 公理 都 是 R 的 定理 ”这 两 个 引 
理 ， 从 而 得 出 定理 Cm 系统 跟 R 系 统 等 价 。 ) 

(二 ) Zif ( 是 与 前 述 对 象 逻辑 相对 而 言 ， 它 不 是 以 人 类 
思维 作为 研究 的 直接 对 象 ， 而 是 以 基本 逻辑 理论 作为 研究 的 直接 
对 象 ， 运 用 形式 化 方法 研究 基本 逻辑 演绎 系统 本 身 的 性 质 特征 。 
元 逻辑 可 称 “ 逻 辑 的 逻辑 ”， 因 此 只 能 说 它 是 间接 地 研究 人 类 思 
维 问题 。 ) 

1. 有 还 辑 语 形 学 ( 也 称 逻 辑 语法 学 或 句法 学 ， 是 关于 形式 系统 
的 一 种 形式 理论 , 它 只 分 析 公 式 之 间 的 关系 ,而 不 考虑 公式 的 使 用 
者 以 及 公式 的 所 指 。 它 研究 系统 的 结构 性 质 ， 如 形成 规则 确定 什 
么 样 的 符号 串 是 一 个 合式 公式 ， 变 形 规则 确定 什么 样 的 合式 公式 
能 推出 什么 样 的 合式 公式 。 它 研究 可 证 明 性 和 可 定义 性 ， 研 究 系 
统 的 协调 性 【一 致 性 、 相 容 性 或 无 矛盾 性 ] 、 完 全 性 [完备 
性 ] 、 独 立 性 、 可 判定 性 等 ， 这 都 与 证 明 论 相关 。 ) 

2. 逻 辑 语义 学 ( 是 关于 形式 系统 的 一 种 意义 理论 ， 它 只 分 析 
公式 与 其 所 指 之 间 的 关系 即 公式 的 意义 ， 而 不 考虑 公式 的 使 用 者 
以 及 公式 之 间 的 关系 。 它 不 仅 研 究 系统 中 公式 的 意义 ， 而 且 研 究 
系统 的 解释 ， 这 与 模型 论 相 关 。 对 于 一 般 形式 系统 ， 我 们 用 真 、 
假 值 ， 对 于 逻辑 演算 ， 我 们 用 有 效 性 [ 即 在 所 有 的 可 能 世界 或 所 
有 的 解释 中 真 ] 、 可 满足 性 [或 有 一 模型 ， 即 在 某 一 或 某 些 解释 
中 真 ] 。) 

3. 逻 辑 语 用 学 ( 是 关于 形式 系统 的 一 种 使 用 理论 ， 它 只 研究 
公式 与 使 用 者 的 关系 ， 而 不 考虑 公式 之 间 的 关系 和 公式 的 所 指 。 
也 有 人 主张 它 还 得 研究 使 用 者 与 公式 所 指 之 间 的 关系 。 目 前 这 门 


。24 。 
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学 科 还 正在 初 起 。 ) 

(三 ) 数学 的 逻辑 ( 是 研究 “数学 本 身 ” 的 逻辑 问题 。 所 以 
称 为 “数学 的 逻辑 >， 是 为 了 同人 们 对 一 般 “ 数 理 逻辑 ”所 称 的 
“数学 逻辑 ” 相 区 分 。 数 学 的 一 个 特点 是 它 内 容 上 的 抽象 性 和 逻 
辑 上 的 严格 性 ， 对 数学 中 特有 的 逻辑 问题 的 研究 ， 既 丰富 了 逻辑 
学 的 内 容 ， 也 促进 了 数学 的 发 展 。 ) 

1. 集 合 论 ( 研究 集合 的 性 质 、 演 算 和 公理 系统 的 理论 。 直 观 
上 ， 集 合 可 以 理解 为 由 任何 对 象 汇集 成 的 一 个 类 ， 这 个 类 也 就 是 
逻辑 上 所 讲 的 概念 的 外 延 。 所 以 集合 论 也 是 外 延 逻辑 的 数 学 理 
论 。 集 合 论 的 基础 理论 是 逻辑 代数 ， 逻 辑 代数 是 现代 演绎 逻辑 的 
早期 发 展 形态 ， 是 代数 化 的 逻辑 。 ) 

2. 证 明 论 ( 也 称 元 数学 ， 是 研究 并 证 明 数 学 各 部 门 或 一 些 公 
理 系统 的 协调 性 【一致 性 、 相 容 性 或 无 矛盾 性 ] 的 理论 。 其 中 最 
有 名 的 是 希 尔 伯 特 方案 ， 即 把 整个 数学 、 包 括 其 公理 及 推理 规则 
全 部 公理 化 ， 写 成 符号 系统 ， 再 舍弃 其 内 容 而 只 把 数学 看 作 一 符 
号 系统 ， 然 后 用 有 穷 方法 证 明 这 个 符号 系统 的 协调 性 。 ) 

3. 递 归 论 ( 也 称 递 归 函 数论 或 能 行 性 理论 ， 它 主要 是 用 数学 
方法 研究 “可 构造 性 ”或 “能 行 过 程 ”的 学 科 。 递 归 论 制定 了 可 
计算 性 的 精确 概念 。1936 年 图 灵 引 进 了 抽象 计算 机 的 概 念 ， 给 
“可 计算 函数 ”提供 一 个 观念 的 定义 ， 即 一 个 函数 是 可 计算 的 ， 
当 且 仅 当 它 在 一 台 抽 象 计算 机 【图 灵机 ] 上 是 可 计算 的 。 ) 

4. 模 型 论 ( 是 研究 形式 系统 中 真 这 个 概念 的 可 定义 性 ,研究 形 
式 系统 与 数学 模型 之 间 关 系 的 理论 。 如 果菜 些 事物 及 其 关系 满足 
某 个 公理 系统 ， 则 这 些 事物 及 其 关系 便 称 作 该 公理 系统 的 模型 。 
如 果 某 些 事物 必须 先 承认 理论 A 然 后 才能 满足 某 公理 系统 ， 便 说 
这 些 事物 是 在 理论 A 之 下 的 某 公理 系统 的 模型 。 例 如 ， 在 承认 实 
数 系统 之 后 作出 了 欧 氏 几何 的 模型 。 如 果 能 作出 某 公理 系统 的 模 
型 ， 此 公理 系统 就 是 协调 的 。 证 明 系 统 的 协调 性 和 公理 的 独 立 
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性 ， 最 重要 的 工具 便 是 构造 模型 。 ) 

( 四 ) Ja it 3: ( 也 称 或 然 性 逻辑 ， 是 以 个 别 或 特殊 的 事实 
为 前 提 ， 得 出 一 般 或 普遍 性 结论 的 逻辑 系统 。 其 前 提 虽 然 是 真实 
的 ， 但 结论 不 能 确保 其 真实 。 传 统 归纳 逻辑 要 研究 归纳 推理 、 类 
比 推 理 、 因 果 确 定 等 问题 。 现 代 归纳 逻辑 的 特点 主要 是 运用 数理 
逻辑 与 概率 理论 ， 对 归纳 方法 进行 形式 化 和 数量 化 的 研究 ， 因 此 
也 称 概率 逻辑 。 ) 


= 应 用 逻辑 ( 是 指 上 述 理论 逻辑 或 符号 逻辑 在 某 种 具体 学 
科 领 域 的 应 用 中 所 形成 的 逻辑 系统 ， 我 们 也 称 之 为 “现代 应 用 风 
辑 ”。 如 果 在 某 种 具体 学 科 领 域 只 是 对 传统 形式 逻辑 进行 应 用 ， 
那么 它 所 形成 的 逻辑 只 能 称 作 “普通 应 用 逻辑 ”。 我 们 将 要 介绍 
的 属于 前 者 。 ) 

(一 ) ARZA (是 以 传统 认识 论 所 研究 的 概念 和 范畴 为 对 
象 的 逻辑 理论 ， 它 们 与 知识 的 获得 、 接 受 、 传 递 及 对 于 某 一 知识 
HEE [疑问 与 断定 ] 等 有 关 。 ) 

1. 知道 逻辑 ( 是 关于 “知道 的 一 种 模 态 逻辑 。 有 关 “ 知 
道 ” 的 命题 大 体 上 有 两 种 ，。“P 知 道 p 是 真 的 ”与 “P 知 道 p 是 否 
真 的 ”。 人 们 通常 用 P ; p 表 示 前 者 ， 用 Pl p 表 示 后 者 ， 从 而 构 
造 出 “知道 ”的 模 态 逻辑 系统 。 ) 

2. 信念 逻辑 ( 也 称 相信 逻辑 ,是 以 逻辑 演算 为 工具 ,研究 关 
于 “信念 ”问题 范围 内 的 逻辑 问题 。 某 一 个 信念 ， 可 以 看 作 是 一 
个 人 同 他 所 接受 的 某 个 论题 之 间 的 关系 。 假 定 有 一 个 人 x， 我 们 
把 x 的 信念 的 集合 记 为 Bx， “Xx 相信 P” 记 为 “PE Bx”。 信 和 念 逻 
辑 就 是 研究 这 样 的 逻辑 关系 ， 以 及 以 这 种 关 R 为 基础 的 他 辑 推 
Wo ) 

3. 问题 逻辑 ( 也 称 问 句 逻辑 ， 是 用 逻辑 演算 研究 在 问题 和 
答案 的 范围 内 所 产生 的 各 种 逻辑 问题 。 它 研究 问 句 的 分 类 ， 问 名 
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之 间 的 真 假 关 系 以 及 问 名 的 推理 形式 。 ) 

(二 ) 实践 逻辑 ( 是 研究 人 的 主体 行为 中 涉 及 某 些 哲 学 原 
理 、 伦 理 关 系 、 志 趣 愿望 等 概念 和 范畴 的 逻辑 理论 ， 诸 如 权利 和 
义务 、 应 该 、 人 允许 、 禁 止 、 需 要 与 要 求 、 决 定 与 选择 、 动 机 、 效 
果 与 行动 等 问题 。 ) 

1, 道义 逻辑 ( 也 称 义务 逻辑 或 规范 逻辑 ， 是 研究 共有 规范 
RE [“ 应 该 ”、“ 人 允许 ”、“ 禁 止 ” 等 ] 命题 之 间 关 系 的 逻辑 
理论 。 通 常用 Qp 表 示 应 该 p>， 用 Pp 表示 人 允许 p，Fp 表 示 禁 止 p, 并 
着 重 研 究 各 种 规范 命题 之 间 的 推演 关系 。 ) 

2, 优选 逻辑 (是 研究 人 们 的 决定 与 选择 问题 的 逻辑 理论 。 
人 们 的 实践 总 希望 能 选择 最 简 办 法 而 取得 最 多 成 果 ， 通 常 借用 数 
学 上 和 寻找 函数 极 值 ( 极 大 或 极 小 的 办 法 。 优 选 逻 辑 也 有 类 似 研 
究 。) 

3. 命令 逻辑 ( 也 称 指挥 逻辑 ， 是 以 逻辑 演算 为 工具 研究 命 
令 句 之 间 的 逻辑 关系 的 理论 。 任 何 一 个 命令 句 总 是 同一 个 由 它 变 
形 而 来 的 将 来 时 态 的 命题 相关 的 。 例 如 ，“ 合 上 书本 ! ”总 是 相 
关于 “书本 被 合 上 ”这 个 命题 ， 后 者 称 作 命令 的 归结 命题 。 为 了 
判定 命令 名 推理 的 有 效 性 ， 把 这 种 推理 化 为 由 归结 命题 组 成 的 推 
HERAA. ) 

4. 行动 逻辑 (是 研究 人 们 动机 、 效 果 与 行动 中 各 种 相应 命 
题 关 系 的 逻辑 理论 ， 如 怎样 的 行动 可 以 使 动机 与 效 果 达 到 一 
致 。) 

(三 ) 科 学 应 用 逻辑 ( 也 有 人 突出 称 为 “物理 学 应 用 逻辑 ”， 
它 主要 研究 将 现代 基础 逻辑 应 用 于 实证 的 自然 科学 领域 的 问题 。 
至 于 在 社会 科学 领域 ， 则 尚 待 进一步 开发 。 ) 

1. 科学 逻辑 ( 是 运用 逻辑 理论 来 分 析 科 学 知识 体系 的 逻辑 
理论 ， 它 主要 探讨 ， 科 学 理论 的 逻辑 结构 ， 自 然 科学 、 社 会 科学 
和 技术 科学 的 归纳 与 演绎 等 推理 形式 ， 科 学 研究 的 程序 和 逻 得 推 
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演 过 程 以 及 有 效 性 的 逻辑 标准 ， 科 学 理论 中 的 心理 学 、 认 识 论 、 
方法 论 等 内 容 ， 科 学 的 人 工程 序 化 语言 的 结构 问题 等 等 。 ) 

2. 技术 逻辑 ( 是 研究 如 何 将 逻辑 应 用 于 各 种 技术 系统 和 结 
构 的 问题 ， 特 别 是 应 用 于 自动 化 机 器 的 综合 分 析 。 它 是 以 逻辑 演 
算 为 基础 ， 其 中 特别 是 逻辑 代数 。 它 把 命题 演算 是 作为 事件 【 事 
实 ] 的 计算 来 解释 的 ， 谓 词 演 算 则 作为 包含 事件 的 函数 的 计算 来 
解释 的 。 其 中 已 发 事件 相应 于 真 命题 ， 未 发 事件 相应 于 假 命 
题 。) 

3. 发 明 逻辑 ( 过 去 也 称 为 发 明 技巧 ， 是 专门 研究 科学 发 明 
阶段 的 逻辑 问题 的 ， 但 是 原来 的 研究 并 没有 超出 传统 形式 逻辑 范 
围 ， 而 现代 研究 则 要 借助 符号 逻辑 的 方法 手段 ， 并 同 科 学 实验 相 
后 合 。) 

4. 时 B] 逻辑 ( 是 以 逻辑 演算 为 工具 来 研究 时 间 上 不 定 的 语 
句 之 间 的 逻辑 关系 ， 其 目的 是 把 时 态 语句 形式 化 ， 并 把 包含 这 种 
语句 的 推理 形式 化 ， 以 便 更 加 精确 地 把 握 这 种 时 态 语句 中 的 逻辑 
内 容 。 时 间 逻 辑 系统 也 包括 语法 的 构造 和 语义 的 构造 两 种 。 ) 

5. 空间 逻辑 ( 也 称 拓扑 逻辑 ， 是 涉及 拓扑 空间 问题 的 逻辑 
理论 。 拓 扑 空间 是 欧 几 里 得 空间 的 一 种 推广 ， 其 中 闲 性 或 极限 的 
概念 是 用 集合 之 间 的 关系 而 不 是 用 距离 来 描述 的 。 当 几何 图 形 在 
一 对 一 的 双方 连续 变换 之 下 存在 不 变 的 性 质 时 ， 此 性 质 称 为 拓扑 
性 质 。 例 如 ， 画 在 橡皮 膜 上 的 图 形 当 橡皮 膜 扭 曲 变 形 而 不 破裂 
时 ， 如 曲线 的 闭合 性 、 相 交 性 等 不 变 的 性 质 就 是 拓扑 性 质 。 ) 

6. 部 分 与 整体 逻辑 ( 是 在 传统 哲学 本 体 论 中 部 分 与 整体 等 
概念 基础 上 构造 的 所 谓 “部 分 学 ”理论 ， 目 的 在 于 避免 和 克服 罗 
素 悖 论 ， 并 已 被 广泛 应 用 于 事件 理论 、 生 物 学 、 音 前 学 等 领域 。 
这 里 的 哲学 本 体 论 是 关于 系 词 “is” [是 、 存 在 ] 的 科学 ， 是 一 
个 名 称 逻 辑 系统 ， 它 也 是 由 初始 符号 、 形 成 规则 、 变 形 规则 和 公 
理 组 成 的 形式 系统 。 ) 
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， 7. 量子 逻辑 ( 也 称 微观 字 宙 的 逻辑 ， 是 关于 微观 客体 的 研 
帘 中 、 量 子 力学 的 研究 中 推理 等 问题 的 逻辑 。 它 除了 引进 真 的 和 
假 的 命题 之 外 还 引进 真 假 不 定 的 命题 。 其 中 除了 排 中 律 之 外 ， 其 
他 传统 逻辑 的 规律 都 能 应 用 。 ) 

8. 电路 逻辑 (也 称 开关 逻辑 ， 是 用 罗 辑 代数 的 “ 真 ”、 
“ 假 ” 值 原理 构造 电子 器 件 的 “ 开 ”、“ 关 ”状态 ， 并 形成 控制 
电流 的 “ 通 ”、“ 断 ”的 电路 。 电 路 逻辑 所 解决 的 开关 电路 是 脉 
神 技术 中 的 重要 电路 。 ) 

(四 ) 自然 语言 逻辑 ( 也 称 自 然 逻 辑 ， 是 研究 日 常 自然 语言 
的 逻辑 问题 。 自 然 语言 是 相对 于 人 工 语言 而 言 的 ， 是 一 些 在 特定 
情况 下 自然 形成 的 语词 指 号 系统 ， 如 汉语 、 英 语 等 ， 它 们 具有 指 
谓 性 和 交际 性 。 传 统 古典 逻 辑 只 由 语言 的 指 谓 性 研究 命题 的 真 假 
关系 而 自然 语言 逻辑 则 不 限于 此 。 自 然 语 言 逻辑 十 分 重视 语 境 
这 一 因素 ， 注 意 考察 交际 中 语词 指 号 与 意义 的 关系 ， 研 究 各 种 语 
气 的 语句 的 推理 、 思 维 者 与 命题 之 间 的 关系 ， 以 及 成 功 的 交际 ， 
等 等 。 它 是 介 于 语言 学 和 逻辑 学 之 间 的 边缘 科学 。 它 对 自然 语言 
的 研究 结合 符号 逻辑 进一步 深化 ， 便 形成 条 件 名 逻辑 、 祈 使 句 逻 
辑 等 语句 逻辑 的 分 支 学 科 。 ) 

(五 ) 特种 远 辑 ( 是 一 些 正在 形成 的 、 尚 不 易 归 类 的 新 兴 逻 
辑 学 科 。 如 下 仅 举 一 些 例子 ， 并 没有 也 不 可 能 穷尽 这 些 学 科 ， 如 
价值 逻辑 、 自 由 逻辑 、 半 矛盾 逻辑 等 就 没有 举 出 。 ) 

1. 信息 逻辑 (是 在 信息 加 工 中 使 用 逻辑 方法 的 理论 系统 ， 
它 包 括 对 被 加 工 对 象 加 以 描述 的 信息 语言 、 将 有 关 自 然 语言 变换 
为 信息 语言 的 规则 以 及 逻辑 推导 的 规则 。 因 此 ， 可 以 根据 具体 对 
象 的 特点 建立 相应 的 信息 逻辑 系统 ， 以 便 通 过 一 定 的 演算 而 从 已 
获得 的 信息 中 能 行 地 推导 出 新 的 信息 。 ) 

2. 控制 逻辑 ( 是 与 控制 论 有 关 的 逻辑 概念 、 方 法 和 系统 构 
碱 的 理论 体系 。 控 制 论 的 莫 基 人 维 纳 十 分 强调 数理 逻辑 对 于 控制 
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论 所 起 的 基础 理论 作用 。 这 是 因为 ， 任 何 一 种 控制 系统 在 从 输出 
端 接收 反馈 信息 后 ， 必 须根 据 输 出 值 与 目标 值 的 差 值 ， 进 行 逻辑 
的 判断 和 推理 ， 作 出 决策 ， 再 将 其 相应 信息 加 以 输入 ， 才 能 进行 
控制 或 调节 。 作 为 控制 论 技 术 工 具 的 电子 计算 机 在 进行 智能 模拟 
时 ， 也 必须 有 进行 相应 的 逻辑 判断 与 推理 的 功能 。 当 初 ， 控 制 论 
基本 思想 的 形成 是 和 类 比 推理 有 关 。 逻 辑 代 数 与 开关 电路 、 数 理 
逻辑 与 神经 网 络 模型 、 递 归 论 与 自动 机 的 能 行 性 、 模 糊 逻 辑 与 模 
糊 控制 器 等 ， 都 是 控制 逻辑 中 的 重要 内 容 。 ) 

3. 趋 协 调 逻 辑 (是 研究 一 种 既 违 反 矛 盾 律 AATA 又 
KUFER (AVTA) 的 逻辑 问题 的 理论 。“ 超 协调 ”的 定义 
是 : 假设 户 为 一 个 逻辑 推导 关系 ; 请 是 “爆炸 性 的 ”， 当 且 仅 当 
对 于 所 有 A 和 B，{ A， 一 A } EB [如 果 二 个 矛盾 命题 都 成 立 ， 
则 可 推出 任意 命题 ， 整 个 推理 系统 失效 ] :如果 上 不 是 “爆炸 性 
的 ”， 即 { A， 一 A } 此 B， 则 这 个 请 就 是 “ 超 协调 2 的。 据说 . 
这 种 逻辑 能 为 不 协调 即 包含 矛盾 的 、 然 而 并 非 无 意义 的 理论 提供 
逻辑 基础 。 ) 

4. 悖 论 逻 辑 ( 是 专门 研究 产生 悖 论 的 根源 、 寻 求 克服 悖 论 
的 方法 和 途径 的 逻辑 理论 。 悖 论 是 一 种 逻辑 上 自 相 矛盾 的 状况 ， 
肯定 一 个 命题 就 得 出 它 的 矛盾 命题 ! 同时 ， 肯 定 这 个 命题 的 否 
定 ， 同 样 又 得 出 它 的 矛盾 命题 。 一 般 地 ， 悖 论 分 为 逻辑 迟 论 【5 集 
REEI 和 语义 悖 论 。 ) 

5. 组 合 逻 辑 ( 是 关于 数学 中 组 合 论 逻 辑 问 题 的 理论 。 它 研 
究 建立 公式 的 逻辑 体系 和 计算 时 的 一 些 概念 和 方法 。 ) 


第 四 节 现代 逻辑 与 传统 逻辑 的 比较 


一 ”传统 逻辑 的 缺陷 
正 由 于 传统 逻辑 存在 许多 缺陷 ， 现 代 还 辑 才 迅速 地 发 展 起 
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来 。 

传统 形式 逻辑 有 哪些 不 足 呢 ? 人 们 总 结 出 如 下 几 点 。 

(一 ) 局 限于 主 表 式 语句 。 主 表 式 语 句 即 “ 主 语 + 是 + 表 
语 ” 的 结构 ， 如 “s 是 p” 之 类 。 传 统 形式 他 辑 所 讨论 的 语句 只 局 
限于 下 列 四 种 : 全 称 肯 定 句 ( 用 A 表 示 。 如 “ 几 S 都 是 P” ) 、 全 
称 否定 句 ( 用 E 表 示 。 如 “ 凡 S 都 不 是 P” ) 、 特 称 肯 定 句 ( 用 I 
Kio An ASEP” ) 、 特 称 否 定 句 ( 用 0 表 示 。 如 “有 的 S 
不 是 P” ) 。 并 在 这 四 种 语句 的 基础 上 发 展 了 三 段 论 。 但 是 人 们 
日 常 所 使 用 的 语句 决 不 限于 E 表 式 语 句 。 例 如，“ 我 和 他 散 
步 ”，“ 他 把 书 给 了 我 ”“3 比 2 大 ”，“A 喜 欢 B” 等 等 。 有 些 
甸子 也 可 以 改变 成 主 表 式 语句 ， 运 用 传统 形式 逻辑 进行 推理 。 但 
有 许 许多 多 的 句子 是 无 法 作 这 种 改变 的 。 不 是 利用 集合 关系 进行 
推理 的 场合 ， 改 变 成 主 表 式 语句 也 没有 用 。 传 统 形式 逻辑 所 局 限 
的 主 表 式 语句 的 研究 ， 很 难处 理 好 其 他 形式 如 关 系 式 语句 的 问 
题 。 
(—) 局 限于 三 段 论 。 传 统 形式 逻辑 规定 ， 每 个 三 段 论 式 必 

须 有 也 只 能 有 三 个 主 表 式 语句 ， 两 个 称 为 前 提 ， 另 一 称 为 结论 。 
每 个 三 段 论 式 必 须 有 也 只 能 有 三 个 名 词 ， 结 论 句 的 主语 称 为 小 
词 ， 谓 语 称 为 大 词 ， 而 只 出 现 于 两 前 提 之 中 的 名 词 称 为 中 词 。 这 
样 的 三 段 论 式 并 不 能 包括 日 常 的 各 种 推理 形式 。 例 如 下 列 扒 
H: 

亚洲 大 于 非洲 ， 非 洲 大 于 欧洲 ， 所 以 亚洲 大 于 欧洲 。 
很 明显 ， 这 三 个 语句 都 不 是 主 表 式 语句 ， 都 不 合 三 R 论 式 的 要 
求 ， 因 此 不 是 三 段 论 。 如 果 按 照 上 文 那样 生硬 地 把 它们 都 改 成 主 
表 式 语句 ， 即 写成 : 

亚洲 是 大 于 非洲 的 ， 非 洲 是 大 于 欧洲 的 ， 所 以 亚洲 是 大 于 欧洲 的 。 
这 里 就 出 现 了 问题 ， 整 个 推理 中 共有 四 个 名 词 〈 亚洲 、 非 洲 、 大 
于 非洲 的 、 大 于 欧洲 的 ) ， 这 就 很 不 符合 三 段 论 式 的 要 求 。 事 实 
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上 ， 上 面 的 推理 是 根据 “大 于 ”这 种 关系 的 “可 传递 性 ”进行 
的 ， 而 不 是 根据 三 段 论 式 的 要 求 进行 的 。 传 统 形式 逮 辑 并 没有 研 
究 “ 可 传递 性 ”等 问题 。 

(三 ) 对 量词 缺乏 研究 。 逻 辑 学 的 “量词 ”与 语法 学 的 “ 量 
词 ” 含 义 不 同 。 逻 辑 学 的 量词 是 指称 整体 数量 或 部 分 数量 的 词 。 
指称 整体 数量 的 词 称 作 全 称 量词 ( 如 “任何 ”、“ 所 有 ? 等 ) ， 
指称 部 分 数量 的 词 称 作 存在 量词 ( 如 “有 的 ”、“ 一 些 ” 等 ) 。 
虽然 传统 形式 逻辑 注意 到 量词 的 性 质 ， 并 以 “ 量 ” 为 标准 将 含有 
全 称 量词 的 语句 称 为 全 称 命题 ， 将 含有 存在 量词 的 语句 称 为 特 称 
命题 。 但 是 ， 由 于 传统 形式 逻辑 局 限于 主 表 式 语 句 ， 更 由 于 它 没 
有 “ 变 项 ”的 概念 ， 以 致 量词 的 作用 受到 极 大 的 限 制 。 试 举 一 
例 ， 近 代数 学 中 经 常 使 用 一 些 含有 量词 的 语句 ， 例 如 有 名 的 关于 - 
数列 a ( n ) 的 柯 西 判 敛 准则 ( 见 前 引 《« 数理 逻辑 初步 >》): 

任 给 一 个 自然 数 m， 都 有 一 个 自然 数 9"， 使 得 对 任何 自然 数 
p, q, 都 有 | a(ntp) -a(n+tq) | <-i, 

人 们 可 以 不 管 这 种 语句 的 具体 内 容 ， 只 看 其 中 许多 量词 都 是 
在 A、E、I、0O 形 式 之 外 大 量 使 用 的 。 这 种 语句 能 够 用 传统 逻辑 
的 全 称 命题 、 特 称 命题 写 出 来 吗 ? 甚至 根本 无 法 写 出 :如 果 有 谁 
a ae iM apas quales pusa 那 

也 一 定 是 十 分 费解 的 。 

(四 ) 使 用 自然 语言 (即日 常 语言 )。 传 统 形式 逻辑 使 用 的 
是 自然 语言 ， 因 而 常 有 歧义 。 自 然 语言 含义 极为 丰富 ， 但 却 因而 
常 由 于 一 词 多 义 而 产生 歧义 ， 这 对 于 逻辑 的 陈述 来 说 是 极为 不 精 
确 的 。 例 如 对 直言 命题 中 联 项 “是 ”的 使 用 就 有 如 下 几 种 不 同 含 
义 ， 汪 体 说 比如 : 

1. ZAE MHRA O 的 作者 

2. 老舍 是 小 说 家 

3. 小 说 家 是 文学 家 。 
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”上面 三 个 命题 中 的 联 项 “是 ”的 使 用 含义 是 完全 不 同 的 。 命 
是 1 中 的 “是 ”表示 “等 同 ” 关 系 ，“ 是 ”前 后 的 两 个 词 项 可 以 
互 换 位 置 ， 也 可 以 说 “《 四 世 同 党 的 作者 是 老舍 ”。 命 题 2 中 
的 “是 ”表示 的 是 分 子 与 类 之 间 的 “属于 ”关系 ， 老 舍 是 小 说 家 
这 个 类 中 的 一 个 分 子 。 命 题 3 中 的 “是 ”又 完 全 不 同 于 前 两 个 命 
题 中 “是 ”的 使 用 ， 它 表示 的 是 两 个 类 之 间 的 “包含 ”关系 ， 
“文学 家 ”这 个 类 包含 “小 说 家 ”这 个 类 。 由 此 可 见 ， 上 述 三 个 
命题 中 使 用 “是 ”的 不 同 含义 是 三 种 完全 不 同 的 关系 。 表 示 “ 等 
同 ” 关 系 的 “是 ”可 以 把 前 后 词 项 互 换 位 置 ， 而 表示 “属于 ” 关 
系 和 “包含 ”关系 的 “是 ”， 绝 不 可 互 换 “ 是 ”前 后 词 项 的 位 
置 ， 而 说 成 “小 说 家 是 老舍 ”或 “文学 家 是 小 说 家 ”。 传 统 逻 辑 
对 这 三 种 情况 不 加 区 别 ， 也 就 混淆 了 这 三 种 不 同 的 命题 ， 当 然 也 
就 得 不 出 关于 这 三 类 命题 的 不 同 的 正确 逻辑 规律 。 
比如 “包含 ”关系 是 传递 的 ( 即 如 果 A 包 含 B, 而 B 又 包含 C， 

那么 A 包含 C ) ， 但 是 “属于 ”关系 却 不 是 传递 的 ( 即 如 果 A 属 
于 B，B 属 于 C， 那 么 不 一 定 就 A 属于 C ) 。 例 如 “祝福 ”是 “ 重 
迅 著作 ”这 个 类 的 一 个 分 子 ， 而 “和 鲁迅 著作 ”是 “一 天 读 不 完 的 
书籍 ”这 个 类 的 一 个 分 子 ， 但 是 “祝福 ” 却 不 是 “一 天 读 不 完 的 
书籍 ”这 个 类 的 一 个 分 子 。 因 而 如 下 形式 的 推理 是 错误 的 : 

“祝福 ”是 鲁迅 的 著作 ， 

和 鲁迅 的 著作 是 一 天 读 不 完 的 ， 

所 以 ，“ 祝 福 ” 是 一 天 读 不 完 的 。 

以 上 只 是 简单 列举 了 传统 形式 逻辑 的 不 足 。 一 方面 它 不 能 包 

括 一 些 明 显 正确 的 推理 形式 ， 另 一 方面 ， 由 于 它 使 用 自然 语言 ， 
产生 歧义 和 含混 ， 因 而 不 能 对 一 些 正确 的 推理 进行 充分 的 研究 ， 
并 混淆 一 些 不 同 的 命题 与 推理 。 要 使 逻辑 得 到 进一步 的 充分 发 
展 ， 就 必须 突破 传统 形式 逻辑 的 框框 ， 使 用 特定 的 不 会 引起 歧义 
和 含混 的 形式 语言 。 对 构成 复合 命题 的 联结 词 作 科学 的 抽象 ， 从 
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而 对 复合 命题 的 逻辑 规律 作 深入 爹 面 的 研究 ; 对 量 词 作 深入 研 
究 ， 从 而 掌握 关于 包含 量词 的 命题 的 逻辑 规律 。 

正 由 于 传统 形式 逻辑 暴露 了 许多 不 足 ， 现 代 逻辑 就 应 运 而 
生 。 它 不 仅 能 够 填补 传统 形式 逻辑 的 不 足 ， 而 且 使 整个 逻辑 研究 
跃 人 了 一 个 革新 的 理论 阶段 。 比 如 ， 现 代 逻 辑 从 总 体 上 建立 了 推 
理 形式 的 理论 体系 一 一 命题 演算 和 谓词 演算 。 命 题 演 算 包括 了 与 
逻辑 联结 词 (“ 非 ”、“ 且 ”、“ 或 ”、“ 和 如果 、 则 ”、“ 等 
值 ” 等 ) 有 关 的 逻辑 规律 ， 其 中 包括 假 言 推理 、 选 言 推理 、 联 言 
推理 和 二 难 推理 等 。 谓 词 逻 辑 包 括 了 与 量词 (“所 有 ”、“ 有 
的 ” ) 以 及 和 关系 命题 等 等 有 关 的 逻辑 规律 。 亚 里 士 多 德 的 三 自 
论 便 成 了 其 中 一 个 极 小 的 部 分 。 现 代 逻 辑 在 建 立 了 两 个 演算 之 
后 ， 又 展开 了 元 逻辑 的 研究 ， 就 是 把 逻辑 系统 本 身 作为 逻辑 学 研 
究 的 对 象 ， 证 明 逻 辑 系统 本 身 或 与 其 有 关 的 各 种 性 质 的 定理 。 例 
如 演绎 定理 ， 它 是 说 ， 如 果 从 A 推出 B， 并 且 在 推演 过 程 中 A 里 
的 自由 变 项 保持 不 变 ， 那 么 就 可 以 推出 : A 实 质 蕴涵 B (如 果 A 
则 B ) 。 演 经 定理 的 用 处 极 大 ， 在 日 常 推理 和 科 学 推理 中 都 要 用 
到 。 我 们 大 量 应 用 假设 推理 ， 即 假设 前 提 A 真 ， 经 过 一 系列 推 
论 ， 推 出 一 个 结果 B， 则 可 得 “如 果 A 则 B?” 的 命题 。 这 种 推理 的 
根据 就 是 演绎 定理 。 

总 之 ， 现代 逻 辑 在 命题 的 种 类 、 推 理 的 结构 、 推 理 的 体系 和 
元 逻辑 等 方面 都 丰富 和 发 展 了 传统 形式 逻辑 。 现 代 人 逻辑 远 比 传统 
形式 逻辑 更 精确 、 丰 富 、 完 备 和 深刻 。 


= ERER, ZEBE 

形式 逻辑 ( 即 前 述 “ 传 统 形式 逻辑 ”) 是 一 门 以 思维 形式 及 其 
规律 为 主要 研究 对 象 ， 同 时 也 涉及 一 些 莘 单 的 逻辑 方法 的 科学 。 
数理 逻辑 是 用 数学 方法 和 符号 工具 来 研究 形式 逻辑 和 数学 问题 的 
科学 。 辩 证 逻辑 就 是 研究 入 们 认识 真理 的 过 程 中 思维 运动 发 展 的 : 
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形式 及 其 规律 的 学 说 ， 即 关于 矢 证 思维 的 形式 及 其 规律 的 学 说 。 

从 总 体 上 看 ， 形 式 逻辑 和 数理 逻辑 带 有 更 多 的 统一 性 。 德 国 
逻辑 学 家 肖 尔 兹 认为 数理 逻辑 是 “形式 逻辑 的 现代 类 型 ”， 美 国 
数学 家 哥 德 尔 认 为 “数理 逻辑 不 外 是 形式 逻辑 的 精确 的 和 完全 的 
表述 ”。 然 而 ， 形 式 逻 辑 和 数理 逻辑 之 间 也 有 明显 的 不 同 点 ， 大 
致 说 来 有 ， 

(一 ) 研究 对 象 不 完全 相同 。 形 式 逻辑 的 有 些 研究 对 象 ， 如 
归纳 、 类 上 比 和 假说 等 ， 就 是 数理 逻辑 所 尚未 充分 研究 的 。 同 时 ， 
数理 逻辑 的 有 些 研 究 对 象 ， 如 一 个 公理 系统 的 完全 性 与 无 矛盾 
性 ， 就 是 形式 逻辑 所 不 研究 的 。 即 使 有 些 对 综 是 形式 逻辑 和 数理 
逻辑 都 研究 的 ， 它 们 研究 的 侧重 点 也 还 是 有 所 不 同 。 

(二 ) 研究 方法 不 同 。 形 式 逻 辑 用 日 常 语言 来 表现 思维 形式 
及 思维 形式 之 间 的 关系 。 例 如 ， 用 “所 有 S 都 是 P” 与 “如 果 p 则 
q2” 来 分 别 地 表现 全 称 肯 定 命 题 和 假 言 命 古 。 这 里 的 “所 有 … 都 
是 …” 与 “如 果 … 则 …?” 就 是 日 常 语 言 。 为 了 避免 日 常 语言 的 歧 
义 和 其 他 不 确定 的 因素 ， 数 理 逻 辑 应 用 了 形式 语言 ( 或 说 人 工 语 
言 、 符 号 语言 ) 来 构造 逻辑 系统 。 例 如 ， 数 理 逻 辑 应 用 公式 (x) 
(Fx 一 >Gx ) 和 (p 一 >q ) 来 分 别 表现 全 称 肯定 命题 和 假 言 命 
题 。 符 号 x，p，q，F，G， 一 > 等 ， 其 意义 在 形式 语言 中 都 是 明 
确 规定 的 。 此 外 ， 形 式 逻 辑 所 用 的 方法 都 是 比较 直观 的 ， 而 数理 
逻辑 则 大 量 地 应 用 形式 化 的 数学 方法 。 

(三 ) 在 思维 形式 研究 的 若干 方面 ， 数 理 逻 辑 比 形式 逻辑 更 
有 成 效 。 比 如 对 演绎 推理 问题 ， 可 以 说 形式 逻辑 是 采取 殊 立 路 引 
式 的 研究 方法 ， 而 数理 逻辑 则 采取 系统 连贯 的 研究 方法 ， 后 者 更 
带 有 深刻 的 意义 。 因 此 形式 逻辑 应 当 根 据 本 身 的 特点 ， 适 当地 吸 
收 数 理 逻 辑 的 某 些 研究 成 果 ， 以 充实 自身 的 体系 。 

如 果 说 形式 逻辑 和 数理 逻辑 带 有 更 多 的 统一 性 ， 那 么 它们 有 眼 
天 证 逻辑 就 带 有 更 多 的 差异 性 了 。 仅 以 形式 逻辑 来 说 ， 它 与 辩证 
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逻辑 的 不 同 点 大 致 有 : 

( 一 ) 形式 逻辑 只 从 思维 形式 方面 研究 思想 本 身 的 准确 性 、 
明确 性 、 无 矛盾 性 和 一 贯 性 。 它 并 不 研究 思维 形式 如 何 正确 反映 
客观 现实 的 运动 、 变 化 和 发 展 问题 。 而 辩证 逻辑 却 要 研究 这 些 问 
题 ， 它 要 研究 思维 形式 如 何 正确 反映 客观 事物 的 运动 变化 ， 如 何 
反映 事物 的 内 部 矛盾 、 有 机 联系 和 转化 等 问题 。 

( 二 ) 形式 逻辑 只 从 真 假 值 的 角度 ， 研 究 各 种 思维 形式 之 间 
的 真 假 关系 ， 就 是 说 ， 形 式 逻辑 只 研究 当 具 有 某 一 个 思维 形式 的 
思想 是 真 的 时 候 ， 具 有 另 一 个 思维 形式 的 思想 是 真 的 或 是 假 的 。 
形式 逻辑 不 研究 各 种 思维 形式 在 认识 发 展 过 程 中 的 联系 和 转化 问 
题 。 而 辩证 逻辑 却 机 研究 这 些 问 题 ， 要 研究 人 们 的 判断 如 何 从 个 
别 上 升 到 特殊 ， 再 上 升 到 一 般 。 

(三 ) 在 形式 逻辑 中 ， 各 种 思维 形式 之 间 的 关系 只 是 真 假 值 
的 关系 ， 而 不 表现 认识 发 展 的 顺序 和 认识 深化 的 程度 。 在 这 个 意 
义 上 ， 形 式 逻辑 中 的 各 种 思维 形式 可 以 说 是 平 列 的 。 相 反 地 ， 辩 
证 逻辑 考虑 到 各 种 思维 形式 在 认识 发 展 过 程 中 的 联系 和 转化 ， 从 - 
而 把 各 种 思维 形式 互相 隶属 起 来 ， 组 成 一 个 由 低级 到 高 级 的 有 机 . 
体系 。 

总 之 ， 形 式 逻 辑 和 数理 逻辑 都 属于 工具 性 的 思维 科学 ， 其 内 
容 带 有 更 多 的 形式 科学 特点 ， 而 辩证 逻辑 却 属于 认识 论 的 理论 科 
学 ， 其 内 容 带 有 更 多 的 哲学 科学 特点 。 


三 ”数理 逻辑 和 数学 逻辑 

前 面 说 过 ， 从 莱 布 尼 茨 之 后 ， 现 代 逻 辑 出 现 了 沿 着 数学 方向 
前 进 的 倾向 。 但 是 在 这 种 共同 倾向 当中 还 有 两 种 情况 : 一 种 是 
“应 用 数学 方法 ”的 逻辑 研究 ， 入 们 从 广义 上 把 它 称 为 “数理 逻 
EP 或 “符号 逻辑 ”， 另 一 种 是 “关于 数学 本 身 ” 的 逻辑 研究 ， 
人 们 又 从 狭义 上 把 它 称 为 “ 效 学 软 辑 ”。 这 两 种 情况 在 实际 发 展 
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中 又 有 很 不 容易 划分 的 联系 ， 它 们 密切 交织 在 一 起 ， 因 此 人 们 都 
统称 它们 为 “现代 逻辑 ”或 “数理 逻辑 ”。 但 是 ， 认 真 区 分 这 两 
种 情况 还 是 很 有 意义 的 。 

先 谈 “ 应 用 数学 方法 ”的 思 辑 研究 。 效 法 数学 可 有 两 种 方 
A: 一 是 逻辑 学 只 采用 效 学 的 方法 ， 而 制定 迎 辑 学 所 特有 的 仿照 
数学 样式 的 符号 来 志 现 概念 或 思维 的 演算 ， 并 建立 不 依赖 于 数学 
的 系统 ， 二 是 逻辑 学 直接 地 借用 数学 的 符号 ， 并 在 建立 逻辑 系统 
时 ， 对 于 那些 数学 演算 ( 如 相 加 、 相 柔 等 ) 作 相 应 的 修改 ， 或 给 
了 予 新 的 解释 。 前 者 可 称 为 严格 意义 的 符号 逻辑 ， 似 应 成 为 现代 届 
辑 发 展品 主要 方向 ， 而 后 者 ， 如 布尔 代数 ， 在 某 种 意义 上 帮 是 普 
通 代 效 在 怪 辑 领域 的 应 用 。 但 两 者 的 共同 特点 都 是 把 数学 作为 逻 
辑 的 工具 ， 立 足 于 逻辑 而 又 借助 数学 方法 解决 演绎 推理 的 逻辑 问 
题 。 在 “应 用 数学 方法 ”当中 ， 也 仍 有 或 者 是 模仿 以 及 借用 儿 何 
学 符号 ， 或 者 是 模仿 以 及 借用 代数 ( 算术 ) 符号 的 区 别 。 而 在 这 
两 者 之 中 ， 借 用 几何 学 符号 似 更 为 古老 。 这 种 方法 后 来 被 普遍 地 
部 分 用 于 表述 概念 的 外 延 ， 部 分 用 于 表述 推理 形式 中 概念 间 的 关 
系 ， 如 欧 拉 图 解 和 文思 图 解 就 是 实例 。 

我 们 知道 ， 最 早 是 莱 布 尼 茨 提出 用 数学 方法 研究 思维 的 设 
想 ， 后 来 是 布尔 等 人 用 代数 方法 处 理 逻 辑 问题 ， 建 pr 了 逻辑 代 
数 。 但 逻辑 代数 所 能 处 理 的 逻辑 问题 与 亚 里 士 多 德 逻辑 还 没有 本 
质 上 的 不 同 。1879 年 ， 弗 雷 格 建立 狭义 谓词 演算 ， 完 成 了 建立 命 
题 演算 和 犹 谓词 演算 这 样 两 个 逻辑 演算 的 工作 ， 这 在 逻辑 发 展 史 
上 实现 了 一 次 质 的 飞跃 。 不 仅 在 科学 内 容 上 比 起 传统 的 亚 里 士 多 
德 逻辑 大 大 地 发 展 和 丰富 了 ， 而 且 在 科学 性 上 也 把 逻辑 学 提高 到 
一 个 新 的 高 底 ， 建 立 起 逻辑 学 的 完整 科学 体系 。20 世 纪 20 年 代 
逻辑 学 家 证 明了 两 个 逻辑 演算 的 一 致 性 ， 表 明 应 用 这 些 逻 辑 规 律 
进行 推理 是 可 靠 的 ， 不 会 产生 逻辑 矛盾 。1930 年 ， 著 名 数理 逻辑 
学 家 哥 德 尔 证 明了 狭 谓词 演算 的 完全 性， 表明 数理 逻辑 的 两 个 逻 
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邹 演 算 已 经 完全 地 反映 了 演绎 推理 的 规律 。 

再 说 “关于 数学 本 身 ” 的 逻辑 研究 。 

这 种 研究 是 立足 于 数学 ， 把 逻辑 当 作 数学 的 工具 ， 借 助 逻辑 
的 基本 概念 与 原理 ， 以 解决 数学 问题 〈 如 数学 基础 等 问题 ) 。 这 
在 某 种 意义 上 用 是 现代 逻辑 在 数学 领域 的 特殊 应 用 ， 并 且 日 益 发 
展 为 数学 的 分 支 。 数 学 的 一 个 特点 是 它 的 抽象 性 和 逻辑 上 的 严密 
性 ， 每 一 条 数学 定理 都 要 求 有 严格 的 逻辑 证 明 ， 对 数学 中 特有 的 
逻辑 问题 的 研究 ， 既 丰富 了 罗氏 学 的 内 容 ， 也 促进 了 数学 的 发 
展 。 在 这 一 方向 下 ， 数 学 逻辑 又 分 为 四 个 分 支 : 集合 论 、 递 归 
论 、 证 明 论 和 模型 论 。 

集合 论 的 产生 和 发 展 有 着 深刻 的 数学 背景 。 集 合 是 数学 的 最 
基本 的 概念 之 一 ， 从 逻辑 上 分 析 和 澄清 集合 概念 ， 对 数学 的 研究 
和 发 展 有 很 重要 的 意义 。 从 逻辑 角度 来 说 ， 集 合 论 是 外 延 逻辑 的 
数学 理论 。 这 个 领域 中 的 最 重要 的 成 果 是 可 德尔 ( 1938 ) 和 柯 因 
《 1963 ) 分 别 证 明 的 连续 统 假设 和 选择 公理 相对 于 普通 集合 论 公 
理 系统 的 一 致 性 和 独立 性 。 集 合 论 是 当前 数理 逻辑 研究 很 活跃 、 
发 展 很 迅速 的 一 个 领域 。 证 明 论 是 由 著名 数学 家 希 尔 伯 FF 提 出 
的 ， 其 目的 是 研究 并 证 明 各 种 数学 理论 的 一 致 性 ( 无 矛盾 性 ) 。 
就 逻辑 学 来 说 ， 它 是 研究 数学 证 明 的 理论 ， 研 究 数 学 证 明 的 规 
律 。 递 归 论 是 研究 可 计算 性 的 理论 。 递 归 论 制定 了 可 计算 性 的 精 
确 概 念 。1936 年 ， 英 国 数理 逻辑 学 家 图 灵 引 进 了 抽象 计算 机 的 概 
念 ， 给 “可 计算 函数 ”提供 一 个 精确 的 定义 ;一 个 函数 是 可 计算 
.的 ， 当 且 仅 当 它 在 一 台 ( 图 灵 定 义 的 ) 抽象 计算 机 上 其 可 计算 
的 。 模 型 论 是 分 析 形式 系统 中 的 真 的 概念 ， 研 究 形式 么 统 中 真 这 
个 概念 的 可 定义 性 ， 和 研究 形式 系统 与 数学 模型 之 间 的 关系 。 

本 书 作为 现代 逻辑 ， 主 要 是 侧重 于 “应 用 数学 方法 ”的 介 
绍 。 事 实 上， 现代 逻辑 “关于 数学 本 身 ” 的 逻辑 研究 应 该 主要 属 
于 数学 专业 工作 者 的 任务 ， 而 非 数学 专业 特别 是 文科 专业 ) 学 
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习 现 代 逐 每 则 主要 是 学 习 “ 应 用 数学 方法 ”的 逻辑 。 


第 五 节 ”学习 现 代 远 辑 的 意义 和 方法 


学 习 现代 逻辑 的 意义 很 多 ， 我 们 只 讲 如 下 三 点 : 

一 、 培 养 人 们 的 思维 能 力 ， 帮 助 获取 新 的 知识 。 现 代 逻 辑 高 
度 贡 象 和 严密 精确 的 形式 系统 ， 是 训练 、 培 养 人 们 的 抽象 思维 能 
力 和 提高 思维 水 平 的 一 个 重要 方法 。 比 如 命题 演算 和 谓词 演算 系 
统 ， 都 需要 我 们 一 层 一 层 地 分 析 、 理 解 和 把 握 ， 并 要 求 运用 自如 
以 解决 新 的 问题 ， 在 这 当中 实际 上 也 增长 着 我 们 的 逻辑 思维 能 
力 。 现 代 罗 辑 还 是 由 已 知 到 未 知 的 认识 方法 ， 它 有 助 于 我 们 获得 
新 的 知识 。 这 种 情况 对 于 妇 纳 推理 比较 明显 ， 但 是 一 般 地 说 ， 演 
绊 推理 的 结论 虽然 已 经 客观 地 包含 在 前 提 中 了 ， 而 通过 推理 还 是 
可 以 使 认识 由 已 知 达到 未 知 。 

爱 因 斯 坦 曾 经 出 过 一 道 题 ， 叫 “土耳其 商人 和 帽子 的 故事 ”。 
内 容 如 下 : 一 个 土耳其 商人 要 测试 他 那 两 个 助手 谁 聪明 ， 于 是 把 
他 们 带 进 一 间 黑 屋 子 。 他 说 :， “ 桌 上 有 五 顶 帽 子 ， 两 顶 是 红 的 ， 
三 顶 是 黑 的 。 我 们 每 人 摸 一 顶 戴 在 头 上 ， 琵 下 两 顶 我 藏 起 来 ， 然 
后 打开 灯 ， 请 你 们 猪 自己 戴 的 是 什么 颜色 帽子 。” 开 灯 后 ， 助 手 
们 都 看 到 高 人 戴 的 是 红帽子 。 过 了 一 会 儿 ， 其 中 一 个 助手 喊 道 ; 
“我 戴 的 是 黑 帽 子 ! ” 

他 是 怎样 猜 对 的 呢 ? 这 里 就 有 一 个 演绎 推理 问 题 。 用 p 表 示 
“商人 戴 红 帽 ”， 用 qd 表 示 “ 我 戴 红 帽 ”， 用 fr 表示“ 对 方 肯定 自 
DARE”, MRR “我 戴 黑 帽 ”， 再 用 V， 和 ， 王 ， 一 > 分 
别 表示 “或 ”、“ 与 ”、“ 非 ”、“ 则 推出 ”。 因 为 红帽子 只 有 
两 顶 ， 故 产生 以 下 一 系列 推理 过 程 : 

Op (商人 戴 红 幅 。 ) 

@pAq—r ( 如 果 商 人 和 我 都 戴 红 幅 ， 则 对 方 会 肯 定 自己 
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戴 黑 帽 。) . 

@—r——(pAqa) (如果 对 方 不 肯定 自己 戴 黑 帆 ， 则 不 
会 是 我 和 商人 都 戴 红 帽 。 ) 

Onr ( 对 方 迟 疑 不 定 。 ) 

@— (PAA) 〈 所 以 不 会 我 和 商人 都 戴 红 帽 。 ) 

@ 一 pV 一 qd (或 者 商人 未 戴 红 帽 , 要 不 然 就 是 我 未 戴 红 帽 。) 

@——p (不 是 商人 未 戴 红 幅 。 ) 

图 一 qd ( 夏 不 是 我 戴 红 帆 。 ) 

@ 一 q 一 >s ( 如 果 我 没 戴 红 帽 ， 则 我 戴 黑 帽 。 ) 

@s ( 我 戴 黑 帽 。 ) 

对 上 面 这 些 符号 和 运算 式 现在 不 懂 不 要 紧 ， 后 面 我 们 还 要 详 
细 解 说 。 

但 从 这 个 生动 的 例子 能 看 出 入 们 经 过 演绎 推理 ， 是 能 够 从 已 
知 达 到 未 知 的 。 在 数学 这 样 的 学 科 中 ， 特 别 广 泛 地 运用 着 演绎 推 
理 。 其 他 各 种 科学 ， 包 括 哲 学 社会 科学 ， 也 都 必须 运用 推理 来 从 
已 知 推出 未 知 。 

二 、 为 学 习 和 掌握 现代 科学 打下 逻辑 思维 的 基础 。 现 代 逻 辑 
要 研究 语言 形式 ， 就 必须 把 自然 语言 符号 化 ， 从 而 为 建立 计算 机 
用 的 语言 提供 了 基础 。 人 工 符号 语言 系统 可 以 用 来 表达 计算 机 中 
的 符号 系统 。 计 算 机 需要 精确 的 语言 模型 ， 即 把 自然 语言 改造 成 
为 现代 科学 的 演绎 系统 。 现 代 逻 辑 的 逻辑 演算 中 的 公式 就 是 自然 
语言 的 模型 ， 这 些 公 式 是 按照 一 定 的 形成 规则 构成 的 ， 形 成 规则 
就 是 自然 语言 的 语法 模型 。 在 逻辑 演算 中 ， 由 一 些 已 知 公式 ， 按 
照 推理 规则 ( 变形 规则 ) 进行 推演 而 得 到 另 一 些 公式 .推理 规则 
就 是 在 自然 语言 基础 上 进行 逻辑 思维 的 逻辑 规律 的 模型 。 可 见 ， 
现代 逻辑 所 研究 的 逻辑 演算 是 自然 语言 的 模型 ， 它 是 我 们 学 习 和 
掌握 现代 科学 的 逻辑 基础 。 

三 、 使 人 们 更 清楚 地 认识 到 ， 遵守 远 辑 规律 的 要 求 是 正确 地 
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进行 思维 的 必要 条 件 。 现 代 逻 辑 是 一 种 规范 性 的 科学 ， 它 不 能 强 
人 迫 人 们 未 远 符合 它 的 规律 的 要 求 进行 思维 ， 但 是 违反 了 它 的 规律 
的 要 求 的 思维 ， 总 是 不 正确 的 。 一 切 科 学 的 认识 或 结论 都 必须 表 
现 为 命题 ， 而 = 切 科 学 认识 的 产生 和 发 展 又 都 离 不 开 推理 ， 每 一 
条 科学 原理 的 确定 都 离 不 开 证 明 。 现 代 逻 辑 从 思维 形式 方面 帮助 
人 人们 进行 正确 的 思维 。 掌 握 现代 逻辑 的 基础 知识 ， 自 觉 地 遵守 和 
运用 逻辑 知识 ， 就 能 使 我 们 的 思想 更 加 严密 、 更 加 确切 地 反映 客 
观 实际 ， 能 使 我 们 更 准确 地 表达 思想 ， 有 益 于 开展 积极 的 思想 交 
流 。 和 掌握 现代 逻辑 基础 知识 对 于 学 习 各 种 科学 理论 和 哲学 理论 也 
都 是 很 有 帮助 的 。 

怎样 学 好 现代 逻辑 呢 ? 学 好 现代 过 辑 应 该 努力 做 到 ， 

一 、 从 基本 概念 、 基 本 原理 和 基本 运算 开始 ， 循 序 渐进 地 学 
习 和 掌握 整体 理论 。 比 如 ， 不 理解 “ 变 项 ”、“ 联 结 词 ”、“ 真 
值 ”、“ 公 式 ” 等 概念 ， 就 很 难 学 好 命题 演算 ; 不 学 好 命题 演算 就 很 
难 学 好 谓词 演算 ， 不 学 好 两 个 演算 ， 就 很 难 应付 概 率 推理 和 模 态 
推理 的 学 习 。 因 此 在 学 习 现代 逻辑 的 时 候 必 须 有 “一 步 一 个 脚印 ” 
的 扎实 作法 ， 决 不 可 以 这 里 有 瞧 瞧 ， 那 里 翻 翻 ， 跳 跃 式 地 学 习 。 

二 、 加 强 练习 。 现 代 罗 辑 是 一 门 工具 性 科学 ， 它 需要 人 们 的 
熟练 性 和 技巧 性 。 比 如 真 值 表 的 画 法、 公理 推理 方法 、 自 然 推理 
方法 、 哥 德尔 定理 的 证 明 方法 等 ， 都 要 在 不 断 分 析 和 不 断 练习 中 
理解 和 把 握 。 : 

=. BGE Bn. BCE lh ERS Fe, 
人 们 在 学 习 当 中 应 该 抓 住 一 些 典型 问题 ， 分 析 它 在 实际 运用 中 的 
情况 。 人 们 不 可 能 把 每 条 定理 、 每 条 原则 都 和 具体 实际 联结 起 
来 ， 但 是 总 可 以 找到 一 些 典型 问题 进行 联系 ， 目 的 是 加 深 理解 现 
代 人 逻辑 的 意义 ， 找 到 实际 应 用 的 方向 。 

本 书 在 写作 中 尽量 将 现代 逻辑 的 若干 基础 理论 写 得 简要 而 全 
面 一 些 ， 并 向 人 们 初步 提供 在 学 习 中 需要 了 解 的 若干 常识 内 容 。; 
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第 二 章 命题 逻辑 


命题 逻辑 是 现代 逻辑 的 基本 组 成 部 分 ， 也 称 “ 联 结 词 逻 
辑 ?。 它 是 研究 以 简单 命题 为 最 基本 单位 ， 由 真 值 联 结 Dj C 如 
«或 者 ”、 “并且 ”、“ 和 如果， 则 ”等 ) 所 构成 的 复合 命题 的 逻 
辑 特 征 及 其 规律 的 逻辑 理论 。 命 题 逻辑 的 显著 特点 表现 为 它 在 考 
察 和 研究 逻辑 结构 的 形式 时 ， 是 把 一 命题 只 分 析 到 其 中 所 含 的 命 
题 成 分 ， 即 简单 命题 为 止 ， 不 再 把 简单 命题 中 的 非 命题 成 分 E. 
词 、 谓 词 、 量 词 ) 分 析出 来 。 例 如 ， 对 一 个 正确 的 假 言 推理 

如 果 所 有 动 均 血液 都 是 红色 的 ， 那 么 世界 上 就 不 会 有 其 他 颜色 的 动物 血 

液 ， 然 而 世界 上 确 有 其 他 颜色 〈 如 绿色 的 ) 动物 血液 ， 所 以 并 非 所 有 动物 血 

液 都 是 红色 的 。 

我 们 用 p，q 代 表 任何 简单 命题 ， 那 么 上 述 推理 过 程 就 表 示 
为 如 下 的 一 般 形式 : 

如 果 p， 那 么 q 
非 q 
所 以 , 非 

在 这 里 “如 果 p， 那 么 q” 就 是 一 个 复合 命题 ,对 简单 命题 p 和 d 中 
的 非 命题 成 分 ( 如 p 名 的 主 词 “动物 血液 >、 谓词 “是 红色 的 ” 、 
量词 “所有”， 都 是 非 命 题 成 分 ) 不 需要 做 进一步 分 析 ， 就 可 以 
表明 推理 的 正确 性 。 这 是 因为 , 它 的 正确 性 就 在 于 前 提 和 结论 所 反 
映 的 是 事物 的 必然 联系 ,而 与 其 命题 p 和 q 形 式 的 内 部 结构 无 关 。 
通过 这 种 分 析 所 得 到 的 关于 复合 命题 的 轩 辑 形式 、 规 律 以 及 在 公 - 
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理化 基础 上 所 形成 的 命题 演算 ， 就 成 为 命题 逃 辑 研究 的 主 要 内 


容 。 


第 一 节 命题 届 辑 的 基础 理论 


一 ”命题 形式 

(一 ) 命题 。 先 说 什么 是 命题 。 命 题 是 反映 事物 情况 的 思维 
形态 。 人 们 利用 命题 去 反映 事物 有 没有 某 属性 ， 它 是 处 在 什么 情 
况 之 中 ， 不 同事 物 情况 之 间 又 有 什么 联系 等 等 。 命 题 反映 的 事物 
情况 可 以 相当 简单 ， 也 可 以 很 复杂 。 比 如 命题 “2 是 偶数 ”， 是 
对 2 有 某 种 性 质 这 样 的 事物 情况 的 反映 ; 命题 “保定 在 北京 与 石 
家 庄 之 闻 ”， 是 对 保定 处 在 什么 位 置 关系 这 样 的 事物 情 况 的 反 
映 ; 命题 “哪里 有 压迫 ， 哪 里 就 有 反抗 ”， 是 对 有 压迫 及 有 反抗 
之 间 有 某 种 联系 这 样 的 事物 情况 的 反映 。 命 题 这 种 思维 形态 还 有 
真 和 假 的 区 别 。 符 合 事实 情况 的 命题 就 是 真 命题 ， 不 符合 事实 情 
况 的 命题 就 是 假 命题 。 假 命题 也 是 一 种 命题 ， 比 如 “2 是 ig” 
就 是 一 个 命题 。 

命题 和 判断 既 有 联系 又 有 区 别 。 有 些 逻辑 学 著作 把 判断 看 作 
是 一 种 思维 状态 ， 而 命题 是 其 语言 形式 。 本 书 则 采取 如 下 的 区 别 : 
判断 是 对 事物 情况 有 所 断定 的 思维 形态 ， 是 被 断定 者 所 断定 了 的 
命题 ;而 一 个 命题 能 不 能 成 为 判断 ,是 依 有 具体 的 人 是 否 有 所 断定 而 
转移 的 。 比 如 科学 发 展 到 今天 ， 还 不 能 最 后 确证 火星 上 是 否 有 生 
命 。 因 此 ， 一 般 来 说 我 们 不 断定 “火星 上 有 生命 ， 也 不 断定 
“火星 上 没有 生命 ”。“ 火 星 上 有 生命 ” 也 好 ，“ 火 星 上 没有 生 
命 ” 也 好 ， 这 些 思想 都 还 不 是 我 们 的 判断 ， 它 们 仅仅 是 命题 。 命 
题 比 判 断 更 宽泛 。 由 语句 表达 而 未 被 断定 的 思想 ， 都 是 命题 ， 由 
语句 表达 而 已 被 断定 的 思想 ， 则 是 判断 。 所 有 判断 也 都 可 称 作 命 
- 题 ， 但 所 有 命题 却 不 宜 都 称 作 判 断 。 
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命题 的 表达 要 借助 于 语句 ， 但 并 非 任何 语句 都 直接 表 达 er 
题 。 先 看 下 面 的 例句 ， 
(1 ) 地 球 是 太阳 系 中 的 一 村 行星 。 
(2) 地 球 是 方 的 吗 ? 
(3 ) 我 们 要 研究 地 球 。 
(4 ) 地 球 多 么 大 呀 ! 
在 这 四 个 例句 中 ，(1 ) 是 陈述 句 。 它 表达 了 一 个 思想 ， 即 反 
映 了 地 球 是 太阳 系 中 的 一 颗 行 星 这 样 的 事物 情况 。 从 语法 方面 来 
看 ， 陈 述 句 总 是 要 陈述 事物 的 情况 ， 所 以 它 直接 表达 命题 。(2 ) 
是 疑问 句 。 它 是 对 地 球 的 情况 提出 了 疑问 ， 并 没有 直接 反映 地 球 
的 局 况 怎样 ， 因 此 它 不 直接 表达 命题 ， 而 只 是 提出 了 一 种 疑问 。 
(但 是 在 其 些 场合 下 ， 事 物 情 况 是 很 复杂 的 ， 当 听 者 或 读者 一 定 
能 够 得 出 正确 答案 时 ， 我 们 往往 可 以 用 反问 的 方式 来 表达 一 个 命 
B. D]: “难道 地 玻 是 方 的 吗 ? ”实际 上 是 讲 “ 地 球 不 是 方 
的 ”， 这 是 一 个 否定 性 命题 。 ) (3 ) 是 一 个 祈 使 句 。 它 表示 一 种 
要 玉 、 愿 望 ， 并 不 直接 反映 地 球 怎么 样 ， 很 难 表达 一 个 命题 。 它 
的 基本 作用 是 要 求 或 禁止 对 方 某 种 行动 。(4 ) 是 感叹 句 。 它 是 一 
种 赞叹 而 不 是 和 直接 反映 事物 ， 也 很 难 表达 一 个 命题 。 它 的 基本 作 
用 号 表示 说 话 者 的 感情 。 因 此 ， 我 们 所 说 的 命题 一 般 都 指 的 是 陈 : 
述 句 。 
命题 可 分 为 两 类 : 简单 命题 和 复合 命题 。 简 单 命题 就 是 不 再 
包含 任何 其 他 命题 作为 其 组 成 部 分 的 命题 。 例 如 “和 鲁迅 是 位 文学 
家 ”是 简单 命题 。 复 合 命题 则 是 包含 有 其 他 命题 作为 其 组 成 部 分 
的 命题 。 例 如 “鲁迅 写 过 《祝福 ， 并 且 和 鲁迅 写 过 <“ 阿 Q 正 传 >”、 
“并 非 鲁 迅 写 过 “骆驼 洋子 > ”等 都 是 复合 命题 。 复 合 窗 题 的 纪 
成 部 分 亦 称 复合 命题 的 支 命 题 。 
任何 一 个 命题 总 是 非 真 即 假 的 。 命 题 的 真 或 假 统称 为 命题 的 
真 值 。 一 个 真 命题 的 真 值 为 真 ， 一 个 假 命题 的 真 值 为 假 。 无 论 简 
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全 命题 ， 其 真 假 情况 都 由 它们 是 否 如 实地 反映 了 客观 
包 是 ， 除 此 之 外 ， 有 的 复合 命题 的 真 值 还 具有 一 种 
| $， 即 它们 的 真 值 都 由 其 支 命题 的 真 值 所 决定 。 这 样 的 
复合 命题， 由 于 其 真 值 是 其 支 命题 真 值 的 一 个 函数 ， 因 而 也 称 
之 为 真 值 函 项 复合 命题 。 当 然 ， 也 有 的 复合 命题 ， 其 真 秆 并 不 取 
决 于 它 的 支 命题 的 真 值 ， 比 如 “和 哲学 家 认为 宇宙 是 无 限 的 ”这 个 
命题 ， 无 论 其 支 命题 “ 字 宙 是 无 限 ” 是 真是 假 ， 其 原 命题 总 是 
的 。 这 样 的 命 琶 也 称 为 非 真 值 函 项 复合 命题 。 现 代 膛 辑 一 般 将 非 
真 值 函 项 复合 命题 划 入 “简单 命题 ”， 而 现代 逻辑 所 研究 的 复合 
命题 主要 是 真 值 函 项 复合 命题 。 

(二 ) 命题 形式 ”用 自然 语言 陈述 的 各 种 具体 命题 ， 它 们 的 
内 容 丰 富 多 样 ， 数 目 多 得 无 法 统计 。 所 有 真 命题 的 总 和 即 人 类 知 
识 的 总 和 。 逻 辑 学 研究 命题 ， 主 要 是 研究 命题 的 形式 结构 和 它们 
之 间 的 逻辑 关系 ( 如 真 假 方面 的 联系 ) ， 而 不 考虑 命题 所 表达 的 
感情 和 具体 事实 等 方面 的 意义 内 容 。 因 此 ， 特 别 是 现代 逻辑 ， 将 
用 一 系列 舍弃 了 具 体 意义 和 内 容 的 符号 来 代表 命题 。 在 进行 推 
理 演算 之 始 , 用 这 些 符号 表示 任 一 具体 命题 。 演 算出 结果 之 后 , 又 
将 符号 译 成 它 代表 的 那个 具体 命题 。 就 是 说 ， 它 们 代表 的 具体 命 
题 是 不 确定 的 ， 因 而 在 演算 式 中 称 之 为 “ 变 项 ”。 人 们 习惯 上 用 . 
英文 小 写字 母 

P» q; r, S, Pi Qis Ti, Si (i =1, =n) 

作为 命题 变 项 ， 它 们 可 表示 任意 命题 。 

命题 演算 式 中 除了 变 项 之 外 还 有 所 谓 “ 常 项 ”， 就 是 指 少数 
ARESLI R mR, WA, HH”, “或 者 ”等 就 
属 常 项 。 它 反映 事物 之 间或 概念 之 间 某 种 抽象 的 关系 。 它 是 逻辑 
学 所 要 专门 研究 的 概念 ， 因 此 有 时 被 称 为 逻辑 概念 ， 或 W 辑 常 
项 。 

真 和 假 是 命题 最 重要 的 一 种 性 质 。 命 题 罗 辑 一 般 只 考虑 命题 
% ¿Š = 


的 真 假 含义 ， 不 考虑 命题 的 其 他 意义 内 容 C 如 心理 的 ， 情 感 的 内 
容 等 等 ) ， 因 而 又 叫做 “二 值 逻 辑 ”。 

对 于 复合 命题 而 言 ， 光 是 将 包含 其 中 的 简单 命题 表示 成 命题 
变 项 ， 还 不 能 使 命题 完全 符号 化 和 形式 化 。 为 了 使 命题 完全 符号 
化 ， 以 便 能 更 加 形式 化 地 研究 命题 的 逻辑 特性 ， 还 需要 把 命题 党 
项 即 联结 词 符号 化 。 

(三 ) 合 题 种 类 ”我 们 在 这 里 简单 介绍 一 下 传统 形式 逻辑 对 
命题 的 一 般 分 类 。 人 们 首先 把 命题 分 为 非 模 态 命题 与 模 态 命题 两 
大 类 ， 然 后 再 作 进一步 的 具体 划分 。 

非 模 态 命题 ， 即 凡 不 属于 模 态 命题 C 断定 事物 情况 的 必然 性 
或 可 能 性 的 命题 ) 的 其 他 所 有 一 切 命题 。 它 包括 : 

1. 简单 命题 ， 即 不 包含 其 他 命题 的 命题 。 又 分 ， 

《1 ) 性 质 命题 ， 即 断定 某 事物 具有 ( 或 不 具有 ) 某 性 质 的 命 
题 。 在 性 质 命题 中 ， 表 示 某 事物 的 那个 概念 叫 作 主 项 ， 表 示 某 性 
质 的 那个 概念 叫 作 谓 项 。 例 如 ， “中 国 是 社会 主义 国家 。? 

@ 单 称 肯定 命题 ， 即 断定 某 一 个 个 别 事物 具有 某 性 质 的 命 
题 。 例 如 ，“ 李 白 是 我 国 唐 代 诗 人 。” 单 称 肯定 命题 的 一 般 形式 
是 ，“ 这 个 S 是 P。” 

@ 单 称 否定 命题 ， 即 断定 某 一 个 个 别 事物 不 具有 某 性 质 的 命 
题 。 例 如 ，“ 李 和 白 不 是 我 国 汉代 词 人 。? 单 称 否 定 命题 的 一 般 形 
式 是 : “这 个 S 不 是 P。? 

图 特 称 肯定 命题 ， 即 断 定 在 某 类 事物 中 有 事物 具有 某 个 性 
Mo Hi: “有 的 金属 是 液体 。” 特 称 肯定 命题 的 一 般 形式 是 : 
“有 的 S 是 P。” 

@ 特 称 否定 命题 ， 即 断定 在 某 类 事物 中 有 事物 不 具有 某 个 性 
质 。 例 如 : “有 的 金属 不 是 固体 。” 特 称 否 定 命题 的 一 般 形式 
Æ: “有 的 S 不 是 P。? 

@@ 全 称 肯 定 命题 ， 即 断定 一 类 事物 的 全 部 都 具有 某 性 质 的 命 
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题 。 例 如 ，“ 所 有 金属 都 是 导体 。” 全 称 肯 定 命题 的 一 般 形 式 
Æ: “所 有 S 都 是 P。” 

@ 全 称 否定 命题 ， 即 断定 一 类 于 均 的 全 部 都 不 具有 某 性 质 的 
命题 。 例 如 ; “所 有 瓷器 都 不 是 导体 。?” 全 称 否定 命题 的 一 般 形 
AE: “所 有 S 都 不 是 P。? 

《2 ) 关系 命题 ， 即 断定 事物 与 事物 之 间 的 关系 的 命题 。 在 关 
系 命题 中 有 三 个 不 同 的 成 分 : 一 是 主 项 ， 即 两 个 或 两 个 以 上 相关 
的 事物 ， 二 是 量 项 ， 即 限定 主 项 范围 的 量度 三 是 谓 项 ， 即 表示 
主 项 之 间 的 关系 。 例 如 : “ 凡 二 倍 奇 数 都 等 于 偶数 。? 

四 二 项 关系 命题 ， 即 指 两 个 事物 之 间 关 系 的 命 题 。 例 n: 
“河南 省 在 黄河 之 南 。” 二 项 关系 命题 的 一 般 形 式 是 ，aRb， 或 
R(a, b). 

加 三 项 关系 命题 ， 即 指 三 个 事物 之 间 关 系 的 命 题 。 例 30: 
“尼泊尔 在 中 国 和 印度 之 间 。?” 三 项 关系 命题 的 一 般 形 式 是 ， 
Ria bç cy. 

国 多 项 关系 命题 ， 即 指 三 个 以 上 事物 之 间 关 系 的 命 题 。 例 
如 : ax? +bx+c=0。 多 项 关系 命题 的 一 般 形 式 是 : R (a, b, 
c, =, N), 

2. 复合 命 题 ， 即 这 种 命题 包含 了 其 他 的 命题 ， 并 B. 它 的 真 
假 决 定 于 它 所 包含 的 其 他 命题 的 真 假 。 

《1 ) 联 言 命题 ， 即 断定 几 种 事物 情况 都 存在 的 命题 。 例 如 : 
“他 既 聪 明 ， 又 很 用 功 。” 联 言 命题 的 一 般 形 式 是 :p 并 且 q。 

(2 ) 选 言 命题 ， 即 断定 在 几 个 事物 情况 之 中 至 少 有 一 个 事物 
情况 存在 的 命题 。 例 如 : “这 件 事 或 者 你 说 错 了 ， 或 者 我 听 错 
Ts » 

OCHRE ñr Bj, ME EEH hy JLE RERI RER T A EE 
在 的 命题 。 例 如 : “他 或 者 是 个 工人 ， 或 者 是 个 学 员 。” 相 容 选 . 
言 命题 的 一 般 形式 是 ， PREI 
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图 不 相 容 选 言 命题 ， 即 断定 事物 情况 有 几 种 可 能 性 ， 而 这 些 
可 能 不 能 同时 实现 ， 只 能 有 一 种 情况 可 以 实现 。 例 如 ，“ 要 么 改 
革 开 放 ， 要 么 固步自封 。” 不 相 容 选 言 命题 的 一 般 形式 是 ， 要 么 
p， 要 么 4。 > 

G ) 假 言 命题 ， 即 断定 某 一 事物 情况 存在 是 另 一 事物 情况 存 
在 的 条 件 的 命题 。 例 如 :， “如果 学 习 认真 努力 ， 那 就 会 取得 成 
Hi x 

@ 充 分 条 件 假 言 命题 ， 即 断定 某 一 事物 情况 是 另 一 事物 情况 
的 充分 条 件 的 命题 。 充 分 条 件 是 这 样 一 种 条 件 ， 有 了 它 一 定 有 某 
一 结果 ， 没 有 它 不 一 定 没有 这 个 结果 。 例 如 ，“ 如 果 某 数 能 被 6 除 
尽 ， 那 么 它 就 能 被 2 除 尽 。” 充 分 条 件 假 言 命题 的 一 般 形 式 是 ; 
如 果 p 那 么 q。 

@ 必 要 条 件 假 言 命题 ， 即 断定 某 一 事物 情况 是 另 一 事物 情况 
的 必要 条 件 的 命题 。 必 要 条 件 是 这 样 一 种 条 件 ， 没 有 它 一 定 不 会 
有 某 种 结果 ， 有 了 它 不 一 定 有 这 种 结果 。 例 如 : “只 有 能 被 2 除 
尽 的 数 ， 才 能 被 6 除 尽 。” 必 要 条 件 假 言 命题 的 一 般 形式 是 ， 只 
有 p 才 q。 

@ 分 充 必 要 条 件 假 言 命题 ， 即 断定 某 一 事物 情况 是 另 一 事物 
-情况 的 既 充 分 又 必要 条 件 的 命题 。 充 分 必要 条 件 是 指 有 了 它 一 定 
有 某 一 结果 ， 没 有 它 一 定 没有 这 个 结果 。 例 如 : “一 个 三 角形 是 
等 边 三 角形 ， 当 且 仅 当 它 是 等 角 三 角形 。” 充 分 必要 条 件 假 言 命 
: 题 的 一 般 形式 是 :Pp 当 且 仅 当 q。 

(4 ) 负 命 题 ( 命题 的 否定 ) ， 即 对 某 一 命题 所 断定 事物 情况 
进行 否定 的 命题 。 例 如 : “并 非 曹操 父子 都 是 大 军事 家 。?” ffr 
题 的 一 般 形式 是 : 并 非 p。 

以 上 都 是 非 模 态 命题 。 下 面 说 模 态 命题 ， 它 是 指 断 定 事物 情 
: 操 的 必然 性 或 可 能 性 的 命题 。 模 态 命题 包括 : 

1. 必然 命题 ， 即 断定 事物 与 其 属性 的 联系 具有 必然 性 的 命 
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Bio fm: “社会 主义 制度 终究 要 代替 资本 主义 制度 。” 又 如 : 
“任何 生物 都 不 可 能 离开 空气 而 生存 。” 必 然 命 题 的 一 般 形 <, 
是 ，“S 必 然 是 P” 或 “5S 必然 不 是 P。” 

2. 或 然 命题 ( 可 能 命题 ) ， 即 断定 事物 可 能 性 的 命题 ， 它 : 
并 没有 确切 地 肯定 或 否定 对 象 具 有 (或 不 具有 ) 某 种 属性 ， 只 是 
肯定 或 否定 对 象 与 性 质 之 间 的 联系 的 或 然 性 ( 可 能 性 ) 。 例 如 ， 
“这 个 生产 计划 可 能 实现 。” 或 “这 个 生产 指标 不 可 能 达到 。” 
或 然 命题 的 一 般 形式 是 ，“S 可 能 是 P” 或 “S 可 能 不 是 P。” 

在 现代 逻辑 中 ， 对 于 复合 命题 及 其 推理 形式 主要 放 在 命题 歇 . 
辑 中 给 以 研究 ， 对 于 简单 命题 及 其 推理 形式 主要 放 在 谓词 逻辑 中 
给 以 研究 ， 对 于 模 态 命题 及 其 推理 形式 主要 放 在 模 态 逻辑 ( 还 有 
概率 逻辑 、 模 糊 逻 辑 ) 中 给 以 研究 。 


二 ”命题 联结 词 

在 现代 逻辑 中 人 们 要 明确 五 种 类 型 的 词 ， 命 题词 (常用 p,q， 
r, SERR), BART C 又 称 命题 联结 词 或 真 值 联结 词 ， 主 要 有 
否定 词 一 , 合 取 词 人 , 析 取 词 V， 董 涵 词 一 >， 等 值 词 < 一 > ) 、 个 
体 词 ( 即 个 体 变 项 ， 沼 用 ua，v，wW，x，y，? 等 表示 ) 、 量 词 ( 包 
括 全 称 量词 和 存在 量词 ) 、 谓 词 ( 包括 一 元 、 二 元 和 多 元 谓词 
等 ) 。 后 三 种 词 将 在 谓词 逻辑 中 详细 讲 到 。 

我 们 知道 ， 人 们 表述 简单 思想 可 以 用 简单 命题 ， 比 如 “刚果 
是 东欧 国家 ”、“ 刚 果 是 中 非 国家 ”等 。 但 是 ， 要 表述 复杂 思想 
却 需要 用 复合 命题 了 ， 这 种 复合 命题 不 仅 包括 对 简单 命 题 的 复 
合 ， 而 且 包括 对 复合 命题 的 再 复合 ， 以 至 多 重复 合 。 比 如 “并 非 
刚果 是 东欧 国家 ”，“ 如 果 并 非 刚 果 是 东欧 国家 而 且 刚 果 是 中 非 
国家 ， 那 么 刚果 是 热带 气候 ”等 。 这 样 ， 在 构成 复合 命题 当中 ， 
就 需要 联结 词 发 挥 作用 。 联 结 词 在 现代 钦 辑 中 的 意义 和 在 自然 语 
言 中 的 意义 并 不 完全 相同 。 命 题 联结 词 是 自然 语言 中 的 句子 联结 


. 49. 


词 的 逻辑 抽象 ， 它 们 只 反映 复合 命题 与 部 分 命题 之 间 的 真 假 关 
系 ， 舍 弃 了 命题 之 间 的 内 容 联系 。 因 此 ， 命 题 联结 词 又 则 做 “ 真 
值 联 结 词 ”。 为 了 使 命题 完全 符号 化 ， 并 形式 化 地 反映 复合 命题 
与 部 分 命题 的 真 假 关 系 ， 现 代 钦 辑 分 别 用 五 种 符号 代表 五 个 命题 
.联结 词 (否定 一 , 合 取 人 , 析 取 V ,蕴涵 一 >， 等 值 <>) 下 边 分 别 
讨论 这 五 个 命题 联结 词 的 符号 和 它们 所 表示 的 复合 命题 与 其 部 分 
命题 间 的 真 假 关系 。 

(一 ) 否 定 词 “ 一 2”( “E” ) 公式 p 的 否定 记 作 一 p。 
显然 ， 如 果 p 是 真 的 ， 那 么 一 p 就 是 假 的 ， 而 如 果 p 是 假 的 ， 那 Z 
一 p 就 是 真 的 。 我 们 可 以 用 真 值 表 说 明 这 种 情况 ( 其 中 1 表示 真 ， 
0 表示 假 ) : 


| 
p | P 


当 给 定 p 的 真 值 ( 即 真 , 假 值 ) 时 ,根据 上 表 就 可 以 知道 "p 的 真 值 。 

(二 ) 合 取 词 “A? ( “R?” ) 用 联结 词 人 把 p 和 q 结合 
成 公式 p 人 q， 就 称 作 合 取 式 。 因 为 公式 p 和 q 中 的 每 一 个 都 可 能 
是 真 的 或 假 的 ， 因 此 它们 的 真 假 组 合 有 下 述 四 种 : p 和 q 都 是 真 
的 ，p 真 q 假 ，p 假 4 真 ，p 假 q 假 。 而 一 个 合 取 式 pP 人 Ad 是 真 的 ， 当 
且 仅 当 p 和 q 都 是 真 的 ， 而 在 其 他 场合 里 合 取 式 P 人 gd 的 值 都 是 假 
的 。 我 们 可 以 用 真 值 表 显示 这 种 情况 : 


q | pAg 


° e= |° 
omom 
ooon 


这 里 我 们 必须 注意 ,逻辑 学 的 命题 真 值 关系 与 日 常生 活用 语 
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中 的 真 假 判 断 有 时 会 出 现 区 别 。 例 如 ，“ 和 鲁迅 是 文学 家 并 且 也 是 
思想 家 ”这 一 命题 无 论 从 逻辑 学 或 生活 语言 判断 ， 都 是 真 的 ， 因 
为 它 的 两 个 支 命 区 都 是 真 的 。 但 是 象 “ 和 鲁迅 是 文学 家 并 且 也 是 化 
FR” 这样 的 命题 ， 在 日 常生 活 中 我 们 主张 “一 分 为 二 ”， 说 它 
是 “ 半 真 半 假 ” 的 ， 或 “有 真有 假 ” 的 。 而 在 逻辑 学 中 有 这 样 一 
个 约定 : 一 个 命题 只 有 一 个 真 值 ， 非 真 即 假 。 这 就 是 说 逻辑 学 要 
求 将 复合 命题 当 作 一 个 整体 进行 真 假 判定 ， 不 存在 什么 “ 半 真 半 
假 ” 的 命题 。 上 举 命题 中 第 一 个 支 命题 是 真 的 ， 第 二 个 支 命题 是 
假 的 ， 根 据 真 值 表 的 第 二 行 可 以 痢 定 它 从 整个 看 ， 是 假 的 。 


自然 语言 中 的 “而 且 ”、“ 和 ”、“ 弃 o 又 ”、“ 虽 然 
Siasa 但 是 ”等 句子 联结 词 的 意义 尽管 跟 “ 并 且 ” 的 意义 不 尽 相 


同 ， 但 是 在 真 假定 义 上 它们 是 一 到 的 ,因而 也 都 可 用 合 取 词 “ 人 ?” 
表示 。 需 要 指出 的 是 ，“ 八 ”的 一 个 特征 是 可 交换 的 , Bip Aq 55 
q 人 Ap 有 着 相同 的 意义 。 但 是 ，“ 并 且 ?” 一 词 在 自然 语言 的 使 用 
上 ， 有 时 却 包含 有 时 间 上 连续 性 的 意思 ， 它 往往 与 “而 后 ”一 词 
相当 ， 因 而 是 不 能 随意 交换 的 。 比 如 “他 走 进 屋 并 且 脱 鞋 上 烷 ”， 
跟 “ 他 脱 圣 上 烷 并 且 走 进 屋 ”， 其 意思 是 不 完全 一 样 的 ， 不 能 同 
等 使 用 。 

(三 ) 析 取 词 《VY ( A”) ”我 们 用 pV 4 指称“p 或 q”， 
并 且 把 它 称 作 析 取 式 。 在 这 里 “或 ”是 在 相 容 意 下 使 用 ， 它 的 含 
义 是 “至 少 有 一 个 真 ”。 因 此 ， 当 p 和 q 中 有 一 个 是 真 的 , 或者， 
p 和 q 都 是 真 的 ，p V q 就 是 真 的 ， 只 有 p 和 q 都 是 假 的 时 ，pVq 才 
假 。 我 们 用 真 值 表 说 明 这 些 情况 : 


p a | pva 


1 
1 
1 
0 
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p~q 是 假 的 ， 当 且 仅 当 p 是 真 的 并 且 q 是 假 的 。 (这 是 p>q 
是 假 的 唯一 情况 。 ) 
我 们 可 以 用 真 值 表 显 示 ， 


q 

1 1 
0 0 
1 * 
0 1 
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观察 上 面 真 值 表 ， 可 知 p->d 在 两 种 情况 是 真 的 : 一 种 情况 
是 p 假 ， 另 一 种 情况 是 q 真 。 因 此 归纳 起 来 ,p 一 4 意味 着 -ipVq， 
这 两 个 式 子 可 以 互相 代 换 。 以 后 我 们 随时 会 用 到 它 。 

例如 ， 命 题 “ 如 果 语 言 是 人 们 交流 思想 的 工具 ， 那 么 夸 读 其 
谈 的 人 就 会 成 为 世界 上 最 富 的 人 了 ”是 假 的 ， 因 为 它 的 前 件 真 而 
后 件 假 。 : 

在 自然 语言 中 可 以 用 p~q 形 式 表 示 的 有 : 如 果 p 那么 g， 若 
p 则 q， 假 如 p 那 么 g， 俏 若 p 那 么 4， 只 要 p 就 4， 一 旦 p 就 g， 当 p 
的 时 候 就 6，p 对 于 q 是 充分 的 ，q 对 于 p 是 必要 的 ， 只 有 q Tp, q 
除非 一 p 等 。 

为 什么 在 蔓 涵 式 中 ， 前 件 假 则 后 件 无 论 真 与 假 ， 该 式 都 可 成 
立 呢 ? 这 里 还 要 多 说 几 句 。 

蕴涵 式 p~>q 中 的 联结 词 一 称 作 实质 曹 涵 ， 也 有 称 作 真 值 更 
涵 , 或 简称 蕴涵。 实质 荀 涵 跟 传统 形式 罗 辑 进行 推理 时 使 用 的 自然 
语言 “如 果 , 那 么 "并 不 完全 一 致 。 其 主要 区 别 在 于 :推理 中 使 用 的 
自然 语言 “如 果 ， 那 么 ”要 求 前 后 件 有 意义 方面 的 联系 或 事实 方 
面 的 联系 。 例 如 推理 式 “ 如 果 三 角形 三 边 相等 那么 该 三 角形 三 内 
角 相 等 。” 前 件 与 后 件 就 有 意义 方面 的 联系 ， 后 件 命题 实际 寓 含 
于 前 件 之 中 。 从 前 件 成 立 可 以 推出 后 件 成 立 。 前 件 成 立 等 于 宣告 
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后 件 成 立 。 又 如 推理 式 “ 如 果 你 吃 完 这 一 大 碗 饭 ， 你 就 不 会 再 俄 
了 。” 前 件 与 后 件 就 有 事实 方面 的 联系 。 饱 的 感觉 不 能 从 吃饭 推 
导出 来 ,但 实践 经 验 将 两 者 的 因果 关系 建立 起 来 了 。 推 理 式 的 前 
后 件 之 闻 既 有 意义 或 事实 的 联系 ， 当 然 又 会 有 真 值 关系 的 联系 。 
正确 推理 式 的 前 件 和 后 件 都 是 真 的 。 即 使 象 “ 如 果 我 是 死人 ， 那 
么 我 就 不 说 话 ” 这 样 的 推理 式 的 正面 意思 也 是 假定 前 件 是 真 的 ， 
然后 导出 后 件 真 。 它 背后 意思 是 说 ， 事 实 上 前 件 假 ， 所 以 后 件 不 
真 。 所 以 前 后 件 有 意义 或 事实 联系 的 推理 式 ， 前 件 假 则 后 件 可 真 
可 假 ， 整 个 推理 式 也 或 真 或 假 。 但 是 此 处 我 们 讲 的 前 后 件 蕴涵 关 
系 只 有 一 种 真 假 依赖 关系 ， 而 不 管 它们 有 无 事实 上 或 意义 上 的 联 
系 。p 一 qd 就 只 是 从 形式 上 规定 ， 它 的 成 立意 味 着 不 允许 p 真 而 4 
假 的 情况 出 现 ， 即 p->q 在 p 真 而 d 假 的 情况 下 是 假 的 , 在 其 它 情况 
下 ( 包括 p 假 而 d 真 或 p 假 而 d 假 ) 都 是 真 的 。 这 一 约定 在 大 多 数 
情况 下 都 给 我 们 带 来 推算 上 的 便利 ， 但 在 极 少数 情况 下 也 会 产生 
所 谓 “蕴涵 怪 论 ”。 关 于 “ 怪 论 ? 的 问题 现在 不 去 管 它 ， 重 要 的 是 
要 逐步 熟悉 这 种 不 问 事实 意义 有 无 联系 的 蕴涵 关系 。 例 如 ， 在 党 
识 范 围 里 人 们 不 能 接受 “如 果 2+2= 5, 那 么 北京 是 一 个 大 城市 ? 
或 “如 果 2+2=5, 那 么 北京 不 是 一 个 大 城市 ”。 从 实质 蕴涵 的 角 
度 看 ， 这 类 句子 是 无 足 为 奇 的 。 

(五 ) 等 值 词 “< 一 >”( uyal”) 我们 用 p< 一 >q 指 
称 “p， 当 且 仅 当 d”。p< 一 >q 称 作 等 值 式 。p< 一 >q 是 真 的 , 当 且 
仅 当 p 和 q 都 是 真 的 或 它们 都 是 假 的 。 其 真 值 表 是 ， 


> 
oon 
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联结 词 < 一 > 表示 两 边 的 命题 有 等 价 关 系 。 凡 是 有 等 价 关 系 的 
两 个 命题 ， 它 们 互相 蕴涵 。 从 真 假 方面 ，<-> 定 义 为 : p< 一 >q 是 
真 的 ， 当 且 仅 当 或 者 p 和 q 均 为 真 ， 或 者 p 和 9q 均 为 假 ， 从 董 涵 方 面 
> 定义 为 p< 一 >d 是 真 的 ， 当 且 仅 当 p 一 >q 是 真 的 而 且 4 一 > 
了 也 是 真 的 。 

CA) 关于 联结 词 的 够 用 性 ”以 上 我 们 讲 了 五 个 常用 的 命题 
联结 词 。 事 实 上 ， 如 果 只 考虑 简单 命题 和 复合 命题 的 真 假 关系 而 
不 考虑 它们 的 其 他 内 容 的 联系 ， 那 么 凡是 从 真 假 方面 把 简单 命题 
联结 成 复合 命题 的 任何 语句 联结 词 ， 都 可 以 归结 为 这 五 个 常用 的 
命题 联结 词 。 换 句 话 说 ， 这 五 个 命题 联结 词 对 于 组 成 复合 命题 、 
反映 复合 命题 和 简单 命题 之 间 的 真 假 关系 是 足够 的 。 

我 们 知道 ， 等 值 < 一 > 可 以 用 蕴涵 一 > 来 定义 ， 耐 蕴涵 一 > 又 
可 以 用 否定 一 和 析 了 到 V 来 定义 。 数 学 常识 告诉 我 们 ， 一 个 函数 ， 
如 果 其 本 身 的 值 是 真 值 ， 共 自 变 元 所 取 的 值 也 是 真 值 ， 则 上 比 函 数 
称 为 真 值 函 项 。 于 是 我 们 可 以 证 明 ， 每 个 真 值 函 项 都 是 由 包含 联 
Si, AMV 的 命题 形式 所 确定 的 函 项 。 由 于 证 明 要 涉及 一 些 
下 文才 讲 的 知识 ， 这 里 将 证 明 略 去 了 。 我 们 还 可 以 指出 ， 只 需要 
V5, 或 只 需 八 与 一 两 个 联结 词 就 够 用 了 。 


= 命题 函 项 

命题 函 项 是 命题 逻辑 中 的 重要 部 分 。 为 了 作 整 体 理解 ， 我 们 
分 几 个 层次 来 讲 。 

(一 ) 关于 公式 ”命题 公式 ( 也 称 命题 形式 ) 是 由 命题 变 
项 ， 或 是 由 命题 变 项 与 命题 联结 词组 成 的 符号 式 。 例 如 ， 单 独 的 
命题 变 项 ， 或 它们 的 否定 式 、 合 取 式 、 析 到 式 、 列 涵 式 和 等 什 
式 ， 都 是 命题 公式 。 但 是 命题 变 项 和 命题 联结 词 可 以 有 各 种 组 成 
方式 ， 比 如 p 和 一 既 可 以 组 成 为 “一 p”， 又 可 以 组 成 为 “P”, 
那么 到 底 哪 个 合乎 要 求 呢 ? 为 此 ， 我 们 作 如 下 严格 规定 : 
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1. 命 题 变 项 是 原子 公式 ， 原 子 公式 是 公式 

2. 如 果 A A BEAR, WATA, (AAB), (AVB), 
(A 一 >B ) 和 (A< 一 >B ) 都 是 公式 ， 

3, 只 有 按 上 述 两 条 所 组 成 的 式 子 才 是 公式 。 

根据 这 一 规定 ， 比 如 Pp、 一 p、4、p->q 等 都 是 公式 ,而 p11、 
一 q 等 就 不 是 公式 。 

(二 ) 关于 坊 项 现代 逻辑 中 的 函 项 概念 是 从 数学 中 的 函数 
概念 引入 的 。 什 么 是 函数 呢 ? 设 有 甲 、 乙 两 类 ， 如 果 对 于 甲 类 中 
的 每 一 个 分 子 x， 乙 类 中 至 多 有 一 个 分 子 y 与 它 相对 应 ， 那 Z H 
乙 两 类 之 间 就 存在 着 函数 关系 。 如 用 f 表 示 函 数 关系 ， 我 们 有 下 
IAR: 

y=f(x) 
在 这 里 x 称 为 自 变 元 ，y 是 对 应 于 x 的 函数 f 的 值 。 也 有 自 变 元 不 
只 一 个 的 函数 。 函 数 是 数学 里 的 重要 概念 之 一 。 在 数学 中 函数 关 
系 常 表现 为 一 些 运算 ， 例 如 : 加 、 乘 、 除 等 。 函 数 里 自 变 元 所 取 
的 值 不 必 是 数值 ， 函 数 的 值 也 不 必 是 数值 ， 还 可 以 是 其 他 种 类 的 
值 ， 例 如 真 值 。 

在 命题 逻辑 里 ，P、4q 等 等 代表 任 一 命题 ， 它 们 是 命题 变 项 。 
命题 变 项 所 取 的 值 是 真 值 。 如 果 一 个 函数 的 自 变 元 取 的 值 是 真 
值 ， 国 数 本 身 的 值 也 是 真 值 , 则 此 函数 称 为 真 值 函数 。 有 的 逻辑 学 
家 认为 把 真 \ 假 二 值 叫 作 “ 数 ”总 不 大 妥 贴 ,改称 为 “ 真 值 函 项 ?” 
好 。 比 如 DA 人 Ad、p~>q 等 等 都 是 真 值 函 项 。 

命题 形式 的 数目 是 无 穷 无 尽 的 ， 但 是 在 变 项 数目 给 定 以 后 ， 
真 值 函 项 的 种 类 却 是 有 限 的 。 不 同 的 命题 形式 可 以 表示 相同 的 真 
值 函 项 。 比 如 p< 一 >q 和 ( p->qa ) A ( —p——q ) 是 两 个 不 同 的 
命题 形式 ， 读 者 以 后 会 知道 ， 它 们 是 相同 的 真 值 函 项 。 真 值 函 项 
的 种 类 有 多 少 ， 这 决定 于 真 值 函 项 中 所 含 的 变 项 有 多 少 ， 也 就 是 
决定 于 变 项 所 代表 的 支 命题 有 多 少 。 这 样 的 支 命题 的 数目 确 定 
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T, 各 种 可 能 的 真 假 情况 也 就 确定 了 。 因 之 真 值 函 项 的 种 类 也 就 
确定 了 。 

1. 几 个 命题 变 项 的 真 假 情况 

(1 ) 设 有 二 个 命题 变 项 p 和 qd。 在 二 值 逻 辑 里 ，p 和 4 的 真 值 
都 各 有 二 ， 真 或 假 。 当 p 真 时 ，q 或 真 或 假 。 当 p 假 时 ，q 也 或 FE 
或 假 。 合 起 来 二 个 命题 的 可 能 真 假 情况 有 四 : p 与 q 都 真 ，p 真 而 . 
4 假 ，P 假 而 4 真 ，p 与 4 都 假 。 用 图 表示 是 : 


因此 ， 有 二 个 命题 变 项 的 可 能 真 假 情况 为 ?2x2= 4。 
(2) 设 有 三 个 命题 变 项 p、d 和 r。 同 样 ， 在 二 值 远 辑 里 这 
三 个 变 项 都 有 真 假 二 值 ， 因 此 它们 的 组 合 情 况 如 下 ， 


编 p q 
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有 三 个 命题 变 项 的 可 能 真 假 情况 为 2x2x2=8。 
( 3 ) 一 般 地 说 ， 有 n 个 命题 变 项 的 可 能 真 假 情况 为 
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2x2x…Xx2=2*( 个 ) 
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n 个 2 
2.n 个 命题 变 项 的 真 值 函 项 
如 前 所 述 ，n 个 命题 变 元 可 能 有 的 真 假 组 合 是 2* 个 。 对 于 每 
一 个 真 假 组 合 ， 又 可 以 有 两 种 断定 : 肯定 和 否定 。 对 无 2" 个 组 
合 ， 肯 定 和 否定 的 组 合共 有 
2x2x。x2=2s*( 个 ) 
Srp 
其 中 每 一 个 组 合 是 一 种 真 值 函 项 的 内 容 。 所 以 ， 如 果 以 n 表 示 不 
疗 命 题 变 项 的 个 数 ， 那 么 不 同 的 真 值 函 项 有 2?" 个 。 
例如 ， 设 n= 1， 那 么 真 假 组 合 有 2! = 2， 而 真 值 范 项 的 数目 
是 2* =4。 用 符号 !( ”) 表示 真 值 函 项 ， 只 含有 一 个 命题 变 项 
的 真 值 函 项 有 f Cp), f. (p). f. Cp) AE Cp) 四 种 。 我 
们 用 下 表 表 示 它 们 在 变 项 p 为 真 或 为 假 时 的 真 值 。 


p | fi@) ftp) falp) fa(p) 


1 $ 0 0 
0 1 0 1 0 


KIFE, Cp) 是 指 这 样 一 类 函 项 ， 不 论 命题 变 项 p 取 何 真 值 ， 
其 函 项 值 总 为 真 ; f4(p ) 则 相反 ， 不 论 p 真 假如 何 ， 辑 项 值 总 为 
fE f, (p ) 和 fs(Pp ) 则 有 时 真有 时 假 。 

这 四 种 真 值 尔 项 都 可 以 表示 为 相应 的 命题 公式 。fz (p ) 是 
这 样 一 个 函 项 ， 当 p 真 时 它 真 ， 当 Pp 假 时 它 亦 假 ， 因 而 其 相应 的 命 
题 公 式 就 是 p。fs (p ) 则 相反 ， 当 p 真 时 它 假 ， 当 p R PFE K, 
它 是 对 p 的 否定 ， 应 表示 成 Pp。f,( p) 是 取 值 恒 为 真 的 函 项 ， 
其 相应 的 命题 公式 是 pV 一 p。f4 (p ) 恒 取 假 值 ， 其 相应 的 命题 
公式 是 一 p 人 一 p。 由 此 可 见 ， 不 同 的 命题 公式 可 表示 相同 的 真 
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值 函 项 。 

再 设 n = 2， 有 两 个 命题 变 项 p 和 9q， 则 可 能 的 真 假 情况 有 2* = 
4， 而 真 值 函 项 的 数目 是 2 =2* = 16。 为 简便 起 见 ,我 们 将 fi(p， 
q) 写作 fi ( i=1，*…，16 ) ， 并 列表 如 下 ， 


变 项 | 函 项 
编 引 一 一 | Ë 
| 了 q fı fz fs fafo fo fr fa fofi fir fis fis fia fis fie 
Lok p E W ik D B E he E: o E E aT a GEE E, SP O S 
®@®j1 0j1 11 1100001121 1 0 0 0 0 
@ o 1ı|1 1001100110 0 1 1 0 0 
Ql 0 e E e a VS E 1 E 


每 一 个 真 值 函 项 都 可 以 找到 相应 的 表达 公式 即 命题 形式 ( 尽管 这 
种 形式 不 是 唯一 的 ) : 

f ,在 p 与 4 的 4 种 真 假 组 合 的 条 件 都 最 真 的 ， 它 可 表达 为 (p 
Aq)V (pA) Vapa) V pma); ( 它 相 当 
于 :5 真 q 真 ， 或 者 p 真 q 假 ,或 者 p 假 q 假 。 它 穷尽 无 遗 地 列举 了 一 切 
可 能 的 真 假 情况 ， 只 要 有 一 情况 实现 ， 它 就 是 真 的 。 因 此 ， 它 是 
一 个 永 真 的 真 值 函 项 。 ) 

ft: 在 前 3 种 p、q 真 假 组 合 条 件 下 才 是 真 的 。 这 3 种 情况 可 概 
括 为 p 真 或 4 真 ， 因 此 可 表达 为 pVqs 

fs 在 第 D、@、@3 种 情况 下 是 真 的 。 这 3 种 情况 可 以 概括 为 
P 真 或 4 假 ， 因 此 可 表达 为 qdVp 或 者 4 一 >ps 

f, 在 第 、@ 两 种 情况 下 是 真 的 。 这 两 种 情况 可 概 括 为 p 真 
而 qd 或 真 或 假 ， 因 此 ff4 可 表达 为 Pp 人 (aV); 

fs 照 此 类 推 ， 可 表达 为 p 一 >q5 

f6 可 表达 为 (pV Tp ) AG 

f1 可 表达 为 p< 一 > 

fs 可 表达 为 Pp 人 人 q3 
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fo 可 表达 为 一 DV 一 33 
”了 ia 可 表达 为 站 (p<->q )3 

f11 可 表达 为 (PVTIP ) 人 一 gd 

f ,可 表达 为 了 (Pp 一 >q)， 

fs 可 表达 为 pp 人 (QqV 一 4)5 

fi 可 表达 为 一 D 人 qd; 

f1s 可 表达 为 Pp 八 一 qs 

Ebb 8E 28, T R jk 2 ( pAq) A pA) A 

门 ( 一 Adq) AN pAn), 简化 一 下 也 可 表达 为 

CopV maA ( qprVq )A (pV—qa )A (pVq). (# 
表 不 论 p 和 q 的 真 值 如 何 ， 这 个 表达 式 永远 是 假 的 。 ) 

总 起 来 说 ， 如 给 定 n 个 变 项 ， 则 不 同 的 真 值 函 项 共有 22" 种 。 
从 以 上 所 举 的 例子 可 以 看 出 ， 这 些 不 同 的 真 值 函 项 可 以 再 分 为 三 
大 类 : 一 类 是 永 真 的 ， 即 不 论 其 中 变 项 取 什么 值 ， 函 项 的 值 总 是 
真 的 ,如 f1， 一 类 是 永 假 的 , 即 不 论 其 中 变 项 取 什 么 值 ， 函 项 的 值 
总 是 假 的 , 如 fi e; 一 类 是 综合 的 , 即 有 时 真有 时 假 的 ,如 f: 至 fs。 

(三 ) 公式 分 类 

由 于 真 值 函 项 分 为 三 类 ， 所 以 各 种 命题 公式 也 分 为 三 类 。 

1. 永 真 公式 ”不论 所 含 的 命题 变 项 取 什 么 真 值 ， 函 项 值 总 
是 真 的 真 值 函 项 是 永 真 的 真 值 函 项 ， 其 相应 的 命题 公式 叫 作 “ 重 
言 式 ”。 比 如 ，pV 一 p、p 一 >p 都 是 重 言 式 ， 前 者 为 重 言 析 取 
式 ， 后 者 为 重 言 蕴 涵 式 。 重 言 式 在 真 值 表 中 显示 的 特点 是 ， 由 其 
命题 变 项 和 部 分 命题 所 决定 的 整体 命题 在 真 值 表 最 后 一 列 的 值 都 
为 真 。 例 如 ， 用 真 值 表 @ 证 明 p 八 4 一 >pVq 是 重 言 式 : 


O 解释 一 下 。 这 个 真 值 表 左 栏 是 p、9 两 个 变 项 的 4 个 真 值 指派 ， 即 4 个 可 能 的 真 
假 组 合 方式 。 右 栏 表示 两 个 层次 的 函数 相应 值 。 例 如 第 一 行 表示 当 ? 真 且 9 真 时 ， 第 一 
个 层次 的 函数 p 人 q 真 ，PVq 也 真 。 正 因 如 此 ， 由 这 两 个 函数 构造 的 第 二 个 层次 的 函数 
了 人 q 一 >pV9 因 前 后 件 都 真 所 以 也 真 。 下 面 三 行 可 由 此 类 推 。 
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根据 这 一 特点 ， 如 果 一 命题 公式 所 得 若干 值 中 即使 只 有 一 个 
假 值 ， 它 也 不 是 重 言 式 。 例 如 ，pVdq 就 不 是 重 言 式 ， 我 们 从 上 表 
可 以 看 出 ， 虽 然 pVq 有 三 个 值 为 真 ， 但 是 第 四 个 值 由 于 p 和 q 都 
取 假 值 而 其 真 值 为 假 。 

2. 永 假 公式 ”不论 命题 变 项 取 什么 真 值 ， 函 项 值 恒 为 假 的 
真 值 函 项 是 永 假 的 真 值 函 项 ,其 相应 的 命题 公式 叫 作 “了 矛盾 式 ”。 
比如 ，P 人 一 p、 一 (一 DYVp ) 都 是 矛盾 式 。 在 真 值 表 上 ， P 盾 
式 的 最 后 一 列 真 值 均 为 假 。 从 形式 上 看 ， 如 果 否 定 整 个 重 言 式 ， 
得 到 的 式 子 就 是 矛盾 式 。 了 矛盾 式 是 逻辑 矛盾 的 表现 形式 。 

3. 综合 公式 ”有 时 得 真有 时 得 假 的 真 值 函 项 是 综合 的 真 值 
函 项 ， 其 相应 的 命题 公式 叫 作 综 合式 。 例 如 D 人 q、p 一 >d 都 是 
综合 式 , 因 为 它们 在 真 值 表 上 的 真 值 有 真有 假 。 我 们 还 可 以 说 ， 既 
非 重 言 式 又 非 矛盾 式 的 公式 就 是 综合 式 。 所 谓 “综合 ”， 就 是 有 
真有 假 的 不 同情 况 。 也 有 人 称 此 类 公式 为 “事实 公式 ”， 即 其 真 
假 不 能 由 逻辑 分 析 而 定 ， 而 要 由 客观 事实 来 定 。 

根据 上 面 情 况 不 难 发 现 ， 任 一 命题 公式 都 可 归结 为 这 三 类 中 
的 一 类 。 其 中 ， 重 言 式 具有 特别 重要 的 意义 。 重 言 式 是 逻辑 真理 
的 表现 形式 。 各 种 逻辑 规律 以 及 正确 的 逻辑 推理 ( 指 演绎 推理 ) 
形式 等 逻辑 真理 均 可 表现 为 重 言 式 。 比 如 ， 同 — 律 可 表 现 为 
了 一 >p， 排 中 律 可 表现 为 pV Pp， 假 言 推理 的 充分 条 件 的 肯定 
前 件 式 可 表现 为 ( p 一 >q ) 人 ?一 >q 等 等 。 因 此 ， 合 题 逻 辑 理 
论 的 主要 内 容 就 是 研究 重 言 式 的 判定 和 证 明 方法 ， 探 讨 如 何 构造 
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形式 推理 系统 ， 使 得 该 系统 能 穷尽 无 遗 地 包罗 一 切 重 言 式 。 在 重 - 
言 式 中 ， 重 言 荀 涵 式 和 重 言 等 值 式 尤其 重要 。 因 为 凡是 正确 的 推 
理 形式 均 可 表现 为 重 言 蕴 涵 式 和 重 言 等 值 式 ， 并 且 绝 大 多 数 重 言 
式 是 重 言 曹 涵 式 和 重 言 等 值 式 。 


m 重 言 式 

重 言 式 是 命题 逻辑 中 药 规 律 。 我 们 分 如 下 三 个 问题 来 讲 ， 

(一 ) 重 言 益 活 式 ” 重 言 蕴涵 式 是 反映 正确 推理 形式 结构 的 
命题 形式 。 命 题 形式 是 如 何 反映 正确 推理 形式 结构 的 呢 ? 比如 假 
言 推理 的 肯定 式 ， 如 果 p 那 么 g， 现 在 p; 所 以 q。 它 表示 一 个 正确 ， 
的 推理 形式 结构 。 分 号 以 前 是 两 个 前 提 ， 分 号 以 后 是 结论 。 由 于 
在 正确 的 推理 形式 中 前 提 真 则 结论 必 真 ， 即 前 提 和 结论 之 间 存在 
着 获 涵 关系 ， 所 以 推理 形式 可 以 用 一 个 命题 形式 ( 即 真 值 形式 ) 
来 表示 ， 这 个 命题 形式 表现 为 蕴涵 式 。 荀 涵 式 的 前 件 是 各 个 前 提 
的 合 取 ， 后 件 则 是 结论 。 前 述 假 言 推理 肯定 式 用 符号 式 写 出 就 
是 : 

( (p—q) Ap) 一 >q。 

这 是 一 个 蕴涵 式 。 相 当 于 一 个 正确 推理 形式 的 蕴涵 式 必 定 是 一 个 
重 言 式 ， 因 为 ， 正 确 推理 形式 是 不 依赖 于 其 前 提 和 结论 的 具体 内 
容 的 ， 所 以 不 论 p 和 qd 代表 什 么 命题 ， 是 真 还 是 假 ， 草 洱 式 总 是 真 . 
的 即 必定 是 重 言 式 。 我 们 可 以 用 真 值 表 说 明 上 式 ; 


| p—>q (p— Ap ((p— Q Ap)— aq 


q 
1 1 
0 
1 
0 


oonnj|v 
m = bo 


1 

0 0 
1 0 
1 0 


从 上 面 三 个 层次 的 真 值 表 中 可 以 看 出 ， 只 有 在 ( p 一 >q ) 和 p 都 - 
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ACO) 的 情况 下 ，( 5 一 >q ) 八 p 才 是 真 的 , 而 在 这 种 情 
RTF, q 原 设 定 是 真 的 。 故 此 时 (〈 p 一 >q ) Ap) — aq 是 真 
前 。 而 在 @、@、@ 三 种 情况 下 ，p 和 Pp 一 > q 不 是 同时 都 真 ， 故 
《Pp 一 >q) 八 p 假 ,前面 讲 过 ,用 假 前 提 作 前 件 的 蕴涵 式 都 是 真 的 ， 
所 以 (( p 一 >q ) 人 p ) 一 >d 真 。 总 言 之 ， 这 四 种 情况 下 ， 访 
式 都 是 真 的。 所 以 (( p 一 >q ) Ap) 一 >q 是 个 重 言 式 。 这 个 
重 言 式 表 达 了 一 个 正确 的 推理 形式 。 

相反 ， 一 个 不 正确 的 推理 形式 虽然 也 有 一 个 相当 的 命题 形 
式 ， 但 是 这 种 命题 形式 并 不 永 克 ， 不 是 重 言 式 。 比 如 假 言 推理 上 肖 
定式 的 错误 形式 ， 如 果 p 那 么 4， 现 在 q; 所 以 p。 其 相当 的 蕴涵 
式 是 ，((p 一 >q ) Aq) 一 >p。 其 真 值 表 为 : 


编号 lp oq | 8 一 >q4 (p 一 人 >q) Aq 〈(p 一 >q) 和 人 q) 一 >P 
| 


| 
| 


最 后 一 列表 明 (〈 p 一 >q ) Aq ) —p 不 是 重 言 式 。 因 为 在 
BOR 情 况 下 ， 两 个 前 提 和 q 都 是 真 的 ， 故 ( p 一 >q ) AK, 
然而 此 时 p 设 定 是 假 的 ， 故 末 列 公式 在 这 种 情况 下 是 假 的 。 尽 管 
在 第 一 真 假 情况 下 可 以 从 前 提 之 真 推出 结论 之 真 ， 但 是 由 于 从 这 
4 种 情况 的 总 体 上 不 能 完全 保障 从 前 提 之 真 推 出 结论 之 真 ， 所 以 
这 个 蕴 洱 式 不 是 重 言 式 ， 它 不 能 反映 正确 的 推理 形式 。 用 它 作 推 
理 公式 ， 在 某 些 情况 下 就 要 弄 出 错误 来 。 

如 果 推 理 的 结论 是 它 的 前 提 的 符合 逻辑 的 结果 ， 那 么 这 种 推 
理 就 称 为 有 效 推理 。 所 谓 符合 逻辑 是 指 ， 如 果 它 的 前 提 真 ， 那 么 
它 的 结论 也 必然 真 。 尽 答 当 前 提 都 真 时 有 效 推理 推出 的 结论 必然 
真 ， 但 是 推理 形式 并 不 要 求 前 提 或 结论 必须 为 真 。 考 虑 到 前 提 的 
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真实 需要 依 舍 其 他 学 科 去 解决 ， 因 而 传统 逻辑 和 现代 逻辑 都 把 自 
已 限于 研究 推理 形式 的 有 效 性 。 

错误 的 推理 形式 的 无 效 性 ， 证 明 比 较 容易 。 只 需 说 明 在 这 个 
推理 形式 中 使 前 提取 值 为 真 而 结论 为 假 的 真 值 指派 @ 是 存在 的 ， 
就 可 以 肯定 这 是 一 个 无 效 推理 形式 。 但 是 ， 推 理 形式 有 效 性 的 检 
验 比 较 麻烦 ， 它 需要 验证 各 种 可 能 的 真 值 指派 。 

这 里 介绍 一 个 一 般 的 判定 方法 。 我 们 说 ,推理 形 R “A, 
As, =, An A” 上 @ 是 有 效 的， 当 且 仅 当 命 题 形式 (人 AA! 八 
A, 八 … 作 A,) 一 >A 是 重 言 式 。 

HEB; 首先 假设 AT. Ar, =s A SA? ERAGE 理 形 
式 。 如 果 再 设 (Al 八 A, 八 … 八 A,) 一 >A 不 是 重 言 式 ， 那 Z 一 
定 存 在 命题 变 项 的 一 个 真 值 指派 ， 能 使 (A, 八 As 八 … 八 A。) R 
值 为 真 ，A 取 值 为 假 。 于 是 对 这 个 真 值 指派 一 定 t A, Ans 
…， 信 , 皆 真 ， 而 A 假 ” 的 情况 出 现 。 这 就 和 上 述 假设 相 孟 盾 。 可 
ECA AAA AA, ) 一 >A 不 是 重 言 式 的 假设 是 错 误 的 ， 所 
以 这 个 蕴涵 式 是 重 言 式 。 反 过 来 , 假设 (A, AA AAA, ) 
一 > 人 是 重 言 式 ， 而 再 设 A,，A:，…，A。 …A 是 一 个 无 效 推 
理 形式 ， 那 么 一 定 存在 一 个 使 得 A,，A:，…，A, 了 到 值 都 为 真 ， 
A 取 值 为 假 的 真 值 指 派 。 在 这 种 情况 下 (AAA:A 人 … 人 Au) 
一 > 人 的 取 值 必 为 假 ， 这 又 和 它 是 重 言 式 相 了 矛盾。 可见 ， 推 理 形 
RA An e, A SA 是 有 效 的 。 

(二 ) 重 言 等 值 式 ”如 果 对 两 个 命题 逻辑 公式 中 所 出 现 的 一 
切 变 项 赋 与 任何 逻辑 值 时 两 个 公式 的 值 总 是 相同 ， 那 么 我 们 就 说 
这 两 个 公式 是 等 值 的 ， 它 们 共同 组 成 的 等 值 式 称 作 重 言 等 值 式 。 


O 真 值 指派 意 即 真 假 组 合 方式 。 如 前 面 所 列 真 值 表 的 @ 就 表示 一 种 真 值 指派 
这 时 指派 为 真 而 9 也 真 。 同 理 ，@@ 也 是 一 种 真 值 指派 。 以 此 类 推 。 

© 符号 “..” 在 汉语 中 表示 “所 以 、“ 故 ”、“ 则 ”之 类 的 意思 。“Al， 
As, = As; .A” 可 读 作 “如 Art，As… 直 到 As 都 成 立 ， 则 A 成 立 。” 
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不 仅 包 含 相同 命题 变 项 的 一 些 公式 可 以 是 等 值 的 ， 而 且 包 含 不 同 
变 项 的 公式 也 可 能 是 等 值 的 ,例如 ，p 人 (了 pVad ) 等 值 于 p。 

重 言 等 值 式 的 两 端 是 等 值 的 。 某 些 命题 形式 虽然 在 表达 方式 
上 很 不 相同 ， 但 是 从 它们 所 表示 的 真 假 情况 来 说 是 完全 相同 的 。 
我 们 举 两 个 例子 ， 

例 1. —(pVa )—— (一 p 人 一 qd) 

这 是 说 否定 “p 或 4”， 等 于 “否定 p” 并 且 “ 否 定 4g”。 比 
如 ,否定 “a= 0 或 b =0”, 等 于 “否定 a=0” 并且“ 和 否定 b = 0”。 这 
种 逻辑 关系 就 是 后 面 要 讲 到 的 德 。 摩 根 定理 之 一 。 

例 2. (p 一 >q )<—— ( —pVa ) 

这 是 一 个 重要 的 等 值 式 。 前 面 讲 过 ， 它 表示 了 真 值 草 涵 的 特 
征 ， 意 思 是 说 “p 蕴 涵 g” 等 于 说 “p 假 或 者 真 ”。 

等 值 关系 具有 下 述 逻 辑 性 质 ，1. 它 是 自 反 的 , 即 A 等 值 于 A; 
2. 它 是 对 称 的 ， 即 如 果 A 等 值 于 B， 那 么 B 等 值 于 A; 3. 它 是 传 
递 的 ， 即 如 果 A 等 值 于 B， 并 且 B 等 值 于 C， 则 A 等 值 于 C。 以 后 
将 可 以 看 到 ， 我 们 依据 这 些 性 质 可 以 进行 逻辑 推演 。 


常用 的 重 言 式 
(1) (p—>q) Np—>q 分 离 律 
(2) (p 一 >d ) 入 一 q 一 > 一 D 否 后 律 
(3) (pVq)A—-p—q lz 
(4) (pVq)A—q—p Jas 
(5)pAq—p £ 
(6)PAq 一 >q Jett 
(7)pVp—p 析 简 律 
(8) (p——p) 一 > 一 p er 05 
(9) (—p—p)—p Jya itk 
(10 ) p 一 >p 同一 律 
(11) (p—q)A (q—r)— (pr) 三 段 论 律 
(12) (p 一 >9A 人 一 qd ) 一 > 一 p VEEN 
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(13 ) p 一 >PVd 附加 律 


(14 ) p< 一 TD 双 否 律 
(15).( p—>  4q ) — (md > p ) 换 位 律 
(N) Cq SX ! 

17) —A(pVqa)<———pA q > 
(18) (pAd) >71( pV mq) 六 摩根 律 
(19) (pVd ) < 一 一 (一 DA 人 一 4) 

(20 ) pAq<—>4 AP Ps 
(21)pVa<——q Vp jent 
(22) (pAq ) 人 r< 一 "pD 人 (qAT) A 
(23) (pVa ) Vre->pV(qVr) Jatt 
(24) pA (qVr)——(pAq) V(PAT) a 
(235)pV(qAr)< >(pVq)A(pVr) Janit 
(26) (p— q ) 4mp Va PA 
(27 ) 一 (p 一 >d) <p Tq jame 
(28) (p< >dq) 

< >(p 一 >d) 人 (q 一 >p) 
(29) ( pe—q ) 


v 30) ( pe— q ) 
<> (pAq)V (pA) 
€31) —a (peq) 


<— (—pVa )A (pV ) ; 等 值 律 - 
<> (PATa) V (pAg) | 


(32)pV ( pAq ) —p š 
(33) pA (pVa ) —p paiet 
(34 ) p«—pA (aVmua ) = 
(35)p<—>pV (qA—q) Jnae 
(36 ) D 人 p< 一 >p 
〈37)DVp<e >Pp JEst 


(38) Cp 一 (q—r))<—> (phar) 并 前 律 
(39 ) pV ip 排 中 律 
(40) 一 (DA 人 一 p) 矛盾 律 
(三 ) 重 言 式 的 鉴别 ” 当 人 们 给 出 任意 一 个 命题 公式 ， 如 何 - 
鉴别 这 一 公式 是 否 是 重 言 式 ， 即 是 否 是 正确 的 推理 形式 或 有 效 形 . 


. 66. 


式 ， 这 是 命题 逻辑 的 重大 任务 。 我 们 可 以 寻求 一 种 程序 ， 依 据 它 
可 以 判明 任 一 命题 公式 是 否 是 重 言 式 。 这 种 程序 应 是 机 械 的 ， 并 
县 在 有 穷 步 最 内 能 够 完成 的 。 这 类 程序 所 指示 的 方法 称 作 “ 能 行 
方法 ”。 我 们 主要 介绍 五 种 方 靶 ， 即 真 值 表 法 ， 简 化 真 值 表 法 ， 
真 值 树 法， 演绎 证 明 法 和 范式 法 。 

1. 真 值 表 法 ”对 于 每 一 个 命题 公式 我 们 总 是 能 够 构造 一 个 
相应 的 真 值 表 来 判定 它 是 否 是 重 言 式 。 例 如 ， 我 们 判定 公式 

( (pAq)—:t)—>?> ( p— (d—>r) ) 

就 可 以 按 这 样 的 程序 进行 ， 第 一 ， 判 明 命题 公式 中 不 同 的 变 项 的 
数目 ， 并 依 字母 表 次 序 排 成 序列 。 比 如 上 面 公 式 有 三 个 不 同 的 变 
项 b，qdq，T， 每 个 变 项 都 可 能 取 真 假 二 值 ， 而 三 个 变 项 的 罗 辑 值 
的 各 种 组 合 则 是 2* 种 。 如 果 公 式 中 不 同 变 项 的 数目 是 n, WAR 
不 同 的 逻辑 值 组 合 是 2 种 。 第 二 ， 构 造 相 应 的 真 值 表 。 上 面 公式 
的 真 值 表 是 : 


a] 


p r pAq (PAQ >r q>r p>(q>r) (pAq>r)>(p>(q>r)) 


Te ¿pio 1 Ty sah 1 
ti jfi 0 0 0 1 
10 1| 0 1 二 ”证 1 
10 0|0 š $ < 1 
01 l| o 1 1 1 1 
01 0| 0 1 0 1 1 
0 0 1| O 1 t SÉ 1 
00 0| oO y 1- 4: 1 


从 此 表 可 以 看 出 ， 最 后 一 列表 示 上 面 的 公式 在 所 有 取 值 可 能 中 都 
真 ， 所 以 它 是 重 言 式 。 

前 面 讲 过 ， 如 果 一 个 命题 公式 在 真 值 表 上 的 最 后 一 列 ( 即 最 
后 一 个 结构 层次 的 函数 ) 值 均 为 真 ， 那 么 该 公式 就 是 重 言 式 ; 否 
则 就 不 是 重 言 式 。 但 是 真 值 表 的 判定 程序 是 十 分 烦琐 的 。 当 一 个 


公式 中 的 命题 变 项 较 多 时 ， 真 值 表 的 行 数 就 会 大 量 增加 。 如 命题 
变 项 为 4 个 时 ， 真 值 表 就 有 16 行 等 。 对 一 个 变 项 较 多 、 公 式 较 长 
较 复杂 的 命题 形式 而 高 ， 制作 真 值 表 的 过 程 就 相当 复杂 ， 制 成 后 : 
的 真 值 表 也 相当 庞大 因此 有 必要 把 真 值 表 的 方法 加 以 简化 。 

2. 简化 真 值 表 法 ”简化 真 值 表 主要 是 运用 反 证 法 。 先 假定 
要 判断 的 式 子 是 假 的， 看 是 否 会 闲 出 些 什 么 矛盾 来 。 

例如 要 说 明 (〈 p 一 >q ) 人 一 qd ) 一 > 一 p 是 重 言 式 ， 我们 
就 先 假定 此 公式 假 ， 即 假定 前 件 ( p 一 >q ) 人 一 q 真 而 后 件 一 p 
假 。 但 当 我 们 此 时 要 求 前 件 ( p— q ) 人 一 q 这 一 合 取 式 真 的 时 
候 ， 就 等 于 要 求 在 一 p 假 ( 即 p 真 ) 的 条 件 下 ( p 一 >q ) 和 一 q 
都 真 。 于 是 就 出 现 了 逻辑 矛盾 :如 p 一 >q 真 ， 则 因 前 件 p 真 ， 后 
件 g 不 能 假 ， 即 一 q 不 能 真 ， 如 一 q 真 ， 即 q 假 ， 则 p 一 >d 因 前 件 - 
真 后 件 假 而 假 。 因 此 原 公式 不 能 假 ， 而 是 一 个 重 言 式 。 


我 们 也 可 以 用 图 表 表示 。 还 用 上 面 的 公式 为 例 ， 制 图 表 如 
下 。 


(p— q) 人 一 9 ) 一 > 一 p 


žal 
@ | 
° | 1 0 
e | 


@ | 1 1 O 


第 @ 步 是 假定 整个 式 子 假 ， 即 在 主要 蕴含 词 一 > 下 写 Mok 
虹 然 整个 式 子 假 ， 必 然 是 前 件 真 而 后 侏 假 * ESO bue Wik 
的 台 取 词 入 下 写 1， 而 在 后 件 的 否定 词 一 下 等 0; 说 然 沸 件 合 取 式 
为 1, 则 p 一 >q 和 一 q 都 为 1, 故 第 @ 步 是 在 p34 的 交合 词 一 > 下 
写 1， 一 q 的 否定 词 一 下 也 写 1， 同 时 因 整 个 臣子 的 后 件 一 p 280, 
改 p 为 1， 就 在 二 p 的 p 字 下 写 1。 既 然 p 一 >q 为 1， 故 第 四 步 在 p 和 , 
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g 之 下 都 写 1， 但 同时 因 一 q 为 1， 故 在 q 下 写 0。 至 此 ， 便 出 现 了 
了 矛盾 ，d 一 会 儿 是 1， 一 会 儿 又 是 0， 这 说 明 原来 的 假定 是 错误 
的 。 因 此 整个 公式 是 重 言 式 。 

3. 真 值 树 法 这 种 方法 就 是 通过 建立 一 个 公式 的 真 值 树 来 判 
定 它 是 不 是 重 言 式 的 一 种 方法 。 运 用 这 种 方法 必须 先 掌 握 下 列 重 
言 等 值 式 ， 

四 一 一 p< 一 >p 

© (p— q ) < 一 > 一 DVd 

@—(pVqa)=——pA—q 

@—(pAqa) ——pV—q 

® (p<—q)<— ( qpVq) A ( pV —q ) 

@— ( p— 4) —>*pA —q . 
我 们 用 简化 真 值 表 法 可 以 判明 这 六 个 等 值 式 是 重 言 式 。 在 运用 真 
值 树 靶 时 ， 如 果 遇 到 形式 如 等 值 号 左边 的 公式 ， 那 就 可 以 代 换 成 
右边 形式 的 公式 。 真 值 树 靶 的 具体 步骤 是 ， C1) 先 列 出 被 判定 
的 蕴涵 式 的 前 件 ,如 果 前 件 是 一 复合 的 合 取 式 , 那 就 把 合 取 式 的 各 
部 分 公式 分 行列 出 。 ( 2 ) 列 出 被 判定 的 蕴涵 式 的 后 件 的 否 定 。 
( 3 ) 把 列 出 的 各 行 公式 按照 以 下 规定 拆 成 简单 公式 或 简单 公式 
的 否定 : 如 果 被 拆 公 式 是 合 取 式 ， 那 就 销 去 合 取 号 ， 把 合 取 式 的 
各 部 分 公式 写成 竖 行 ， 这 种 竖 行 就 是 真 值 树 的 枝 ， 如 果 被 拆 公 式 
是 析 取 式 ， 那 就 消去 析 取 号 ,并 把 各 部 分 公式 并 列 列 出 ,用 线段 把 
它们 同上 一 行 公式 联 起 来 ， 这 样 的 线段 叫 “ 又 ”; 如 果 被 拆 公 式 
是 否定 式 、 蕴 涵 式 或 等 值 式 ， 则 先 用 上 述 六 个 等 值 式 把 它们 换 成 
等 值 的 合 取 式 或 析 取 式 ， 然 后 再 按照 上 述 方法 拆 离 。 第 四 ， 从 下 
往 上 ( 不 能 从 上 往 下 ) 返 溯 每 一 又 枝 上 出 现 的 简单 公式 及 其 否 
定 ， 如 果 发 现 同一 简单 公式 及 其 否定 都 出 现 ， 那 就 在 发 现 的 又 枝 
下 端 划 上 和 信号。 凡 有 信号 的 又 枝 就 是 关闭 的 枝 。 如 果 所 有 叉 枝 均 
为 关闭 的 枝 ， 那 么 该 真 值 树 就 是 完成 的 树 ， 否 则 就 不 是 E 成 的 
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树 。 如 果 一 个 区 涵 式 的 真 值 树 是 完成 的 树 ， 那 么 读 蕴 涵 式 是 重 言 . 
式 ， 否 则 便 不 是 重 言 式 。 


例 1 .判定 (p 一 >q ) 一 > (一 4 一 > 一 p ) 是 否 重 言 式 。 


“证 (1)P 一 >q : 步骤 一 “ 
(2 ) 一 (一 4 一 人 一 p) 步骤 二 
(3 ) 一 4A Tp FRZ, EDA 
(4) 一 PVd PRZ, HODA 
(5 ) 一 q NA 
(6》 H PRZ, 据 ( 3 ) 得 
(7) — gq PRZ, 据 ( 4 ) 得 

A'A 


从 行 (7) WB EtE FJ, 一 p 和 行 (.6 ) 的 p 相 矛盾 ,q 和 行 
(5) 的 一 q 相 矛盾 ， 所 以 在 行 ( 7 ) 的 一 p 和 q 下 均 划 上 人 号 以 表 
示 这 两 个 叉 枝 都 是 关闭 的 。, 该 真 什 树 是 完成 的 ， 因 此 原 公式 是 重 
言 式 。 Z 
4. 演 绎 证 明 法 ” 任 一 命题 公式 是 否 是 重 言 式 ， 还 可 以 放 在 某 
一 命题 推理 系统 中 加 以 演绎 证 明 ， 这 种 系统 可 以 是 公理 推 理 系 
统 ， 也 可 以 是 自然 推理 系统 ， 任 一 命题 公式 只 要 在 这 些 系统 中 得 
到 证 明 ， 就 可 以 被 断定 为 重 言 式 。 所 谓 公理 推理 系统 ， 就 是 把 少 
数 几 个 公理 C 即 不 加 证 明 的 命题 公式 ) 作为 推理 的 出 发 点 或 前 
提 ， 按 照 一 定 推理 规则 进行 推理 证 明 的 系统 。 所 谓 自然 H: 理 系 
统 ， 就 是 其 出 发 点 不 是 公理 而 是 推理 时 引进 假设 的 演绎 推理 系 
统 。 当 然 ， 不 管 哪 种 系统 ， 只 要 前 提 真 实 ， 或 者 说 前 提 是 重 ë 
式 ， 同 时 推理 形式 正确 ， 那 么 结论 就 一 定 真实 ， 或 者 说 结论 也 一 
定 是 重 言 式 。 关 于 演绎 证 明 法 ， 我 们 将 在 下 一 节 的 命题 逻辑 的 演 
算 系 统 中 详细 介绍 。 

SERE ”有 的 简单 公式 可 以 从 直观 上 看 出 是 重 言 式 ， 比 如 
PVP 这 种 简单 析 取 式 就 是 明显 的 重 言 式 。 我 们 对 任何 命题 公 
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式 都 可 以 通过 等 值 置换 而 消除 其 中 的 蕴含 词 一 > 和 等 值 词 < 一 >， 
从 而 只 剩 下 只 有 八 ，V 和 一 的 命题 公式 ;进而 构成 由 简单 析 取 式 
作为 合 取 项 的 合 取 范 式 如 果 合 取 范 式 中 的 每 个 合 取 项 、 即 每 个 简 
单 析 取 式 都 是 重 言 式 ， 那 么 就 说 明了 原 命题 公式 是 重 言 式 。 这 就 
是 用 范式 判定 重 言 式 的 方法 。 详 细 内 容 我 们 将 放 在 下 面 的 “范式 ” 
部 分 中 讲述 。 


五 范式 

范式 就 是 最 规范 、 最 标准 的 公式 ， 在 数学 中 一 般 称 为 “ 通 
式 ”。 命 题 逻辑 的 范式 是 说 ， 如 果 命 题 E 辑 公 式 只 包含 联结 词 
八 ，V 和 一 ， 并 且 其 中 否定 符号 一 只 属于 一 个 变 项 ， 那 么 它 就 是 
WR. HAR PATA) V (—rVS)A(—pVq)) 就 
是 范式 。 而 公式 (pVq ) Aa (qVr) 人 AS 则 不 是 范式 ， 因 其 中 
的 一 属于 析 取 式 qVr 的 整体 ， 不 合 上 述 规定 。 

(一 ) 主要 概念 

1. 简 单 析 取 ”我 们 把 其 支 命题 是 命题 变 项 或 命题 变 项 的 否定 
的 析 取 式 称 作 简 单 析 取 。 例 如 :P,pV 一 qd, pV4Vr，pV 了 TP 都 
是 简单 析 取 。 而 pV PAI), PAT) VCq 信 7) 就 不 是 简单 
析 取 ,一 个 简单 析 取 是 重 言 式 , 当 且 仅 当 它 至 少 含有 一 对 这 样 的 析 
取 支 ， 其 中 一 个 是 某 变 项 ， 而 另 一 个 是 它 的 否定 。 例 如 简单 析 取 . 

pV qp Va 

' 就 是 重 言 式 ， 因 为 其 中 含有 一 对 如 pV p 形式 的 析 取 支 。 而 Pp 
V 一 qaV 一 7 就 不 是 重 言 式 。 

2. 简 单 合 取 我们 把 这 样 一 些 合 取 式 称 作 简单 合 取 ， 其 支 命 
题 是 一 个 个 的 命题 变 项 或 命题 变 项 的 否定 。 例 如 :p，pA 人 一 q9，Pp 
入 qdqAr，pA 人 一 p 都 是 简单 合 取 ,而 PA 人 (pVq), pA) Ar 就 
不 是 简单 合 取 ， 因 为 其 支 命 题 中 出 现 了 pV q 这 样 的 析 取 式 ， 而 不 
都 是 单独 的 命题 变 项 。 简 单 合 取 一 个 简单 合 取 是 矛盾 式 ， 当 且 仅 
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当 它 至 少 含有 一 对 这 样 的 合 取 支 ， 其 中 一 个 是 某 变 项 ， 而 另 一 个 
是 它 的 否定 。 例 如 简单 合 取 

pA—pAq 
就 是 矛盾 式 ， 因 为 其 中 含有 一 对 如 p 人 一 p 形 式 的 合 取 支 M p 
AA 就 不 是 矛盾 式 。 

3. 析 取 范 式 ”我 们 把 其 支 命题 都 是 简单 合 取 的 析 取 式 称 作 析 
RÉA Mm: CoOpAq)Vp, (PAA) V (一 p 八 一 q ) 就 是 析 取 
范式 。 析 取 范 式 易于 显示 矛盾 ,一 个 析 取 范式 是 否 为 矛盾 的 ， 可 以 
用 极 简易 的 方法 在 有 穷 步 又 内 判定 ， 这 是 因为 每 一 个 析 取 范 式 都 
由 几 个 简单 合 取 组 成 。 如 果 组 成 析 取 范式 的 每 一 个 简单 合 取 都 是 
永 假 的 矛盾 式 ,那么 该 析 取 范式 就 是 永 假 的 矛盾 式 。 例 如 析 取 范式 

(PAAP) V (z Ar) 
就 是 永 假 的 矛盾 式 ， 因 为 其 中 的 简单 合 取 p 人 qd 人 Ap 和 Fr 人 = 都 
是 永 假 的 矛盾 式 。 

4, 售 取 范 式 ”我 们 把 其 支 命题 都 是 简单 析 取 的 合 取 式 称 作 合 
取 范 式 。 例 如 : (PV) A (pVq), (PVA) 人 r 就 是 合 取 范 
式 。 合 取 范 式 易 于 显示 重 言 式 。 一 个 合 取 范式 是 否 为 重 言 的 ， 可 
以 用 极 简 易 的 方法 在 有 穷 步 具 内 判定 。 这 是 因为 每 一 个 合 取 范 式 
都 由 几 个 简单 析 取 组 成 。 如 果 组 成 合 取 范式 的 每 一 个 简单 析 取 都 
是 永 真 的 重 言 式 ， 那 么 该 合 取 范 式 就 是 永 真 的 重 言 式 。 例 如 合 取 
范式 

(pVqV—q)A (rV) 
就 是 永 真 的 重 言 式 ， 因 为 其 中 的 简单 析 取 pVqV —afirV —r 都 
是 永 真 的 重 言 式 。 

不 同 的 析 取 范式 或 合 取 范式 可 以 表达 同一 的 真 值 函 项 。 比 如 

下 面 两 个 合 取 范 式 
(C—pVa)A (—qVt) A ( <tVp) 
(—qVp)A (—Va)A(—QpVt) 
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其 范式 形式 不 同 ,但 其 真 值 函 项 却 相 同 。 在 命题 演算 中 ,我 们 经 常 
需要 将 这 些 不 同形 式 的 范式 转换 为 具有 唯一 性 的 范式 , 即 优 范式 。 

5, 优 析 取 范式 ”满足 下 述 条件 的 析 取 范式 就 是 优 析 下 范式 : 

(1 ) 如 果 某 一 命题 变 项 在 范式 中 出 现 ， 那 么 它 要 在 每 一 个 
简单 合 取 里 都 出 现 ; 

《2 ) 范式 中 不 存在 永 假 的 简单 合 取 ; 

( 3 ) 在 简单 合 取 中 没有 相同 的 命题 变 项 

《 4 ) 没有 相同 的 简单 合 取 ; 

《5 ) 范式 中 的 命题 变 项 及 其 否定 按 字 母 表 顺序 排列 ， 其 顺 
序 一 般 为 ， [p,， Tp, q, —q, r, —r, S, S, Pi, pi; 
> š 

6. 优 合 取 范 式 ”满足 下 述 条 件 的 合 取 范 式 就 是 优 合 取 范 式 ， 

(1) 如 果 某 一 命题 变 项 在 范式 中 出 现 ， 那 么 它 要 在 每 一 个 
简单 析 取 里 都 出 现 ; 

〈2 ) 范式 中 不 存在 永 真 的 简单 析 取 8 

(3 ) 在 简单 析 取 中 没有 相同 的 命题 变 项 ; 

( 4 ) 没有 相同 的 简单 析 取 ; 

(5 ) 范式 中 的 命题 变 项 及 其 否定 按 字 母 表 顺序 排列 ， 其 顺 
序 如 前 。 

(二 ) 存在 定理 ”是否 任何 命题 公式 都 有 范式 呢 ? 是 否 任何 
命题 公式 都 有 唯一 的 优 范 式 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 因 此 有 两 个 存在 
定理 ， 

1. 范 式 存在 定理 : 任何 命题 公式 都 存在 着 与 其 等 值 的 析 取 范 
式 和 合 取 范 式 。 

对 于 这 个 定理 ， 只 要 我 们 证 明 在 命题 逻辑 中 存在 着 一 类 能 行 
的 方法 ， 借 助 这 类 方法 能 够 把 任 一 命题 逻辑 公式 变换 为 等 值 于 它 
的 析 取 范式 和 合 取 范式 ， 就 完成 了 该 定理 的 证 明 。 下 面 是 具体 证 
BH, 


. 73. 


( 1 ) 命题 逻辑 中 有 这 样 的 重 言 等 值 式 和 置换 定理 ,借助 于 
它们 可 以 把 任 一 命题 逻辑 公式 变换 为 范式 。 这 些 等 值 式 是 : 

人 @ 双 重 否定 律 一 一 p< 一 >p， 借 助 它 可 消去 双重 否定 

@ 蕴 涵 析 取 律 ( p 一 >d ) < 一 > (一 pDVq ) ， 能 把 一 > 变换 为 
VÄ; 

OFER ( p< >dq) 4> (pa) V (了 PA™mq )， 能 把 
< 一 变换 为 一 ， 人 和 V。 

经 过 这 样 的 变换 ， 所 获得 的 公式 只 包含 还 辑 常 项 一 、 八 和 
V， 因 此 它 是 范式 。 

(2) 命题 逻辑 中 存在 着 这 样 一 类 重 言 等 值 式 ， 借 助 于 它 位 
和 置换 定理 ， 经 过 有 穷 步 又 可 以 把 任 一 范式 变换 为 析 取 范式 和 
合 取 范式 。 这 些 等 值 式 是 : 

DA. RREPA mpya, MPV 
人 一 q， 借 助 它 能 把 否定 符号 一 分 别 移 至 单个 的 命题 变 项 前 

回 分 配 律 P 和 (dVr)<> (pAq)V (pAr), pV (q A. 
T) <> (pV4) 八 (pVr), 通过 它们 可 把 范式 变换 为 析 取 
范式 或 合 取 范 式 。 

所 以 任何 命题 公式 都 能 化 为 析 取 范式 和 合 取 范式 。 范 式 存在 
定理 得 证 。 

2. 优 范式 唯一 存在 定理 ， 任 何 命题 公式 都 有 一 个 唯一 的 优 合 
取 范 式 和 一 个 唯一 的 优 析 取 范 式 。 

在 定理 证 明 中 ， 关 于 优 范式 存在 的 问题 比较 明显 ， 因 为 每 一 
公式 都 是 一 个 有 穷 长 的 符号 序列 。 从 这 一 公式 的 范式 出 发 经 过 有 
穷 次 的 展开 ， 销 去 初 排列 ， 最 后 必然 可 以 得 到 原 公式 的 优 合 取 范 
式 和 优 析 取 范式 。 但 也 ， 关 于 优 范式 唯一 性 问题 的 证 明 却 比较 复 
杂 。 我 们 这 里 就 省 略 了 。 

(三 ) 范式 求法 

RERAMA RÖRS RE: 
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1. 销 去 一 > 和 < 一 >: 

(1 ) p 一 >q 换 以 一 DVdqs 

(2 ) p< 一 >q 换 以 (PAg)V pAn) R pa) 
A (PV). 

2 .否定 号 的 内 移 和 销 去 ， 

(1) PRAP; 

(2) pVa ) RATATI; 

(3 ) 一 (Adq ) 换 以 一 pV 一 q。 

3. 合 取 和 析 取 的 置换 : 

(1) 合 取 和 析 取 的 各 支 可 相互 交换 ， 

(2 ) 依 需 要 可 改变 合 取 和 析 取 支 的 次 序 ， 

( 3 ) 据 分 配 律 


B. 


解 : 


最 后 一 行 
例 2. 


解 : 


PV GOAT ) 换 以 (pVq) 八 (PVr)s 

pA (qVr) 换 以 (pAq)V (PAr)。 

求 ((p 一 >q ) 人 Pp ) 一 >q 的 合 取 范式 。 

Omt ( qpVa )Ap) Vq (〈 销 去 一 > ) 
atapa) Vo) Va ( 否定 号 内 移 ) 
图 (一 mpA 人 一 4) V) Va (BESKE) 
PADa) V—p) Vq( 销 去 双 否 ) 

@( (pV—p)ACopV q) ) Va (分 配 ) 
@(pV—pVa)A(—pV—qVa) (分 配 ) 
的 公式 就 是 合 取 范 式 。 

RKI ( p—— —p ) 的 析 取 范式 。 

Dn (PAT) V (PAn) ) ( 销 去 < 一 > ) 
@— (PAP) V (Ap) ) (HERA) 
一 (PA 人 局 Pp ) 人 一 (一 p 人 p ) (否定 号 内 移 ) 
图 (一 pV 一 一 p ) À ( —pV—p ) (否定 号 内 移 ) 
©(pVp) A (PVP) (HARF) 
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@( (Vp) AD) V ((—pVp) AD) (分 配 》 
@(—pAp)V (pAp)V (TPATP)V (pA P ) 
zJ FA Ç (分 配 ) 
最 后 一 行 的 公式 就 是 析 取 范式 。 
下 面谈 优 范式 的 求法 ， 其 步 又 是 : 
1. 展 开 规 则 : 
(1 ) 据 p< >p 人 (qdqV 一 qd)，p 换 以 p 人 (qdqV 一 qd) s 
(2 ) 据 p< 一 >pV (gdA 人 一 qd ) ，p 换 以 pPV (qdA 一 da ) 。 
2, 销 去 规则 ， 
(1 ) 据 pPVp< 一 pp，pVp 换 以 p， 
据 p 人 p< 一 >"p，p 人 p 换 以 p; 
(2 ) 据 pV (qA—q) <->p， 前 者 换 以 p， 
据 pV ( qA—qAr ) <p, MARAP: 
(3 ) HPA (qdV 一 qd ) <>p， 前 者 换 以 Pp， 
#PpA (qVqVr)<>p， 前 者 换 以 p。 
3. 排 列 规则 ， 
根据 交换 律 和 结合 律 把 变 项 与 它 的 否定 按 字 母 表 顺序 排列 。 
例 1. 求 p 一 > ( p 一 >q ) 人 一 ( p— —q ) 的 优 析 取 范式 。 
解 ， DO 一 pV (一 PV4) An —pV ma) (A) 
@—pV (Va) A Crp nmm) (D +m) 
@—pV (Va) A (pAq) (RE) 
@-pV ( —pA (pAq) ) V (qA (PAA) ) (分 配 > 
@—pV ( —pApAq) V ( qAPAq) (结合 ) 
@—pV ( —pApAq) V ( pAqAq) (交换 ) 
@—pV (pAq) (H) 
@—pA (aV—a) V (pAq) (RF) 
@(—pAq)V ( pA) V ( pAq) (分 配 ) 
最 后 一 行 的 公式 就 是 优 析 取 范式 。 


例 2. 求 (一 p 一 >5 ) A (qap ) 的 优 合 取 范式 。 
解 : Q (——pVr ) A ( ( qqaVp ) A ( pVa) ) 
( #i— #l<—) 
@(pVr) AC ( qqaVp) A ( +pVa) ) (RE) 
@(pVr)D A ( qqVp)A ( —pVq) (结合 ) 
@( (PVE) V (qA—q) )A ( ( 1aVp ) V CA 
a) )A( (TPVq)V (rA—T) ) (ER) 
@( (pVrVa)A (pVrV—q) ) A( ( qq Vp V 
r)A(—qVpV r) )A ( ( pVqVtI) A (Tp 
VavVmr) ) (分 配 ) 
@(pVaVr) ApV—-qdVDACGV—adVD AC p V 
maV r) AC3pVqVrDAC-pVqV r) (结合 ) 
最 后 一 行 的 公式 就 是 优 合 取 范 式 。 
(四 ) 范式 作用 ”范式 的 各 种 逻辑 性 质 决定 它 有 很 多 重要 作 : 
用 。 
1. 析 取 范 式 的 作用 
(1) 可 以 判别 任 一 命题 公式 是 不 是 矛盾 式 。 例 如 判别 〈 
一 >d ) 人 (d 一 >T ) 人 一 (p 一 >T ) 是 否 矛盾 ， 就 可 以 通过 
它 的 析 取 范式 ( 一 p 人 一 4ApA 人 下) V ( —qpArTAp A tr) V 
(qA—qApA 1) V ( qArApA t ) 的 每 一 个 简单 合 取 都 . 
是 矛盾 式 ， 而 判定 它 整 个 公式 也 是 矛盾 式 。 
(2) 可 以 部 分 地 表现 出 任 一 命题 公式 的 真 假 条 件 。 例 如 p 
一 >q 八 ?的 析 取 范式 是 一 pV( q 人 r+ ) 。 可 以 看 出 ， 原 Z 式 在 p 
假 或 者 g 和 I 都 真 的 情况 下 是 真 的 。 当 然 这 方面 的 作用 是 有 限 的 ， 
比如 上 面 的 析 取 范式 就 没有 举 出 p 假 g 真 ? 假 等 情况 。 
2. 合 取 范 式 的 作用 ， 可 以 判别 任 一 命题 公式 是 否 为 重 言 式 。 
如 果 某 命题 公式 的 合 取 范 式 是 重 言 式 ， 即 这 个 合 取 范 式 的 每 个 简 
单 折 取 都 是 重 言 式 ， 那 么 原 命题 公式 就 是 重 言 式 。 
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例 1. 用 范式 方法 求证 ( P~>d ) 一 (一 q~> 一 p) 是 否 重 言 式 。 
EH: @ 盖 (一 pVd) V (一 qdqV 一 p) ( 销 去 一 > ) 
@(—pA—q)V (——aV-—p) (D+ M) 
@(pA—a)V (aV) (WE) 
@(pVaV—p) A ( —<qVaV—p) (分 配 ) 
其 中 简单 析 取 都 是 重 言 式 ， 所 以 原 公式 是 重 言 式 。 
例 2. 用 范式 方法 求证 ( p— q ) 一 > (qd 一 >p ) 是 否 EE 
式 。 
EH: Oopa) V (一 4Vp) ( 销 去 一 > ) 
© (mpna) V (—aVp) (D+ M) 
@(pA—q)V (—qVp) (RE) 
@(pV-—qVp )A ( qqV—a Vp) (分 配 ) 
其 中 有 的 简单 析 取 不 是 重 言 式 ， 所 以 原 公式 不 是 重 言 式 。 
3. 优 析 取 范式 的 作用 I 
(1) 可 以 判别 任 一 命题 公式 是 不 是 矛盾 式 。 这 跟前 述 的 Sr 
取 范 式 的 作用 一 样 ， 只 不 过 当 销 去 矛盾 的 简单 合 取 之 后 ， 优 析 取 
范式 就 表现 为 零 公 式 。 
(2) 可 以 完全 地 表现 出 任 一 命题 公式 的 真 假 条 件 。 这 比 前 
: 述 的 析 取 范式 的 作用 要 前 进一步 。 其 表现 方法 是 ， 每 一 析 取 支 都 
表明 了 使 原 公式 为 真 的 一 种 真 假 组 合 可 能 ， 而 所 有 析 取 支 就 表明 
了 全 部 使 原 公式 为 真 的 真 假 组 合 可 能 。 
BH. 判明 p 一 9 人 Ai 的 真 假 情况 。 
R: OpV (dAr) ( 销 去 ~ ) 
@(—pA (aV) A (rV—r) ) V 
((qADA (PVP (展开 ) 
图 pA AD V PAAT V (一 pA 人 一 4 人 AT) 
V PATAT V ( qArAp) V (qArA—p) 
《分配 ) 
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@ (pAqAr) V ( <pAqAr) V ( q<pAqA—) 
V PATUA D V OPA TATI ( 销 去 和 排列 》 
最 后 一 行 的 公式 就 是 优 析 取 范式 ， 从 中 可 以 看 出 原 公式 在 五 种 真 - 
假 组 合 里 是 真 的 。 
(3) 可 以 表明 任意 两 个 命题 公式 之 间 是 否 等 值 。 这 一 点 因 
为 跟 优 合 取 范式 一 样 ， 所 以 放 在 下 面 来 讲 。 
( 4) 可 以 对 命题 公式 进行 化 简 ， 也 因为 跟 优 合 到 范式 一 样 ， 
放 在 下 面 来 讲 。 
4. 优 合 取 范 式 的 作用 
(1) 可 以 判别 任 一 命题 公式 是 否 为 重 言 式 。 重 言 式 的 优 合 - 
取 范 式 为 零 公式 。 例 如 (p 一 >q) 一 >( 一 gq 一 > 一 p) 的 合 取 范式 为 
(pVqaV—p ) A ( qq VqaV—p), # 去 重 言 的 简单 析 取 所 得 的 : 
优 合 取 范 式 即 为 一 零 公式 。 因 此 用 优 合 取 范 式 可 以 判别 重 言 式 。 
(2) 可 以 表明 任意 两 个 命题 公式 之 间 是 否 等 值 。 这 一 点 跟 
优 析 取 范式 的 作用 相同 。 因 此 ，、 命 题 公式 的 互相 等 值 可 用 优 范式 
定义 为 : 公式 A 和 公式 B 是 等 值 的 ， 当 且 仅 当 A 的 优 合 〈 析 ) H. 
范式 和 B 的 优 合 ( 析 ) 取 范 式 是 同一 的 。 
例 1. 用 优 合 取 范式 判别 公式 A: pA ( p— q) MARB: 
一 (p 一 > 一 qd ) 是 否 等 值 。 
解 ， 公式 A 的 优 合 取 范式 : 
pA (—pVq) (HH) 
回 (pV(qA 一 9)A (—pVq) (RF?) 
@(pVa )A (pV—qa) A ( p Va ) (分 配 ， 结 合 》 
公式 B 的 优 合 了 到 范式 : 
Onm pV-q) (HH) 
©PA^q( D-M, RA ) 
®© (pV (qA—432)A (qV (pA—p) ) (展开 ) 
@¿(pVa)A (pV—qg) A (qVp) A ( qV—p ) G> 
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配 ， 结 合 
@ Te De E TE ( 交 
换 ) 
@(pVa )A (pV—q) A ( —pVq) (消去 ) 
十 分 明显 ，A 和 B 的 优 合 取 范 式 是 同一 的 ,所 以 A 和 B 等 
Ao 
(3) TURRE- REAR BAKARE W o DJ 
如 A 和 B 的 优 合 取 范式 表明 ， 从 A 和 B 可 以 推断 出 : 

@p Va; Ë 

@pV —q; 

@—p Va 

@(pVa)A (pV—a)s 

@(pVa)A ( —qpVq); 

@(pV—q)A (—pVa); 

@(pVa)A (pV—q)A ( TpVa>;, 

Oep Ru fJ HH ORE 

@ 提 分配 和 加 元 由 @ 可 推出 gq。 

(4) 可 以 对 命题 公式 进行 化 简 ， 这 一 点 跟 优 析 取 范 式 的 作 

”用 相同 。 求 得 优 范式 后 再 根据 分 配 律 (PVq) A (pV a) 等 值 
pV (qA), ， 进 而 等 值 于 p， 因 此 就 可 以 用 p 代 替 前 二 者 ， 
- 从 而 使 前 二 者 化 简 。 

例 1. 化 简 p 人 A(pVd)。 

R: Q (pV (qA OA (pVa) (RF) 
@(pVa)A (pV—a) A ( pnVqa) (分 配 ) 
@(pVa )A (pV—q) (HR) ( 即 优 合 取 范 式 ) 
r (化 简 ) 

例 2. 化 简 pP 人 (一 pVq ) o 

解 : Q(pV (qA-q) )A 人 (一 pVg) (RF) 
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@(pVa)A(pV—-q)AC—pVa) (分 配 》 
@¿(pVa)A (pV—a) A (pVa) 
ACpVa) (HHA) 
@(pV (qA )A (aV (pA p) ) ( 2⁄2 Ë y: 
@pAq ( 销 去 ) (化 简 ) 
例 3 .化 简 ( p 一 > 一 qd ) 一 > (p< 一 > 一 4 ) 。 
解 @— (—pV—q) V (PATa) V (pAn y 
( 销 去 一 >，< 一 > ) 
®© (ampan) V (pA—q) V (PAT ) 
(D-M) 
@(pAq) V (PATa) V ( qpAq) (RE) ( HI 
优 析 取 范式 ) 
@pVa (化 简 。 根 据 @ 表 明 的 原 公 式 的 三 种 可 能 为 真 的 
情况 ， 它 与 PVq 是 重 言 等 值 式 ) 


六 ”推理 

这 里 介绍 一 些 传统 的 复合 命题 推理 问题 。 在 传统 逻辑 中 ， 复 
合 命题 推理 包括 联 言 推理 、 选 言 推理 、 假 言 推理 、 二 准 推理 等 。 
这 些 推理 还 可 以 在 后 面 的 命题 演算 系统 中 出 现 并 得 到 证 明 ， 但 是 
在 那里 却 不 能 得 到 详细 讲解 。 因 此 在 这 里 作 些 介 绍 。 

应 用 数理 逻辑 方法 去 分 析 处 理 传统 逻辑 的 推理 问题 是 易 如 反 
党 的 。 这 实际 上 是 对 无 具体 内 容 的 形式 符号 作 特 定 的 解释 罢了 。 
但 要 注意 以 下 情况 : 

(一 ) 不 是 自然 语言 中 的 所 有 “不 ”“ 无 ”都 能 引用 否定 词 
一 ( 例如 “不 定式 ”、“ 无 机 化 合 物 ”， 都 不 是 “定式 ”“ 有 机 
化 合 物 ”的 否定 。 如 “爱情 不 是 有 机 化 合 物 ”不 能 说 成 “爱情 是 
无 机 化 合 物 ”。 ) 

( 二) 自然 语言 中 的 “或 ”如 表示 不 相 容 关 系 , 则 不 能 单 用 析 取 - 
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词 表示 。( 例如 Pp 与 4 不 相 容 ， 则 “P 或 4” 要 用 (PVI) ATCP 
人 dg ) ER, 方才 全 面 。) 

三 ) 自然 语言 中 的 “如 果 , 那 么 ”要 是 表示 推理 ,使 用 蕴涵 词 
一 > 和 等 值 词 < 一 > 时 ,其 两 端 必须 有 意义 上 事实 上 的 联系 。 用 一 p 
Vq 置 换 p 一 q 进 行 核算 ， 有 时 要 产生 “蕴涵 怪 论 ”, 所 以 必须 验证 。 

现 将 常用 的 推理 方式 解析 如 下 : 

(一 ) 联 言 推理 ” 联 言 推理 是 指 ， 或 者 结论 是 一 个 联 言 命 
题 ， 而 各 个 前 提 是 该 联 言 命题 的 各 个 联 言 支 ;或 者 前 提 是 一 个 联 
言 命题 ， 而 结论 是 这 个 联 言 命题 的 一 个 联 言 支 。 联 言 推理 包括 ， 

1. 合 成 式 联 言 推理 ”就 联 言 命 题 与 它 的 联 言 支 的 真 假 关系 
来 说 ， 如 果 所 有 的 联 言 支 都 是 真 的 ， 那 么 联 言 命题 就 是 真 的 。 联 
言 推理 合成 式 的 前 提 分 别 断 定 了 各 个 联 言 支 是 真 的 ， 因 而 联 言 推 
. 理 合成 式 的 结论 就 能 够 断定 由 这 些 联 言 支 所 构成 的 联 言 命题 是 真 
的 。 例 如 : 林肯 是 美国 的 一 位 总 统 ， 林 肯 是 被 刺杀 的 ; 所 以 ， 林 
肯 是 美国 的 一 位 总 统 并 且 他 是 被 刺杀 的 。 合 成 式 联 言 推理 的 -一般 
推理 形式 是 pd 一 >p 八 qd。 

2. 分 解 式 联 言 推理 ”如 果 一 个 联 言 命 题 是 真 的 ， 它 的 联 言 支 
就 都 是 真 的 。 联 言 推理 的 分 解 式 的 前 提 断 定 了 一 个 联 言 命题 是 真 
的 ， 因 而 联 言 推理 分 解 式 的 结论 就 能 够 断定 这 个 联 言 命题 的 联 言 
支 是 真 的 。 例 如 : 零 既 不 是 质数 也 不 是 合 数 ， 所 以 ， 零 不 是 一 个 
质数 。 分 解 式 联 言 推理 的 一 般 推理 形式 是 ，p 八 dq 一 >p， 或 p 八 4 
一 >q。 

(二 ) 选 言 推 理 ” 是 这 样 一 种 具有 两 个 前 提 的 推理 ， 其 中 一 
个 前 提 是 选 言 命题 ， 另 一 个 前 提 是 这 个 选 言 命题 的 一 部 分 选 言 支 
( 或 其 否定 ) 。 又 分 : 

1. 相 容 选 言 推理 ”以 相 容 选 言 命 题 作 前 提 之 一 的 选 言 推理 就 
是 相 容 选 言 推理 ,这 种 推理 只 有 一 种 正确 的 形式 , 即 否 定 肯 定式 : 
注 提 否定 一 个 选 言 支 ， 结 论 肯 定 另 一 选 言 支 。 例如 ， 这 份 统计 
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吉 格 的 错误 或 是 由 于 资料 不 可 靠 ， 或 是 由 于 计算 不 准确 ， 但 实际 - 
不 是 由 于 计算 不 准确 ， 所 以 ， 这 份 统计 表格 的 错误 是 由 于 材料 不 
可 毫 。 相 和 容 选 言 推理 的 一 般 推 理 形 式 是 : (pVq ) 人 一 p 一 >q。 

2. 不 相 容 选 言 推理 ”以 不 相 容 选 言 命题 作 前 提 之 一 的 选 言 推 
理 就 是 不 相 容 选 言 推理 。 它 有 两 种 形式 : 

( 1 ) 肯定 否定 式 ”前 提 肯 定 一 个 选 言 支 ， 而 结 论 否定 其 他 . 
选 言 支 。 例 如 : 战争 或 者 是 正义 的 ， 或 者 是 非 正义 的 ， 反 法 西 斯 
战争 是 正义 的 ， 所 以 ， 反 法 西 斯 战争 不 是 非 正义 的 。 肯 定 否定 式 : 
不 相 容 选 言 推进 的 一 般 推理 形式 是 (〈(pPVq ) 人 一 (ppAq) ) 人 
p 一 > 一 q。 国 为 此 时 对 不 相 容 关 系 主要 是 用 其 不 共 真 的 方 面 ， 
所 以 也 可 简化 为 一 ( pAq ) 人 Pp 一 > 一 qd。 

( 2 ) 否定 肯定 式 ” 前 提 否 定 除了 一 个 选 言 支 以 外 其 他 各 选 
言 支 ， 而 结论 肯定 另 一 选 言 支 。 例 如 ， 人 的 正确 思想 或 是 从 天 上 
挤 下 来 的 ， 或 是 自己 头脑 里 固有 的 ， 或 是 从 实践 中 来 的 ， 人 的 正 
确 思想 不 是 从 天 上 掉 下 来 的 ， 也 不 是 自己 头脑 里 固有 的 ;所 以 ， 
人 的 正确 思想 只 能 从 社会 实践 中 来 。 否 定 肯 定式 不 相 容 选 言 推理 
的 一 般 推理 形式 是 : ( (pVq) 人 一 (pq) ) 人 一 ?一 >q。 此 
时 对 不 相 容 关系 的 前 提 主 要 芭 用 其 不 共 假 的 方面 ， 所 以 也 可 简化 
为 (pVq) 人 7p 一 >q。 

(三 ) 假 言 推理 ”前提 中 包含 假 言 命题 的 推理 是 假 言 推理 。 
它 有 两 种 情况 : 

1. 混 合 假 言 推理 这 是 常见 的 推理 情况 ;一 个 前 提 是 假 言 命 
题 而 另 一 前 提 是 直言 命题 、 其 结论 也 是 直言 命题 的 推理 。 

(1 ) 充分 条 件 假 言 推理 ”在 这 种 推理 中 ， 假 言 前 提 是 一 个 
充分 条 件 假 言 命题 的 假 言 推理 。 又 分 : 

@ 上 表 定 前 件 式 ”小 前 训 肯 定 大 前 提 的 前 件 ， 结 论 肯定 大 前 提 
的 后 体 。 例 如 :如 果 骄 傲 自满 ， 学 习 就 会 退步 ， 李 华 骄 傲 自满 
所 以 ， 李 华 退步 。 肯 定式 的 一 般 推 理 形式 是 ， (p 一 >q) 人 P- 一 >- 
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@@ 否 定 后 件 式 ”小 前 提 否 定 大 前 提 的 后 件 ， 结 论 否定 大 前 提 
的 前 件 。 例 如 : 如 果 短 路 ， 就 会 断 电 ， 现 没有 断 电 ， 所 以 ， 并 没 
短路 。 否 定式 的 一 般 推 理 形式 是 ，( ?一 >q) 人 一 q 一 > 一 p。 

(2) 必要 条 件 假 言 推理 ”就 是 它 的 假 言 前 提 是 一 个 必 要 条 
“ 件 假 言 命题 的 假 言 推理 。 我 们 讲 过 ， 必 要 条 件 假 言 命题 的 形式 是 
“只 有 Pp 才 q”。 现 代 逻 辑 在 讲 假 言 推理 时 ， 是 把 必要 条 件 假 言 fr 
题 转化 为 充分 条 件 假 言 命题 来 处 理 ， 即 把 “只 有 p 才 q” 转 化 为 
“如 果 q 那 么 Pp”。 又 分 : 

@ 否 定 前 件 式 ” 小 前 提 否 定 大 前 提 的 前 件 ， 结 论 否定 大 前 提 
的 后 件 。 例 如 : 只 有 不 县 艰难 险阻 才能 攻克 科学 堡垒 ， 王 同志 
怕 艰 难 险 阻 ， 所 以 ， 王 同志 不 能 攻克 科学 堡垒 。 否 定式 的 一 般 推 
理 形式 是 ， 只 有 p 才 q ( 或 非 p 则 非 qd ) ， 非 p， MA, {Eqs {E 我 
们 将 其 符号 化 为 ( 一 p 一 > 一 qd ) 人 一 p 一 > 一 q。 

OR EMIFA ”小 前 提 肯 定 大 前 提 的 后 件 ， 结 论 肯定 大 前 提 
的 前 件 。 例 如 :只 有 不 蔷 艰 难 险阻 才能 攻克 科学 堡 奴 ， 李 四 光 同 
志 攻 克 了 科学 堡垒 ， 所以， 李四光 同志 不 级 艰 难 险阻 。 肯 定式 的 
一 般 推 理 形 式 是 ， 只 有 p 才 q ( 或 非 ? 则 非 4 ), q; 所 以 p 。 但 我 
们 将 其 符号 化 为 : 〈 一 p 一 > 一 q ) 人 gd 一 >p。 

( 3 ) 充分 必要 条 件 假 言 推理 ”在 这 种 推理 里 ， 前 件 是 后 PE 
的 充分 而 又 必要 的 条 件 ， 而 后 件 也 是 前 件 的 充分 而 又 必 要 的 条 
件 。 即 如 果 p 一 >q4， 那 么 4 一 >p; 如 果 q 一 >p， 那 么 p 一 >q3 
总 之 p< 一 >q。 充 分 必要 条 件 假 言 推理 是 充分 条 件 假 言 推 理 和 必 
-要 条 件 假 言 推理 的 结合 ， 因 此 ， 它 有 4 种 一 般 推理 形式 : 

GD 肯定 前 件 就 要 肯定 后 件 ，( p< 一 >d ) 人 p 一 >q。 

@ 和 否定 后 件 就 要 否定 前 件 ，( p< 一 >q) A—uq—>—Ipo 

@ 肯 定 后 件 就 要 肯定 前 件 : (paqa ) 人 q 一 >p。 

@ 否 定 前 件 就 要 否定 后 件 ，( p< 一 >q ) 人 一 p 一 > 一 q。 
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2. 纯 粹 假 言 推理 ”大 前 提 、 小 前 提 和 结论 都 是 假 言 命题 的 推 
理 叫 作 纯粹 假 言 推理 。 例 如 : 如 果 通 电 就 会 发 热 ， 如 果 发 热 就 会 
膨胀 ， 所 以 ， 如 果 通 电 就 会 脱 胀 。 这 也 称 作假 言 联 锁 推 理 ， 其 一 
般 推理 形式 是 ( p 一 >q ) 人 ( qd 一 >r ) 一 > (p 一 ->T)。 

(四 ) 二 难 推理 ”是 一 种 特别 的 有 两 个 假 言 前 提 和 一 个 选 言 
前 提 的 推理 。 当 我 们 考虑 事物 有 两 种 可 能 性 以 及 每 一 种 可 能 性 会 
导致 某 一 后 果 时 ， 我 们 常常 采取 二 难 推理 的 形式 。 二 难 推理 在 辩 
论 中 常常 用 到 。 辩 论 的 一 方 常常 提出 一 个 断定 两 种 可 能 性 的 选 言 
前 提 ， 再 分 别 由 这 两 种 可 能 性 引伸 出 对 方 都 难于 接受 的 结论 。 二 
难 推 理 之 所 以 叫 作 “二 难 ”， 就 是 由 于 这 个 缘故 。 有 时 事物 不 只 
有 两 种 可 能 性 ， 而 是 有 三 种 或 四 种 可 能 性 ， 也 可 以 分 不 地 进行 三 
难 推 理 或 四 难 推 理 。 对 于 这 些 推理 情况 我 们 只 作 一 朋 介 绍 ， 不 再 
举例 。 二 难 推理 又 分 ， 

1. 构 成 式 其 选 言 前 提 的 各 个 选 言 支 ， 分 别 地 承认 了 每 个 充 
分 条 件 假 言 前 提 的 前 件 ， 结 论 就 分 别 地 承认 了 各 个 充分 必 
前 提 的 后 件 。 共 一 般 推理 形式 是 : 

(1 ) 如 果 p 那 么 r[， 如 果 q 那 么 r，P 或 d; 所以，r。 符 号 式 为 
(p—r)A(q—r)A (pVa )—r, 

(2 ) 如 果 p 那 么 r， 如 果 q 那 么 ;Pp 或 4; 所 以 ，r 或 s。 符号 
式 为 (p 一 >7 ) A (q—*s )A (pVq )— (TVs), 

2 .破坏 式 ”其 选 言 前 提 的 各 个 选 言 支 分别 地 否认 各 个 充分 条 
件 假 言 前 提 的 后 件 ， 结 论 就 分 别 地 否认 各 个 充分 条 件 假 言 前 提 的 
前 件 。 其 推理 形式 是 : 

(1) 如 果 p 那 么 gd， 如 果 p 那 么 r; 非 q 或 非 r， 所 以 ， 非 p。 
符号 式 为 ( p 一 >d ) A ( p—+r) 人 (一 4V 一 r ) 一 > 一 p。 

(2) 如 果 p 那 么 r， 如 果 q 那 么 s， 非 ?或 非 s;， 所 以 ， 非 p 或 非 
do FFR 为 ( p 一 >T ) Alas) 人 (一 TV 一 s ) 一 > (一 
pV) 


《五 ) 几 种 常见 的 其 他 推理 

1. 假 言 易 位 推理 ”前提 是 一 个 充分 条 件 假 言 命题 ， 而 结论 是 
一 个 否定 其 后 件 又 否定 其 前 件 的 假 言 命题 。 例 如 : 如 果 人 们 不 用 
一 定 的 方式 结合 起 来 共同 活动 和 互相 交换 其 活动 ， 人 们 便 不 能 从 
事 生产 ， 所 以 ， 为 了 从 事 生产 ， 人 们 便 发 生 了 一 定 的 联系 和 关 
系 。 其 一 般 推理 形式 是 ， 如 果 p 那 么 4， 所 以 ， 如 果 非 qa 那么 非 p。 
符号 式 为 (p 一 >q) 一 > ( —q— p ) 。 

2. 归 雇 法 ” 归 雇 法 这 个 推理 形式 在 证 明和 反驳 中 经 常 应 用 。 
为 了 证 明 A 成 立 , 先 假设 非 A 成 立 ,然后 从 非 A 逻 辑 地 推出 假 命 BL 
或 者 矛盾 命题 ， 于 是 否定 非 A 而 证 明 人 成立 。 为 了 反驳 A 成 sr, 
先 假设 A 成 立 ， 然 后 也 从 人 A 逻辑 地 推出 假 命题 或 者 矛盾 命题 ， 于 
是 否定 了 A。 这 都 是 应 用 充分 条 件 假 言 推理 的 否定 后 件 式 。 HE 
法 可 分 : 

(1 ) 反 驱 式 又 分 : 

@ 从 被 反 驶 的 命题 中 引伸 出 假 命 题 。 其 一 般 推理 形式 为 ， 姐 
果 p 那 么 非 4， 现 在 4， 所 以 非 p。 符 号 式 为 (p 一 > 一 q ) 人 qd 一 > 
一 p。 

加 从 被 反 驱 的 命题 中 引伸 出 两 个 相 矛 盾 的 命题 。 其 一 般 推 理 
形式 为 ， 如 果 p 那 么 4 且 非 g， 所 以 非 p。 符 号 式 为 (p 一 > (qA 
一 qd ) ) 一 > 一 p。 

蔷 从 被 反 驱 的 命题 中 引伸 出 与 其 相 了 矛盾 的 命题 。 其 一 般 推理 , 
形式 为 ， 如 果 p 那 么 非 p， 所 以 非 p。 符 号 式 为 ( p 一 > 一 p ) 一 > 
pe 

(2 ) 证 明 式 ”又 分 

@ 从 被 证 明 的 命题 的 否定 中 引伸 出 假 命题 。 其 一 般 推理 形式 
为 : 如 果 非 p 那 么 非 4， 现 在 4， 所 以 p。 符 号 式 为 (Tp 一 > 一 q ) 
人 qd 一 >p。 

加 从 被 证 明 的 命题 的 否定 中 引伸 出 两 个 相 矛 盾 的 命题 。 其 一 
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发 推理 形式 为 ， 如 果 非 p 那 么 q 且 非 q， 所 以 p。 符 号 式 为 (一 p 一 > 
XqA—q) ) 一 >p。 

3. 反 三 段 论 。 反 三 段 论 的 前 提 是 “如 果 p 并 且 q， 那 么 1” É 
式 ， 也 可 以 看 作 一 个 三 段 论 ， 反 三 段 论 的 结论 “如 果 p 并 且 非 ， 
那么 非 da” 形 式 可 以 看 成 是 把 上 述 三 段 论 的 一 个 前 提 加 以 否 定 ， 
结论 也 加 以 否定 ， 并 且 调 换 它们 的 位 置 而 成 。 例 如 : 如 黑客 观 条 
件 已 经 成 熟 而 主观 方面 也 作 了 充分 的 努力 ， 那 么 工作 一 定 能 成 
功 ， 所 以 ， 如 果 客 观 条 件 已 成 熟 而 工作 却 没 有 能 成 功 ， 那 么 一 定 
是 主观 方面 还 没有 作 充 分 的 努力 。 反 三 段 论 在 思维 中 是 经 常 出 现 
的 。 如 果 几 个 条 件 联 合 起 来 构成 菜 一 情况 的 充分 条 件 ， 那 么 ， 当 
该 情况 不 出 现时 ， 就 可 推出 几 个 条 件 中 至 少 有 一 个 条 件 尚 未 具 
备 。 反 三 段 论 的 一 般 推 理 形式 是 ， 如 果 p 并 且 q4， 那 么 r， 所 以 ， 
如 果 P 并 且 非 "， 那 么 非 4。 符 号 式 为 (Pp 人 gd 一 >?) 一 > (p 人 一 
了 一 > 一 qd ) 。 

4. 假 言 联 言 推理 ”这 种 推理 的 前 提 是 两 个 假 言 命题 ， 而 结论 
是 由 联 言 命题 作为 前 件 和 后 件 的 假 言 命题 。 又 分 : 

(1 ) 肯定 前 件 式 ”我 们 先 举 实例 ， 如 果 我 们 在 战略 EAS 
视 敌 人 ,我 们 就 要 犯 右 倾 的 错误 ， 如 果 我 们 在 战术 上 不 重视 敌人 ， 
我 们 就 要 犯 “ 左 ” 倾 的 错误 ， 所 以 ， 如 果 我 们 既 在 战略 上 不 葱 视 
敌人 ， 又 在 战术 上 不 重视 敌人 人， 那么 ， 我 们 就 要 既 犯 右倾 的 错误 
又 犯 “ 左 ” 倾 的 错误 。 其 一 般 推 理 形式 是 :如 果 p 那 么 g， 如 果 tr 那 
么 s; 所 以 ， 如 果 p 并 且 r， 那 么 q 并 且 s。 符号 式 为 (p 一 >q ) 人 
(I—>s)—> (pAr—qAs)>, 

《2 ) 否定 后 件 式 ”我 们 先 举 实例 ， 如 果 我 们 在 战略 上 RH 
视 敌 人 ， 我 们 就 要 犯 右倾 的 错误 ; 如果 我 们 在 战术 上 不 重视 6k 
人 ， 我 们 就 要 犯 “ 左 ” 倾 的 错误 ， 所 以 ， 如 果 我 们 要 既 不 犯 碳 的 
错误 ， 又 不 犯 “ 左 ”的 错误 ， 那 么 ， 我 们 就 要 既 在 战略 上 获 视 敌 
人 ， 又 在 战术 上 重视 敌人 。 其 一 般 推理 形式 是 ,如 果 p 3E Z q, 
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如 果 T 那 么 s 所 以 ,如果 dE aHes, 那么 非 p 并 且 非 


ro RERA ( p— q) 人 (IT 一 >s ) 一 > (一 4 人 一 s 一 > 一 pD 八 


—t)° 


第 二 节 命题 逻辑 的 演算 系统 


我 们 将 要 讲 的 是 逻辑 演算 ， 它 主要 指 的 是 命题 演算 和 谓词 演 
算 。 命 题 演算 是 研究 由 命题 经 过 使 用 联结 词 和 推理 规则 等 构成 更 
复杂 的 命题 ， 以 及 这 样 构 成 的 命题 之 间 的 推理 关系 。 在 命题 演算 
中 不 分 析 简 单 命题 的 内 部 结构 ， 不 考虑 它 是 怎样 构成 的 。 在 请 
词 演 算 ( 本 书 只 讨论 一 阶 谓词 演算 ) 中 ， 要 分 析 简单 命题 的 内 部 
结构 ， 研 究 由 命题 和 命题 函 项 经 过 使 用 联结 词 和 量词 所 构成 的 更 
复杂 的 命题 ， 以 及 这 样 构成 的 命题 之 间 的 推理 关系 。 从 推理 形式 
上 讲 ， 逻 辑 演算 又 分 为 公理 推理 系统 和 自然 推理 系统 。 公 理 推理 
系统 是 从 少数 几 个 公理 ( 即 不 说 自明 的 命题 或 公式 ) 出 发 ， 按 照 
推理 规则 进行 的 演绎 推理 ;自然 推理 则 是 不 从 公理 出 发 ， 而 是 以 
假设 为 前 提 ， 按 照 推 理 规则 进行 的 演绎 推理 。 人 们 还 把 公理 推理 
系统 称 作 上 古典 推理 系统 ， 把 自然 推理 系统 称 作 现 代 推 理 系 统 ， 这 
主要 是 前 者 发 展 的 历史 比较 久远 ， 而 后 者 是 本 世纪 30 年 代 后 才 兴 
起 的 。 


一 ”形式 系统 

逻辑 演算 系统 是 一 种 形式 系统 。 形 式 系统 都 是 通过 形式 化 方 
法 构成 的 。 形 式 化 方法 在 逻辑 科学 中 是 揭 示 思维 形式 结构 的 方 
法 。 我 们 知道 ， 任 何 具体 的 思想 都 是 形式 和 内 容 的 统一 。 如 果 把 
具有 各 种 不 同 内 容 的 命题 和 推理 加 以 比较 ， 就 可 以 揭示 出 概念 在 
命题 组 成 中 的 联系 方式 ， 即 揭示 出 它们 的 形式 结构 。 在 揭示 思维 
形式 结构 或 思维 形式 化 的 过 程 中 ， 要 引入 表达 形式 结构 的 人 工 符 
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号 语言 ， 借 助 于 一 定 的 符号 ， 比 如 可 以 把 充 分 条 件 假 言 命题 的 
形式 结构 表达 为 “如 果 p， 那 么 4”， 进 一 步 表 达 为 “p 一 qd”， 
等 等 。 思 维 的 形式 化 ， 有 利于 精确 地 揭示 各 种 逻辑 规律 ， 制 定 要 
应 的 逻辑 规则 ， 以 便 帮 助人 们 进行 正确 的 思维 训练 。 

所 谓 形式 系统 ， 就 是 完全 用 人 工 符号 语言 表达 的 演绎 推理 系 
统 ， 那 些 符号 没有 任何 具体 的 语义 内 容 。 换 句 话说 ， 在 形式 推理 
系统 中 ， 我 们 不 考虑 表示 推理 的 符号 可 作 何 种 语义 的 解释 ， 只 考 
虑 符号 与 符号 之 间 的 逻辑 关系 ;推理 本 身 没有 任何 内 涵 的 联系 ， 
只 表现 为 一 系列 符号 与 符号 之 间 的 变形 ， 犹 如 数学 演算 的 符号 变 
形 。 因 此 ， 迎 辑 推 理 的 形式 系统 又 称 作 “ 浸 辑 变 形 ” 或 “逻辑 演 
算 ”。 但 是 ， 这 并 不 意味 着 我 们 主张 形式 与 内 容 的 绝对 对 立 ， 也 
不 是 搞 什么 唯心 主义 的 符号 游戏 。 事 实 十 ， 这 些 符号 本 身 是 自然 
语言 的 逻辑 抽象 ， 而 符号 与 符号 之 间 的 逻辑 关系 ( 表现 为 推理 规 
MJ) 则 是 思维 规律 的 反映 。 逻 辑 学 之 所 以 要 暂时 脱离 内 容 而 纯 形 
式 地 研究 符号 ， 是 为 了 排除 各 种 不 必要 的 干扰 ， 从 而 能 更 精确 、 
更 严密 地 研究 思维 规律 和 推理 结构 。 

关于 形式 系统 的 构成 。 形 式 系统 的 第 一 部 分 是 它 的 形式 语 
言 。 语 言 是 传达 信息 的 表意 符号 系统 。 构 成 形式 语言 的 最 简单 的 
元 素 是 符号 ， 符 号 包括 字母 、 数 字 和 括号 。 符 号 的 有 穷 序 列 称 作 
表达 式 ， 而 满足 某 种 要 求 的 表达 式 称 作 合式 公式 。 确 定 一 个 公式 
是 否 是 合式 的 规则 称 作 形成 规则 ( 或 合式 公式 定义 ) 。 形 式 系统 
的 第 二 部 分 是 它 的 演绎 系统 。 任 何 一 个 演绎 系统 都 可 以 定义 为 二 
元 组 (A，R)，A 是 公理 的 集合 ，R 是 推理 规则 的 集合 。 如 果 A 不 
是 空 的 ， 郑 么 公理 和 导出 的 定理 可 作为 证 明 的 前 提 ， 这 样 的 系统 
称 作 公理 系统 ， 而 如 果 它 是 形式 化 的 ， 那 么 它 就 称 作 形式 公理 推 
理 系统 。 如 果 A 是 空 的 ， 那 么 推理 的 主要 根据 只 有 推理 规则 ， F 
是 形成 自然 推理 系统 。 形 式 系统 是 公理 学 系统 的 语法 部 分 。 所 谓 
逻辑 语法 是 指 关于 符号 与 符号 之 间 关 系 的 理论 。 而 关于 符号 与 它 
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所 表达 的 对 象 之 间 的 关系 理论 称 作 逻 辑 语 义学 。 

关于 形式 系统 的 推理 规则 。 这 种 推理 规则 有 两 个 主要 特点 ， 

(一 ) 应 当 确 保 只 从 前 提 ( 或 前 提 集 合 ) 推出 被 此 前 提 ( 或 
前 提 集 合 ) 所 蕴涵 的 结论 。 就 是 说 ， 依 据 正确 的 推理 规则 推出 的 
车 论 必 须 被 前 提 所 蕴涵 。 前 提 和 结论 之 间 必 须 有 蕴涵 关系 。 这 种 
被 前 提 记 蕴涵 的 结论 叫 作 前 提 的 逻辑 后 承 。 罗 辑 后 承 是 指 : BE 
人 的 逻辑 后 承 ， 当 且 仅 当 A 重 言 曹 涵 B。 就 是 说 ， 如 果 并 非 A 真 且 
B 假 ， 那 么 B 就 是 A 的 逻辑 后 承 。 在 这 里 决 不 允许 真 前 提 推 出 假 结 
论 。 这 种 要 求 通常 叫 作 “一 致 性 ”或 “无 矛盾 性 ”。 正 确 的 演绎 
推理 必须 是 一 致 的 ， 而 只 有 一 致 的 推理 规则 才 是 正确 的 。 依 据 一 
致 的 推理 规则 所 作 的 推理 是 有 效 的 ， 否 则 就 是 无 效 的 。 因 此 有 效 
推理 是 指 ， 一 推理 是 有 效 的 ， 当 且 仅 当 并 非 前 提 真 而 结论 假 。 推 
理 规则 的 一 致 性 可 以 通过 检验 依据 读 规 则 的 推理 的 有 效 性 而 得 到 
验证 。 

( 二 ) 推理 规则 应 当 确保 能 把 前 提 曹 涵 的 所 有 结论 都 推出 
来 。 这 一 要 求 叫 作 “ 完 全 性 ?” 。 必 须 看 到 ， 符 合 “ 一 致 性 ”不 一 
定 符合 “完全 性 ”， 符 合 “ 完 全 性 ”不 一 定 符合 “一 致 性 ”。 比 
如 ， 所 有 重 言 荀 涵 式 都 是 一 致 的 ， 因 为 依据 重 言 荀 涵 式 所 作 的 推 
理 总 是 一 致 的 。 就 此 而 言 ， 重 言 曹 涵 式 都 可 以 概括 为 推理 规则 。 
但 是 并 非 所 有 的 重 言 荀 涵 式 都 是 完全 的 ， 如 重 言 蕴涵 式 p 一 >? 就 
不 是 完全 的 ， 因 为 把 它 作 为 推理 规则 〈 表述 为 “从 p 可 推出 p”) 就 
不 能 推出 前 提 萤 涵 的 所 有 结论 ， 比 如 从 前 提 p 推 不 出 pVq, 而 pV 
4 却 是 p 的 逻辑 后 承 。 因 此 该 推理 规则 是 一 致 的 ， 但 却 不 是 完全 
的 ,又 如 ,把 p 一 >q 作 为 推理 规则 ( 表述 为 “从 p 可 推出 g”) 它 
祷 足 完全 性 ， 因 为 它 允许 从 任 一 给 定 的 前 提 推 出 任何 结论 ， 当 然 
包括 前 提 的 所 有 逻辑 后 承 。 但 是 它 又 不 能 完全 符合 一 致 性 ， 因 为 
它 还 允许 推出 那些 非 逻辑 后 承 的 结论 ,如 p 一 >4 八 qd。 所 以 这 一 
规则 是 完全 的 ， 但 不 是 一 致 的 。 
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现代 逻辑 是 用 形式 语言 表述 的 ， 尽 管 表现 力 目 前 还 受到 一 定 
限制 ， 但 是 它 无 歧义 ， 能 够 十 分 精确 地 表现 推理 。 它 将 运用 符号 
表示 概念 和 命题 ， 能 够 把 推理 转变 为 符号 的 变换 ， 这 样 就 能 把 对 
传统 逻辑 中 对 概念 、 命 题 和 推理 转换 为 对 纯 形 式 的 符号 及 其 变换 
的 研究 ， 把 逻辑 转换 为 演算 。 用 形式 语言 表述 的 推理 规则 ， 由 于 
精确 而 能 避免 悖 论 。 它 特别 能 适应 电子 计算 机 的 发 展 需 要 。 当 然 
用 形式 语言 来 表述 逻辑 系统 时 ， 反 映 逻 辑 规律 的 形式 推理 规则 的 
选 定 不 能 是 任意 的 。 这 种 规则 必须 保障 一 致 性 和 完全 性 。 


二 ”公理 推理 系统 

公理 推理 系统 有 多 种 形式 ， 我 们 只 介绍 其 中 一 种 。 

(一 ) 语法 部 分 也 称 语 形 或 句法 部 分 ， 它 是 讲 语言 符号 的 
规定 及 其 之 间 关 系 的 部 分 。 

1. 初 始 符号 ， 

(1)p, q, r, S, Pis Qis Pis Sis Pis “oo 

(2), Vo 

(3) (, )。 

2. 形 成 规则 ， 

(1 ) 初始 符号 ( 1 ) 中 的 任意 符号 N 是 一 合式 公式 。 

( 2 ) 如 符号 序列 A 是 合式 公式 ， 则 一 人 A 是 合式 公式 。 

(3) 如 符号 序列 A 和 B 是 合式 公式， 则 ( AVB ) 是 合式 公 


(4) 只 有 符合 以 上 三 条 的 符号 序列 是 合式 公式 。 
3. 定 义 ( 我 们 用 DD 表示 定义 ) : 
(1)D,: (A 一 >B ) =D: (AVB), (HWE) 
(2)D:: (AAB) =DNm( AVB). (AREN) 
(3) D; ( A<>B ) =D; ( AVB ) AC BVA)5, ( £ 
值 定 义 ) 
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4. 公 理 ( 我 们 用 A 表 示 公 理 ) : 

(1)A:,，(pVp ) 一 >p。( 重 言 律 ， 或 去 析 公 理 ) 

(2)A:: p 一 > (pVq)。( 析 取 引 入 律 ， 或 加 析 公 理 ) 

(3)As: (pVq) 一 > (qVp )。( 析 取 交 换 律 ,或 交 
HAM) 

(C4) A: (q—r)— ( (pVq)— (PVI) ) o 
〈 附加 律 ， 或 草 析 公理 ) 

5 .推理 规则 ( 或 变形 规则 ， 我 们 用 R 表 示 ) : 

(1) (R): 将 合式 公式 A 中 出 现 的 初始 符 号 (1 ) 中 的 
任意 符号 N 全 部 代 以 某 一 合式 公式 B， 从 而 得 到 合式 公式 A ( N/ 
B ) ， 称 为 代入 。 从 A 可 得 A(N/B ) 。 这 称 为 代入 规则 。 

(2) (R,) :从 A 和 (A 一 >B ) 或 (一 AVB)， 可 得 B。 
这 称 为 分 离 规则 。 

(3) (Rs): 定义 项 和 被 定义 项 是 等 值 的 。 如 果 A 定义 为 
B， 那 么 从 A 可 得 B。 这 称 为 定义 置换 规则 。 

6. 括 号 省 略 规则 : 

(1) 公式 最 外 的 一 对 括号 可 省 略 。 

( 2 ) 真 值 联结 词 的 结合 力 依 下 列 次 序 递减 

— V, 八 ,.—>, <> 
和 因此， 比如 加 析 公 理 p 一 > ( pVq ) 也 可 写成 p 一 >pDVq。 

( 二 ) 语义 部 分 ” 它 是 讲 语言 符号 的 意义 和 公式 的 真 假 的 部 
分 。 

1 .初始 符号 

( 1 ) 命题 变 项 ”相当 于 自然 语言 里 的 字母 ,这 里 列 的 是 字母 
袁 ， 它 包括 无 穷 多 的 字母 ， 每 个 字母 都 代表 任意 命题 。 

〈 2 ) 真 值 联结 词 一 是 一 元 联结 词 ，V 是 二 元 联结 词 。 其 
真 值 情 况 如 下 ， 
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A | 一 A A B |(AVB) 
1 0 
0 1 


°° e> 
omon 


《 3 ) 左右 括号 括号 可 以 重 释 使 用 ,比如 蕴 析 公理 (q 一 >r) 
—>( (pVa)— (PVT) )。 

2. 形 成 规则 

初始 符号 不 能 任意 组 合 ， 只 有 合乎 规则 的 组 合 才 是 句子 。 初 
始 符 号 的 各 种 组 合 都 叫 作 符号 序列 。 在 命题 演算 中 ， 合 平 规则 的 
序列 叫 作 合式 公式 ， 也 简称 为 公式 。 经 过 解释 以 后 ， 合 式 公 式 是 
有 意义 的 符号 序列 ， 不 合式 的 都 是 没有 意义 的 ， 不 是 句子 。 形 成 
规则 实际 上 是 合式 公式 的 定义 。 第 (1)、(2)、(3) 条 是 
说 ， 根 据 这 三 条 构造 起 来 的 都 是 合式 的 。 第 (4 ) 条 是 说 ， 只 有 
根据 以 上 三 条 构造 起 来 的 式 子 才 是 合式 的 ， 其 他 没有 。 

3. 定 义 

通过 定义 可 以 引入 一 些 新 的 符号 。 本 系统 初始 符号 的 联结 词 
只 有 一 和 V 两 个 ,通过 定义 又 引入 一 >, 八 , < 一 > 三 个 新 联结 词 .新 
符号 的 引入 乃 是 概念 的 引入 和 分 析 。 新 引入 的 符号 在 某 一 特定 的 
系统 里 虽 不 是 初始 的 ， 然 而 它 所 表达 的 概念 和 思想 在 认识 里 却 往 
往 是 重要 的 ， 也 是 我 们 所 要 研究 的 对 象 。 例 如 真 值 蕴涵 与 合 取 ， 
通过 定义 可 以 揭示 其 很 重要 的 特征 。 

4. 公 理 

命题 演算 是 一 个 演绎 系统 , 它 要 有 一 些 真 的 公式 作为 出 发 点 ， 
这 就 是 公理 。 第 一 条 公理 是 说 ， 如果 Pp 或 p 是 真 的 ， 那 么 p 就 是 真 
和 的。 第 二 条 公理 是 说 ， 如果 p 是 真 的 ， 那 么 p 或 4 就 是 真 的 。 第 三 
条 公理 是 说 : 如 果 p 或 9 是 真 的 ， 那 么 q 或 p 就 是 真 的 。 第 四 条 公 
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AEH: 如 果 一 章 涵 式 4 一 >r 是 真 的 ,那么 (pVq) 一 > (PVr) 
也 是 真 的 。 这 四 个 公理 都 是 重 言 式 ， 其 真实 性 从 直观 上 就 很 明 : 
显 。 

5. 推 理 规则 

(1 ) 关于 代入 规则 只 有 命题 变 项 p，q，r，s 等 才能 被 代 - 
入 ， 而 其 他 多 于 一 个 符号 的 公式 ， 例 如 一 p 都 不 能 被 代入。 但 
是 ， 对 于 代入 的 公式 B 是 没有 限制 的 。 另 外 ， 在 某 一 特定 公式 
里 ， 如 果 一 种 命题 变 项 出 现 不 止 一 次 ， 那 么 在 代入 时 必须 到 处 都 
用 同一 公式 B 代 替 ， 不 能 用 不 同 的 公式 代替 ， 也 不 能 有 的 不 进行 
代替 。 

( 2 ) 关于 分 离 规则 这 实际 上 是 充分 条 件 的 肯定 式 假 言 推 
理 。 
( 3 ) 关于 定义 置换 规则 这 里 的 置换 和 前 面 的 代入 是 不 一 - 
样 的 置换 要 求 置换 公式 和 被 置换 公式 是 等 值 的 ,而 且 在 被 置换 公 、 
式 出 现 的 某 些 位 置 上 进行 替换 。 代 入 则 不 要 求 代 人 公式 和 被 代入 
公式 是 等 值 的 ， 而 且 要 在 被 代入 公式 出 现 的 所 有 位 置 上 进行 替 
o Ain: p 一 >pV 一 4， 根 据 PV 一 qd=d 一 >Dp 可 置换 为 p 一 > 
(qdq->p ) ， 而 代入 ， 比 如 p/r 则 为 r 一 >TV 一 qo 

6 .括号 省 略 规则 

括号 是 为 了 把 符号 分 组 ， 如 果 分 组 已 经 很 清楚 ， 有 的 括号 就 - 
可 以 省 略 。 整 个 公式 最 外 的 一 对 括号 就 可 以 省 略 。 另 外 ， 按 照 联 
结 词 的 结合 力 ， 一 最 强 ，V 次 之 ， 人 第 三 , 一 > 较 弱 ，< 一 最- 
弱 ， 因 此 p 一 >q<>r 人 PVq 就 表明 了 这 样 的 分 组 情况 : 
(Pp 一 >q) < (TA ( pVq))s 348, f 号 省 略 只 是 一 般 规 
则 ， 可 以 照 此 处 理 ， 但 决 非 必 须 照 此 处 理 。 有 时 为 了 增强 直观 
性 ， 也 可 以 不 省 掉 括 号 。 

CE) 导出 规则 导出 规则 也 是 推理 规则 ， 但 是 它 跟前 述 三 - 
条 推理 规则 ( 代 人 、 分 离 、 定 义 置换 ) 还 有 所 不 同 。 前 述 三 条 是 : 
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我 们 所 讲 的 公理 推理 系统 中 最 基本 的 推理 规则 ， 它 决定 着 推理 系 
和 统 能 否 得 以 展开 。 导 出 规则 就 稍 有 不 同 , 它 对 推理 系统 只 起 简化 作 
用 ， 它 是 基本 推理 规则 的 有 机 补充 。 如 果 没 有 导出 规则 ， 只 按照 
前 述 三 条 推理 规则 进行 推理 证 明 ， 那 么 整个 系统 也 可 以 展开 下 
去 ， 但 是 繁琐 得 多 。 导 出 规则 一 般 都 是 直观 性 较 强 的 推理 规律 ， 
它 可 以 大 大 简化 推理 证 明 。 在 后 面 将 要 进行 的 实际 演算 中 ， 我 们 
将 逐渐 运用 导出 规则 ， 使 推理 证 明 逐 渐 简 化 ( 我 们 用 “有 R 导 ” 表 
示 导 出 规则 ) 。 

1.R 导 !: 从 AVB 可 直接 推出 BVA。 这 条 规则 称 为 析 取 交换 
规则 , 实际 上 是 前 述 公理 第 三 条 析 取 交换 律 (PVq) 一 > (q Vp ) 
在 分 离 规 则 下 的 推广 。 

2.R 导 :: 从 B 一 >C 可 直接 推 出 AVB 一 >AVC。 这 条 规则 
称 为 附加 规则 ， 实 际 上 是 前 述 公 理 第 四 条 附加 律 (q 一 >7r) 一 > 
( (pVq) 一 > ( pVr ) ) 在 分 离 规则 下 的 推广 。 

3.R 导 。:， 从 B 一 >C 和 A 一 >B， 可 直接 推 出 A 一 >C。 这 条 
规则 称 为 三 段 论 规则 。 

4.R 导 4: 从 A 一 >B 可 直接 推出 一 B 一 > 一 A。 这 条 规则 称 为 
假 言 易 位 规则 。 

5.R 导 ;: 如 果 A 和 B 等 值 ， 即 A< 一 >B， 那 么 从 G ( A ) 可 推 
HO (3B)。 中 表示 任意 合式 公式 ， 中 (A ) (或 中 (B)) 表 示 以 A 为 
变 项 ( 或 以 B 为 变 项 ) 的 同一 合式 公式 。 这 个 规则 称 为 基本 置 换 
规则 ， 也 可 以 作为 定理 加 以 证 明 ， 但 严格 的 证 明 要 应 用 数学 归纳 
法 ， 要 施 归纳 于 合式 公式 的 构造 。 这 里 就 从 略 了 。 此 定理 在 以 下 
最 简单 的 情况 下 是 正确 的 : 

(1) 人 A 在 B( A) 中 只 出 现 一 次 。 

(2)@ (A ) 的 形式 是 ，@A，@CVA 或 @AVC。 根据 
形成 规则 ， 不 论 @ (和 A ) 的 形式 如 何 复杂 ， 总 是 由 多 次 重复 地 运 
用 否定 和 析 取 构成 的 ， 合 取 、 曹 涵 和 等 值 都 可 以 定义 为 否定 和 祈 
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汉语 来 研究 符号 形式 系统 ， 对 象 语言 就 是 逻辑 演算 这 个 形式 语 
言 ， 而 元 语言 是 汉语 。 这 里 举 出 的 对 象 语言 恰 是 人 工 构 造 的 形式 
语言 ， 但 并 非 对 象 语言 必须 是 形式 语言 。 例 如 ， 我 们 用 汉语 来 研 
究 英 语 ， 则 英语 是 对 象 语言 而 汉语 是 元 语言 我 们 用 汉语 来 研究 
汉语 ， 则 对 象 语言 和 元 语言 就 都 是 汉语 。 一 般 来 说 元 语言 ( 即 工 
作 语 言 或 语法 语言 ) 大 多 是 自然 语言 ， 当 然 也 有 人 工 符号 语言 ， 
称 为 元 符号 语言 。 粗 咯 地 说 ， 用 元 语言 所 陈述 的 关于 对 象 语言 的 
理论 称 为 元 理论 或 语法 理论 : 研究 语言 符号 的 意义 和 公式 的 真 假 
的 理论 称 为 语义 理论 。 

下 面 是 一 系列 定理 证 明 ( 我 们 用 T 表 示 定 理 ): 

T: (d 一 >T ) 一 > ( (p—>d)—> (p— r) ) 
它 是 说 ， 如 果 q 一 ->r， 那 么 ， 在 p 一 >q 成 立 条 件 下 可 以 得 到 p 
一 >r。 其 实 这 条 定理 等 值 于 这 种 说 法 ; 如 果 p 一 >d 并 Bar, 
那么 就 可 以 得 到 p 一 >r。 很 明显 ， 这 是 连锁 式 假 言 三 段 论 的 变相 
.形式 。 因 此 上 面 的 定理 又 被 称 为 三 段 论 原则 。 

证 明 ， 

Q (9 一 >r ) 一 > (pDVq 一 >pVI) (A,) 

@ (9q- 一 7 ) -一 > (一 DVq 一 > 一 DVI ) 


(DR p/ 一 p ) 
图 ( d- 一 IT) 一 > ( (p—>4)—> ( p—t) ) 
(Di:，Rs ) (证 毕 ) 


解释 一 下 。 各 证 明 式 后 的 右 端 括 弧 里 开 列 的 是 依据 什么 规 
测 ， 如 @ 行 右 端 A, 表 示 援 引 的 是 “ 昔 析 公理 ”，@ 行 右 端 表示 
对 @ 式 使 用 以 一 p 替 代 p 的 “ 代 入 规则 ”，@ 行 右 端 表 mkA 
含 定义 ， 使 用 “定义 置换 规则 ”( 即将 一 DVdq 改 换 为 p 一 >q 等 
等 )。 以 下 各 章节 证 明 同 。 ) 

T,: p—p 
它 是 说 ， 和 如 果 p， 那 么 就 p。 这 是 同一 律 在 命题 演算 中 的 表现 ， 称 
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为 同一 原则 。 


证 明 : 

@p 一 >pVd (A,) 
@p—pVp (OR, q/p) 
@pVp—>p (Ai ) 


从 四 和 图 就 已 经 可 以 明显 看 出 ， 根 据 三 段 论 原 则 就 能 得 到 Pp 
一 >p?。 但 为 了 使 初学 者 易于 理解 ， 我 们 还 是 详细 写 出 后 半 段 证 
BH: : 
图 (4d 一 >T ) 一 > ((p 一 >q ) 一 > (D 一 >r) ) (T,) 
图 (PVp 一 >p ) 一 > ( (p—pVp)— (p—p) ) 

(@R,,q/pVp,r/p ) 
图 (p 一 >pVp ) 一 > (p 一 >p ) (@, @R, ) 
@p—p (@, @R,) GEH ) 
Ta: —pVp 
它 是 说 ， 非 p 或 p，p 假 或 p 真 。 这 在 命题 演算 中 是 个 典型 的 k 真 
公式 ， 它 和 下 面 的 T, 统 称 为 排 中 律 。 


HEH: 
@p—p (T,) 
@—p Vp (OD, ) GEH ) 
Ta: pV—p 

它 是 Ts 的 析 取 交换 ， 可 根据 A: 证 得 。 
证 明 : 
pVa—>qVp (As ) 
@—pVp— pV mp CORPp/ 一 p,q/p)》 
@pVp (T,) 
Q@pV 一 p (@,@R,) GEHE ) 


Ts: p— ——p 
它 是 说 :如 果 p， 则 非 非 p， 或 如 果 p 真 ， 则 并 非 p 假 。 它 和 下 面 的 . 
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了 ,都 是 双重 否定 原则 。 


证 明 : 

Op Vp CT,) 

@ 一 pV 一 一 p (CDR, p/—p ) 
@p— hp ( @D, ) (证 毕 ) 


Ta: —p—p 
它 是 说 : 如 果 并 非 p 假 ， 那 么 p 一 定 真 。 根 据 一 > 的 定义 ，Te 可 
-以 变 为 一 mpDVp。 我 们 的 证 明 可 以 在 这 里 思考 。 

证 明 : 

@p 一 > 一 一 p (Ts ) 

加 一 p 一 > 一 一 p (@R,, p/p) 

@ (9 一 IT) 一 > (DVq 一 >pVI) (A,) 

@ ( p— ———p ) 一 > (DYV 一 ?一 >pV 一 一 一 D ) 

(@R,, a/—p, r/m ) 


` @pV—p—>pV-—7—_p ăžě : C, @R, ) 
@pV—p €T.) 
@pV—— ai “(©®, @R, ) 
@®pVa—>aVp NASI 
@pYV 一 mp 一 > 一 DVDp (@R,,q/—T—i—p) 
@——pVp CO, @R, ) 
图 一 一 p 一 >p (@D,) (证 毕 ) . 


T,;: (p—q)—  * ( —q— p ) 

E&i: RAM, WAED AERE fR 则 。 
WEH: 
(@p—>——p CEs?) 
@q— ra (@R,, p/q) 
@(q—"r)— (pVa—pVr) (A,) 
@( q— —a )— (—pVa— —pV— ) 
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一 一 一 一 


(@R:，p/ 一 p，I/ 一 QQ 
@—Va— mV amma (©, @R, ) 
©pVa—>qVp (As ) 
@—pV——a— — 
(@R,, p/—p, a/——a ) 
图 (4 一 IT) 一 > ( (p—q )— (p—) ) 
(T,) 
( qpV—q— V )— 
€ ( pVq——pV——q ) 一 > 
( qpVq—>——aV-p ) ) (@R,,p/—p Va,,. 
a/p V mma, r/m Vp) 
@ (一 pVq 一 > 一 pDV 一 md ) 一 > 
( pVq—>——qV—p ) (®©, @R, ) 
@@—pVa— —aV— ( ©, @R, )， 
@(p—>q)—>* (一 4 一 > 一 pD) (@D,) (HEH) 
Ts: 一 (pAd ) ——pV—a 
它 是 说 ，p 并 且 q 的 否定 蕴涵 非 p 或 非 g。 这 是 D。M ikB i e gE 


根 定理 中 关于 合 取 的 否定 式 问题 。 
证 明 ， 
四 一 一 p 一 >D (T,) 
.@——(—pV—q)— —pV—q (@R,,p/—pV—q): 
@—(pAqa ) ——pV—q .. (@D. ) (HEH) 


Ta —piVima—>—(pAq) 
它 是 说 ， 如 果 非 p 或 非 4， 那 么 就 并 非 p 且 q; 或 如 果 p 假 或 aE, 
那么 就 并 非 p 和 a 同时 为 真 。 这 是 T, 的 逆 定 理 。 
证 明 :， 
@p 一 > 一 一 p i e$ (T,) 
@—pV—q—> ra (pV q)... (@R,,p/—pV—q> 
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@ 一 pV 一 4 一 > 一 (人 Ad ) (@D, ) (证 毕 ) 

Ts 和 T, 是 互 逆 的 ， 它 们 说 明 “p 并 且 q” 的 否定 等 值 于 “ 非 
PRIE” 。 

以 上 的 定理 证 明 都 比较 详尽 。 下 面 的 定理 证 明 要 简化 一 些 ， 
因此 要 用 到 导出 规则 。 

Tis: p—>qdVp 


这 是 A* 即 加 析 公理 的 变形 。 
JEH: b 
@p—pVa (A,) 
@PVq—>qVp (A,) 
®p—aVp (RẸ, ) (HEH y 


Ti mC pVa ) 一 > 一 pD 人 和 一 q 
它 是 说 ，p 或 的 否定 蕴涵 非 p 并 且 非 4。 这 是 德 . 摩根 定理 中 关 
于 析 取 的 否定 式 问 题 。 


WEH: 

@p—p (T,) 

Q@ 盖 (pVdq) 一 > 一 (PVq ) CR，p/ 一 (DYg) y> 
@—(pVa ) 一 门 (一 一 pV 盖 一 4) (RŠ; ) 
@—(pVa ) 一 > 一 D 人 和 一 q (D,) (证 毕 ) 


Ti:: 一 pD 人 一 4 一 > 一 (DVq) . 
它 是 说 ， 如 果 非 p 并 且 非 4， 那 么 就 并 非 p 或 4; 或 如 果 p 假 并 Hq 
假 ， 那 么 就 并 非 p 真 或 4 真 。 这 是 T, ,的 逆 定 理 。 
证 明 : 
@p—p (T,) 
@—(pVa)— —(pVa) (R,) 
@—(——pV——q)— -—(pVa) ( R%, ) 
@——pA—q——CpVa) (D,) (证 毕 ) 
T AT E R É, 它们 是 关于 析 取 的 否定 式 的 德 "内 根 
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定理 。 把 这 两 个 定理 合 起 来 就 得 到 ， “并非 pa)” 等 值 于 
«dep Adka” 。 ° 
Tis，p 人 q 一 >qA 人 p 
这 是 关于 合肥 的 交换 律 。 前 述 公理 3 是 关于 析 取 的 交换 律 。 
WH: 


Op Va—>qVp (A, ) 
@—qV—p—>—pV—aq (Ri) 

图 一 (下 pV 一 qg) 一 > 一 (一 QV 一 p) (有 R 导 4 ) 
Q@pA 人 Adq 一 >q 人 Pp (D, ) (EH) 


Tia: pAd—p 
它 是 说 ， 如 果 p 和 q 都 是 真 的 ， 那么 p 就 是 真 的 。 这 是 合 取 的 分 析 
式 。 


WH: 
Op 一 >pVd CA.) 
@—p— —pV— (R,) 
@—(—pV—a) — (RẸ) 
` @pAa—> np tea a Di) 
人 @@pA 人 qd- 一 >p `. i (RE; ) (HEH ) 


Tis pAq—a 
Ami -TER TAR PERNA: 


:证明 : 

Op 一 >qVD ` 69 th “ e TE) 

四 一 4 一 > 一 DYV 一 q (R,) 

@7 (pV Tg )—— (RẸ) 
@pAq—aq i OD,, RẸ) (证 毕 ) 


Tie: PV (MVr)—>qdV (pV!) 
它 是 说 ， 把 三 个 命题 变 项 p，q，r 用 析 取 VV 联结 起 来 ， 不 论 先 联 
后 哪 两 个 ，pVq 或 pV 或 VI， 然后 再 跟 第 三 个 联结 起 来 ， 其 
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结果 ， 虽 公式 不 同 而 真 值 却 相 同 。 这 是 析 取 结合 律 。 
证 明 : 


Dp—>qdVp (T,,) 
@r— pV: (R,) 
@qVi—>qV ( pVT1 ) (A,) 
@PV (IVD)—>pV GV (pVD) (A,) 


©pV (aV (pV)—>(qV (pnVr))Vp (A,,R,) 
@pV (qVr)— (aV (pVr) )Vp (R 导 ,) 


©p—>qVp (Tio) 

pVIi—>qV (pVI) (R,) 

@n—>pVr (A,, R,) 

Mp—>qV (pVIr) (RẸ) 

(aV (pVr) )Vp—> (aV (pVr) ) V (aV 
(pVr)) (A,) 

@pVp 一 >p (A ) 

四 (qV(pVI) )V(qV(pPVI) ) 一 >qV(pVI) 

(R,) 

@(qV (pVr) J Vp—>qV (pVt! ) (RẸ) 

@pV (aVr ) 一 >qV (pVr) (®© ORF.) GEH) 

Tiz: pV (qVr) — (pVq) Vr 

这 仍然 是 析 取 结合 律 。 

WH: 

pV (qVr)—>qV (pVr) (To) 

@pV (IVq)—>rV (pVa) (R,) 

@pV (qVr)—rV (pVa) (A,,RË; ) 


@pV (qVr)— (pVa) Vr (As,R 导 s) (证 毕 ) 
Tis: (pVq)Vr—pV (qAr ) 
这 还 是 析 取 结合 律 。 


证 明 ， 
@pV (qVr) — (pVa) Vr (Tiy) 
@rV (qVp)—— (rVa) Vp (Ri ) 
GrV (pVa)—> (aVr) Vp CAs, R; ) 
@(pVa )Vr—əpV (avr) (As, RS; )《 证 毕 》 
Tio: PA (qAr) —(pAq)Ar 
它 是 说 ， 把 三 个 命题 变 项 p，q，I 用 合 取 人 联结 起 来 ， 不 论 先 联 
结 哪 两 个 ， 然 后 再 跟 第 三 个 联结 起 来 ， 其 结果 ， 虽 公式 不 同 而 真 
植 却 相同 。 这 是 合 取 结合 律 。 
证 明 : 
@(pPVd) Vr—>pV (qVr) (Tis ) 
@ (—pV —q ) V 一 [一 > 一 pDV (一 4V 一 TI) 
(R,) 
@—(—sV ( qqV—r) ) 一 > 一 (( 一 pV 一 9)V 一 5 ) 
(R 导 , ) 
@——pA—(—qV—r) ——(—pV—q) A 
(D.M, RS; ) 
@- pA (qAr)— (PAg) Anar ë (D,) 
@pA (qAr) — (pAq)Ar (R 导 。) (HER ) 
Tao: (pAq)Ar—pA: (qAr)) 
这 仍然 是 合 取 结合 律 。 
证 明 ，( 方法 同 T,。， 其 中 要 引用 Tie ) 。 
Tzi: p—> (q—pAq) 
亡 是 说 ， 如 果 p 真 ， 那 么 又 如 果 q 也 真 ， 就 得 到 p 人 q 都 真 。 这 是 
合 取 式 的 构成 原则 。 


证 明 ， 
@pV 一 p (T,) 
@(—pV—q) V 盖 (一 pV 一 4) (R,) 
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@(—pV—a)V (Aq) (D; ) 
@—pV ( —qV (pAq) ) (T,,) 
@p 一 > ( qd 一 > ( pAq) ) (D,》( 证 毕 ) 
Taz: (pbp 一 > (qd 一 >T) ) 一 > (qd 一 > (Pp—>r)) 
它 是 说 : 如 果 ( q—> r) 是 以 Pp 为 条 件 ， 那 Z ( p— t ) 就 Aa 
为 条 件 。 其 中 有 个 条 件 更 换 ， 所 以 称 为 条 件 互 易 天 则 。 
证 明 ， 
@pV (qVr) —qaqV (pVr > (Tis) 
@—pV (一 4VI ) ——aqV (一 pVT) (R,) 
@(p—> ( 4 一 >T ) )— ( q— ( p—r ) ) 
(D,) (HEHE) 
Tas: (p— (q—r) )— (pAq—r) 
CE: mR ( q—>r) 以 p 为 条 件 ， 那 么 ?就 以 (pq ) 为 条 
件 。 其 中 p 和 q 都 是 r 的 条 件 ， 所 以 此 定理 称 为 条 件 合 取 原 则 。 
WH: 


pV (qVr) — (pVq ) Vr (T) 
@—pV (一 4VI ) — ( —pV—q ) Vr (R.) 
@—pV (一 4VI ) —>——( —pV—q) Vr (RẸ, ) 
pV (一 4VI) —— (Aq) Vr (D. ) 


四 (? 一 > (4 一 >T) ) 一 >( (pAq )—r) 


(D.,) GEH) 


T, : (pAq—r)— (p— (gq—>r)) 
这 是 Ts 的 逆 定理 。 

MEB, HART, PRAAT, ) 。 

Tas: ( p— ( p—q ) ) — (Dp 一 >q) 
CEH: 如果 p 是 p 一 >q 的 条 件 ， 那 么 就 可 以 消除 这 一 条 件 。 这 
是 条 件 融 合 原则 。 


WEH: 


Op Vp 一 >? (Al) 
@—pV—p—>—p (R,) 
@qV ap Vp ) —qV—p (AL) 
@—pV (一 pDVd ) ——pVa CAs, Tie RẸ D 


© ( p— ( paq) )— (p—a) (D,) GE!) 

Tis: (p—q )— (p— ( p—q) ) 
这 是 T:s 的 逆 定理 。 

WER: (HAAT: s, ASJA, ) 。 

Tar: pV(qArT) 一 >(pVq) 人 (pVI) 
我 们 将 要 讲 的 Ts Tass Too, Ti REDER EH 通 数 学 
中 ， 乘 法 对 于 加 法 是 可 分 配 的 ， 但 是 加 法 对 于 乘法 不 能 分 配 。 而 
在 命题 演算 里 ， 析 取 对 于 合 取 ， 合 取 对 于 析 取 都 可 分 Mo Tzr, 
T,, 说 明 析 取 对 于 合 取 是 可 分 配 的 。Ts。，Ts0o 说 明 合 取 对 于 析 取 : 
是 可 分 配 的 。 


WEH: 
GdqdAr 一 >q (Tia, Ri) 
G@pV(qAr )—pVa (A,) 
qaAm—>r (Tis, R.) 
@pV (qAr ) —p Vr (A,) 
@p— (qd 一 >p 人 q) (T,,) 
@pVa— (pVr— pVqApVr) (R,) 
@pV (qAr) 一 > (pVI 一 >pVqApVr ) 
(@D，@@R 导 :小 
GpVr 一 > (pV(qAr ) 一 >pVqApVr ) 
( Tis RẸ; ) 
@pV (qAr) — (pV (qAr)—>pVdApVr ) 
(@，@R 导 , >. 
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@pV (qAr) —pVqApVr (Tis, RẸ) GEH ) 
T23: DVdApVI 一 >pV (dAt1) 


RET, ;的 逆 定 理 。 
WH: 
QOq—> (r—qAr) (T, R,) 
加 (r—qAr)— (pVr—pV (qA) ) 
(A. R,) 
@q— ( pVr—pV (qAt) ) (RS, ) 
@pVr— (q— pV (qAt) ) (T,,) 
© a—>pV (qAr) )—>(pVq—>pV (pV AF ))) 
(A,, R, ) 
@(q— pV (qAr) ) — (pVq— (PVP)V 
(qAr) ) (Tis, Rs) 
@(q— pV (qAr)) — (pVa—>pV (AF) ) 
(Rs ) 
@pVr 一 > (PVq 一 >pV(qAr) ) (@,@ RS, ) 
@pVrApVa—pV (qAr) (T,,) 
@pVqApVIr 一 >DV(qAr) CTi) (证 毕 ) 
Tzs: pAqVr— (pAg) V (pAr) 
证 明 : i 
Q pV —qA—pV—r— pV (一 4 人 一 7 ) 
- : (Ts, R,) 
@—(—pV (WAT) ) 一 > 一 (一 pDV 一 4 人 一 DV 一 r) 
(RẸ) 
Omm An IAT) 一 > 一 (一 DYV 一 4) V 
mV (D。M，R 导 。) 
@)——pA —q V —tr— (——pA- Tq) V 
(——pA t) (D+ M, R;) 
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@pAd4Vr—* (pAq) V(pAr) | Ta RẸ) GEY 
Tso: (PAG) V (pAr)—pA(qdVr) 
这 是 T:e 的 逆 定 理 。 
证 明 HAAT: KAAT, ) 。 
Tsi: (p—4) 入 (p 一 >T ) 一 > ( p—qAr) 
它 是 说 :如果 p 则 qd， 如果 p 则 r， 那 么 ， 如 果 p 则 q 并 且 r。 
WEH: 


GDpVqApPVIt 一 >pV(qdAT) (Taa) 
@—pV4A mp Vr — pV (qAr) (R, ) 
@®(p—a4) A (pt ) 一 > (P 一 >qAr) (D, ) 

(证 毕 》 


Ts ，p< 一 > 一 一 p 

证 明 ，(Te，T。，R 导 。) 。 

Tss: (PVg) < 一 > 一 D 人 一 q 
WEA: (Ti, Tis RẸe)o 

Tse 门 (pP 人 Ad ) ——pV—q 
证 明 (Ts，T。，R 导 。) 。 

Tss: p4p 

WEH: (T:，R 导 。) 。 

Tss: (p 一 >d ) —— ( —+p Va ) 
WEH: (Tss，R。) 。 

Ta: (pe—q)<—> ( TpVa )A ( —aVp ) 
WEH: (Tse， Rs ) 。. 

Tss: (pb< 一 >d) — ( Tp———q ) 


HEH; 

Q@(p<——q)— (p—q)AG— p, (T:,R,,R,» 
© ( peq) — (p—q ) (Tz) 
@ (p>q) 一 > (一 qd 一 > 一 p ) - (RẸ4) 
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图 ( p—q ) 一 > (4 一 >p ) (Tis) 


© ( p< 一 qd ) — (Tp—> 7d) (RẸ ) 
@ (peq ) 一 > (下 p 一 > 一 q9) 和 (4 一 > 一 pD) (T, > 
© ( p—@q )— ( —p<——q ) (Ds) (证 毕 > 


Tso: p<—>pA (qV—q) 
CEH: p 等 值 于 p 加 永 真 命题 ;或 者 说 ，p? 减 永 真 命题 还 等 于 p。 
这 是 合 取 加 真 原则 。 
WEH: 
@pA (aV mg ) 一 >p (Tu, R.) 
@p—> (qdV 一 4 一 >p 人 (qV 一 qd)) (Ts1, Ri) 
@dV 盖 4 一 > ( p 一 >p 人 (qdV 一 q)) (T,;,) 
@p—>pA (9V Td) (T,, R,) 
@p<— pA (49V 7 ) (D, T, DGE t> 
Tio: p< 一 >DV (qA —q) 
它 是 说 : p 等 值 于 ?或 永 假 命题 ， 或 者 说 ，p 减 永 假 命题 还 等 于 p。. 
这 是 析 取 加 假 原则 。 
证 明 ，(Ts。，R 导 。) 。 
Ti: p 一 > (qd—>p) 
CER: 真 命题 p 为 任何 命题 所 昔 许 。 这 是 一 条 草 涵 怪 论 。 
证 明 : 


@p—>aVp at. Ta) 
@p—>—aVp (R,) 
@p— (qd—>p) (D, ) (JEH) 


Tis: —p— ( p—q) 
CEH: Paapaa. KEL RAE 
WEH: 
@p—>p Va i (A,) 
@ 一 pb 一 > 一 DVd (R,) 
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@—p—> ( p—>q ) (D, ) (WEH) 
Tis: p——@pA (qV—aVr ) 


证 明 : 

@qV 一 qd 一 >d4V 一 4VFT tA) 

@a V na— (qV —q Vr—qV—a) (T.,) 
@qV—aVr—4V—a (T,,R,) 
@p<—>pA (IV Tq Vr) CT, RẸ) GEHE) 


Tis: PPV ( qA—qAt ) 
证 明 ， (Tis, R, ç 
Tis: (p<—q)<— (pAq) V ( qpA—q) 
WEH: 
Q) ( pe—q ) — ( —+pVq )A ( —aVp) (Ts; ) 
@ ( pe—q ) < ( —pA—q ) V ( qA—a ) 
V (PAP) V ( qAD ) (Tas) 
@(p<——q)— (PAA) VAPA) (Tios RẸ) 
(证 毕 ) 
以 上 是 公理 推理 系统 的 若干 定理 证 明 ， 或 者 说 若 于 定理 推演 


过 程 。 这 些 定 理 在 没 被 证 明之 前 只 能 称 作 合式 公式 ， 当 然 ， 合 式 


公式 在 没 被 鉴定 之 前 也 钠 能 称 作 符 号 序列 。 所 有 定理 都 是 = 言 


式 。 重 言 式 有 很 多 ， 以 上 定理 只 是 其 中 的 一 个 部 分 。 从 每 条 定理 
的 证 明 中 我 们 可 以 看 到 ， 命 题 演算 中 的 形式 证 明 是 一 个 有 次 序 的 
公式 序列 ， 其 中 每 一 公式 或 是 一 条 公理 ， 或 是 一 条 已 证 定理 ， 或 
是 由 本 序列 中 次 序 在 前 的 两 个 公式 经 过 分 离 得 到 的 ( 称 为 在 前 的 
两 个 公式 的 直接 的 逻辑 后 承 ) ， 最 后 一 个 公式 就 是 所 要 证 明 的 定 
理 。 上 面 “ 或 是 一 条 已 证 定理 ”这 和 句 话 原则 上 可 以 省 略 ， 因 为 我 


们 可 以 不 引用 已 证 定理 ， 而 代 之 以 对 该 定理 的 证 明 。 由 于 每 一 条 


公理 都 是 定理 ， 因 而 最 简单 的 形式 证 明 就 是 由 公式 构成 的 序列 。 
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三 ”自然 推理 系统 

命题 演算 的 自然 推理 系统 也 是 一 种 形式 系统 。 所 谓 自 然 推 
理 ， 就 是 其 出 发 点 不 是 公理 而 是 推理 时 引进 的 假设 ， 或 者 说 其 公 
理 集合 为 零 而 只 筑 假 设 和 推理 规则 进行 的 形式 演绎 推理 。 由 于 这 
种 推理 很 像 自然 科学 尤其 是 教学 中 常用 的 那些 演 绎 E 理 ( 如 定 
律 、 定 理 的 证 明 ) ， 因 此 称 为 “自然 推理 ”。 自 然 推 理 系统 是 在 
二 十 世纪 三 十 年 代 首次 出 现 的 ， 我 们 在 这 里 只 作 一 些 简单 的 和 直 
观 的 介绍 。 

( 一 ) 初始 基础 ”主要 是 推理 语言 和 推理 规则 问题 。 这 些 问 
题 原 本 都 是 一 种 人 为 规定 ， 但 它 决 不 是 任意 规定 的 ， 而 是 对 各 种 
各 样 具 体 推理 的 客观 反映 。 

关于 推理 语言 。 自 然 推理 的 语言 就 是 命题 逻辑 的 语言 ， 它 是 
一 种 人 工 符号 语言 。 从 形式 上 看 ， 一 种 语言 应 由 两 部 分 构成 ;第 
一 部 分 ， 字 母 表 或 初始 符号 的 集合 ( 如 同 自然 语言 中 的 词汇 和 标 
点 符号 的 集合 ) 第 二 部 分 ， 形 成 有 独立 含义 的 语言 单位 ( 语句 ) 
的 规则 ， 即 形成 合式 公式 的 规则 ， 我 们 称 之 为 形成 规则 。 

1. 初始 符号 

(1 ) 命题 变 项 ; p, q, r, S, Pi 

( 2 ) 逻辑 符号 ( 逻辑 常 项 ) : 否定 一 ， 析 取 V， 合 HA, 
蕴涵 一 >， 等 值 <->。 

(3 ) 技术 符号 ，(，) 

2. 形成 规则 

( 1 ) 命题 变 项 是 合式 公式 。 

( 2 ) 如 果 A 是 合式 公式 ， 那 么 一 A 是 合式 公式 。 

( 3 ) 知 果 A 和 B 是 合式 公式 ， 那 和 VB，A 八 B，A 一 >B， 
A<->B 也 都 是 合式 公式 。 

(4 ) 只 有 以 上 三 条 中 指出 的 才 是 合式 公式 。 
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这 里 所 使 用 的 大写 拉丁 字母 A， B… 不 属于 我 们 所 讨论 的 命 
是 罗 辑 语言 ， 它 属于 我 们 为 了 讨论 命题 逻辑 语言 而 采用 的 另 一 种 
工具 性 的 语言 。 我 们 称 前 者 为 对 象 语言 ， 称 后 者 为 元 语言 或 语法 
语言 。 所 谓 对 象 语言 就 是 被 人 们 讨论 的 对 象 的 语言 ， 所 谓 元 语言 
就 是 用 于 讨论 对 象 语言 的 语言 。 例 如 ， 在 一 本 用 汉语 写 的 英语 语 
法 书 中 ， 凡 英语 都 是 对 象 语言 ， 而 汉语 则 是 元 语言 。 上 述 用 元 语 
言 变 项 A，B… 所 写 的 公式 一 A,AVB, AAB, A— B, A—>B 
不 是 对 象 语言 的 公式 ， 而 是 特殊 种 类 的 公式 模式 ， 它 们 中 的 A， 
了 3,… 可 以 代入 任何 合式 公式 , 象 AVB 可 以 是 公式 pPVq， (p 一 > 
q)V (p—r), pV (qAr ) 等 等 。 

关于 推理 规则 ( 即 变形 规则 ) 。 自 然 推理 的 推理 规则 可 以 用 
一 些 推理 模式 表示 。 对 于 每 个 逻辑 常 项 都 有 两 种 模式 ， 一 种 是 引 
人 这 一 常 项 ， 即 引入 规则 ， 另 一 种 是 销 去 这 一 常 项 ， 即 销 去 规 
则 。 为 清楚 起 见 ， 我 们 列表 如 下 : 


引入 规则 | 销 去 规则 
A—>B 
AB A<—>B 
Ere B—>A <>- | IB, B>A 
A——> B 
WB | _ A, AB 
me AB 2 人 
A, B AAB AAB 
人 Ea TARN 
y A B AyB, MO 
+ AVB, AV B Ms (B)| 一 一 C 
C 
(AB “A 
=“ Aj — —B is Á 
A 
Er | er | ee ee = 


HERRE: 1、 符 号 + 表 引 入 ， 如 入 +* 即 合 取 引入 符号 一 
表 销 去 ， 如 入 - 即 合 取消 去 。2、 模 式 中 横 线 上 的 公式 为 推演 的 根 
据 ， 横 线 下 的 公式 是 结论 。3、(A ) 六 B 表 示 以 A 为 假设 公式， 
从 而 得 到 公式 B 的 一 个 推演 。4、 横 线 上 外 面 有 圆 括号 的 公式 ， 例 
如 (A)， 只 是 乔 时 的 假设 ， 推 理 模式 的 结论 不 再 以 它 为 前 提 。 
这 种 公式 被 称 为 在 某 一 模式 中 被 解除 的 假设 公式 。 

1. 关于 等 值 < T< -都 是 根据 等 值 < 一 > 的 真 值 含义 
而 形成 的 。 只 要 有 A 一 >B 和 B 一 >A 的 前 提 ， 就 能 得 到 A< 一 > 也 
的 结论 ， 即 为 等 值 引 入 <-> +。 反 过 来 ， 只 要 有 A< 一 >B 的 前 提 ， 
就 能 得 到 A 一 >B 或 B 一 > 人 A 的 结论 ， 即 为 等 值 销 去 < 一 >_。 

2. 关于 蕴涵 ”在 一 >+ 和 一 > 当中, 比较 好 理解 的 是 
一 > -， 它 相当 于 分 离 规则 ， 或 肯定 式 假 言 推 理 。 一 -> ; 则 比较 
复杂 些 。( A ) 上 了 表示 前 提 中 假设 了 A 从 而 可 以 推 瘦 出 B,A 一 > 
B 表 示 结 论 就 可 得 到 A 列 涵 B。A 是 被 解除 了 的 假 设 公 式 ， 它 不 
是 结论 ( A 一 >B ) 的 前 提 。 但 是 整个 推演 (A ) 上-B 却 是 结论 
的 根据 。 这 跟 数学 中 的 实际 推理 情况 相 一 致 。 比 如 数学 中 要 证 明 
“如 果 A 那 么 B"， 其 方法 不 是 直接 去 证 明 人 A 蕴涵 B 即 “A 一 >B”， 
而 是 从 假设 A 出 发 ， 逻 辑 地 推演 出 B 来 ， 即 ( A ) B, MTI 出 
“A 一 >B” 的 结论 。 

3. ATAR ”人 + 是 说 由 公式 A 和 B 可 推出 公式 A 人 B。 人 -是 
说 由 公式 A 八 B 可 推出 A 或 B。 

4. 关于 析 取 ”V ,是 说 由 公式 A 可 推出 AVB， 由 公式 B 可 推 
出 AVB。V .是 所 谓 的 分 情况 证 明 方法 。C 是 我 们 所 要 证 明 的 命 
题 。 设 AVB 穷 尽 了 一 切 可 能 的 情况 。 虽 然 我 们 不 知 A 和 B 何 者 为 
真 ， 但 是 ， 如 果 能 够 证 明 ， 从 A 可 推出 C， 从 B 也 可 推出 C， 那 么 
C 就 得 证 。AVB 真 是 C 真 的 前 提 ,( A ) F (B) 都 是 在 模式 中 被 
解除 的 假设 公式 。 
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5. 关于 和 否定 ”一 ,是 说 ， 如 果 从 假设 的 A 可 以 推出 B, 又 可 以 
推出 一 B， 那 么 从 A 就 可 以 推出 逻辑 矛盾 ， 因 而 得 出 一 A。 很 明 
显 ， 一 A 不 以 A 为 前 提 。( A ) 是 在 本 模式 中 被 解除 的 假设 公式 。 
一 -是 双重 否定 的 前 提 可 以 推出 肯定 的 结论 。 

我 们 将 假设 公式 用 ( W ) 来 表示 ， 它 代表 了 前 述 (A)， 
(B) Fo 

( 二 ) 证 明 方法 ” 即 证 明 中 的 基本 程序 。 

1. 直接 证 明 ”对 于 跟 如 下 模式 

Ai 一 > (人 A: 一 >… ( An— C )… ) 
相同 的 公式 ， 即 多 重 萤 涵 的 直接 证 明 , 可 按 如 下 步 踊 进行 ，( 1 ) 
以 公式 Al，A:，…，An 中 的 任何 一 个 作为 假设 ( 记 为 (W) ) ， 
(2) 从 证 明 序列 中 前 面 的 公式 ， 根 据 某 一 推理 规则 推出 一 个 公 
式 ， (3 ) 以 前 已 证 明 过 的 公式 。 根 据 这 样 三 步 证 明 ， 如 果 得 到 
了 以 C 为 结尾 的 公式 ， 那 么 我 们 就 说 这 样 的 证 明 序列 是 待 证 公式 
芍 直接 证 明 。 

2. 间接 证 明 ”仍然 对 于 跟 模 式 

Ai 一 > (A: 一 >… ( An— C ) == ) 
相同 的 公式 的 证 明 ， 可 按 如 下 步骤 进行 ，( 1 ) AA RA, Az, 
…，An 中 的 任何 一 个 作为 假设 ( 记 为 (W ) ); (2) ARAR 
C 相 矛盾 的 公式 作为 间接 证 明 假设 ( 记 为 : 间 (W))， (3) 
从 证 明 序 列 中 前 面 的 公式 ， 根 据 某 一 推理 规则 推出 一 个 公式 ; 
( 4 ) 以 前 已 证 明 过 的 公式 。 根 据 这 样 四 步 证 明 ， 如 果 该 序列 包 
括 一 对 了 矛盾 着 的 公式 ， 那 么 我 们 说 前 述 间接 证 明 假设 ( 间 CW》) 
错误 ， 而 公式 C 成 立 ， 这 就 是 公式 的 间接 证 明 。 

3。 增 加 补充 假设 的 证 明 ”仍然 对 于 跟 模式 

A,— ( A,—>*=*( An— C )…) 
相同 的 公式 的 证 明 ， 可 按 如 下 步 又 进行 。( 1 ) UARA, Az, 
*…，An 中 的 任何 一 个 作为 假设 ( 记 为 (W ) ) ; (2 ) 可 以 增加 
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任意 公式 B 作 为 证 明 的 补充 假设 C 记 为 : 补 ( W) ) ， 如 通过 原 
假设 和 补充 假设 而 得 到 公式 C， 那 么 可 以 把 蕴涵 式 B 一 > C 纳 入 原 
证 明 ， 从 而 得 证 ，A, 一 > ( A: 一 >… ( An 一 > (B 一 >C))…)。. 
对 于 补充 假设 的 编号 ， 我 名 在 原 假设 后 排列 ， 比 如 原 假设 为 @， 


补充 假设 就 为 D,，@: 等 。 
(三 ) 定理 证 明 任何 一 种 推理 系统 ， 定 理 证 明 都 是 很 重要 - 
部 分 。 证 明 的 技巧 性 也 都 表现 在 这 一 部 分 。 


T: (p—>q)—>( (qd—>r)—>(p—>r)) 


WE: 


Op— q ( (W) ) 
@q—>r ((W)) 
@p (C (W)) 
@q G(@,@,—_) 
@r (@ ,由 ,一 >- ) 


@@(? 一 >d ) 一 > ( ( q—r)— (pr) ) 
(0, ©, ®©, © 一 >,) (证 毕 ) 
Ta: ( pAq—r)— ( p— (qd—>r)) 


WH: 


@pAqa—r ((W)) 
@p ( (W) ) 
@q ((W)) 
@pAg (®©, @, A.) 
@r (@, @, —.y 


© (5 人 d 一 >T ) 一 > ( p— (q—' ) ) 
(Q, ©, ©, ©, 一 >; ) (证 毕 ) 
Ta: ( p— e (qdq 一 >T) ) 一 > ( pAd—r) 
证 明 : 
Op 一 > (gd—>r ) ((W) ) 
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©p ((W)) 


‘@q ((W)) 

r^a (@, @, ^+) 
@q—>r (@, D, —_) 

@r (@, ®© —_) 
@(@,@,@,—, ) ( 证 毕 。 我 们 省 略 原 公式 ) 
Ts: q—>q 

WEH: 

‘Daq—>q ((W)) 

@q ((W)) 

@q (©, @, —_) 
©, @—., ) (证 毕 ) 

Ts: pVa— ( (p—q )—>q) 

证 明 ， 

OpVad ((CW) ) 

@p 一 >d ((W)) 

@q—q (CT4) 

@q (@, ©, @, V_) 
© (©, ©, @, —. ) (证 毕 ) 


Te: (p— (qd—>7))—> (qd—> (p—>1)) 


证 明 : 


Dp—> (q—r) ( (W)) 
a (CCW) ) 
@p . ((W) ) 
@q—r (@, @, 一 >_) 
@r (@, © —_) 


©(0, ©, ©, ®©, —>,) (证 毕 ) 
T,: (p—>q) 入 一 4 一 > 一 D 
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证 明 ， 


DO(p—>q) Ang ((W)) 

@p A ( ECW) ) 
@p—>q (@, A-) 

@q (@, © —_) 
©aa (O, A) 
Pp (@，@, FH) 
@(@, © —. ) CHEE ) 

Ts: 一 p 一 > ( p—q) 

证 明 : 

Dp ((W)) 

@p ((W)) 

@—q ( 间 (W) ) 

@q (CQ, ©, 矛盾 ) 
©(0, ©, @, —.) ` (HEF ) 

Ta: ((pVq )A—qp) —q 

WEH: 

中 (pVq ) Amp ((W) ) 

@pVa (D, A-) 
@—p (@, A_) 
@—p— (p—> 4 ) CTi) 

G@p 一 >q (@, ®©, —_) 
@dq 一 >q (T,) 

©aa c, ©, @, V.) 
@(@, © —.) (证 毕 ) 


Ta: 〈(pVd ) Ama ) 一 >P 
证 明 : ( 方法 同 T。) 。 
我 们 知道 ， 每 条 定理 都 反映 一 定 的 推理 规律 ， 因 此 它们 都 可 
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以 当 作 现 成 的 推理 规则 来 使 用 。 由 定理 转化 来 的 推理 规则 称 作 导 
出 规则 。 严 格 地 说 ， 导 出 规则 的 定义 是 : 如 果 对 一 个 逻 狂 系统 添 
加 某 一 规则 而 得 到 与 它 等 价 的 逻辑 系统 ， 则 该 规则 在 这 一 逻辑 系 
统 中 称 作 导 出 规则 。 导 出 规则 的 应 用 只 能 使 效 辑 证 明 简 化 ， 并 不 
能 增加 相应 逻辑 系统 中 可 证 公式 的 总 量 。 


去 V 导 出 规则 一 ; 
由 T, 得 : 由 Ta 得 ， 
一 A，AVB 一 B，AVB 
B A 

Tu: p— ——p 
证 明 ， 
Pp ((W)) 
@———p ( 间 (W)) 
@—p (@—_) 
mp (O, OFE) 
© (GQ, @, —. ) (证 毕 ) 

AT ,得 引 一 导出 规则 二 ， 
A 
-rn 

Tin (p—q) 人 一 4 一 > 一 p 

WEH: 
© (p 一 >q ) 人 一 q (CW) ) 
mmp 〈 间 (W) ) 
@p Cm.) 
©p—aq (OA-) 
@q (@, @, —_ x 
@ aq (DA-) 
@—— (©, @#J8 ) 
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@—p wt 
@(@, ®© —>.) 《证 毕 》 
相 T: 得 去 一 > 导出 规则 三 
—B, A—>B 
A 
我 们 在 追 补 由 T ,得 传 一 > 导出 规则 四 
A—>B, B—>C 
A—>C 


Tis: —(pVq) < > 一 D 人 一 4 


证 明 : 

甲 0 一 (pVq) ((W)) 

(ONY ( 补 CW)) 
:pVq (Q. V.) 
@—p (O, DFE) 
@,q ( 补 (W) ) 

@,p Va (@,V. ) 
@—q (CO, DFH) 
Q@ 一 p 人 一 4 (@, @, A.) 
© (@, @, —. ) 

Z@—p A q ((W)) 
@pVa CKW) ) 
@— (@A-) 

@—q (OA-) 
@q (@, ®©, VIH) 
@—pVa) (®, OFM) 


©@ (@, © —-) 
WOCH, Z, <>.) CEH) 
由 Tis 得 一 V 导 出 规则 五 : 
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TI(AVB) (AVB; 


一 AA 人 一 B A. BB 
Ti: (p—>qd) 人 (r 一 >*s) 人 (pVr) 一 >(qVs》 
证 明 : 
Op—>q ((W)) 
@r—s ((W)) 
@pVr (CW) ) 
Dp ( 补 CW)) 
(OR (©, @:， 一 >- ) 
Q, q Vs (@: V.) 
@,r (+W) ) 
Css (@，@,， 一 >- ) 
@sqdVs (@:V:) 
@qVs (ð, ©: >0:, @—>®s,V-> 


@ (0D, @, ©, @, —,) (证 毕 ) 
Tis: PA (qdVri) — (PA) V (pAr) 


WEH: 
PDPA (qVr) ((W)) 
@p (DA-) 
@qVr (DA-) 
aq ( 补 (W)) 
@,pAq (@, ©, A+) 
1r $ ( 补 (W) ) 
@):pAr (@, @,, A.) 
@(pAq)V (pAr) (>00: @,—@;, @, 肯 定 - 


导出 ) 
© ( @, @, —.) 
Z£€(D(pAq)V (pAr) ((W)) 
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ipAq 

Wp 

sq 

iaVr 

pA (qaVr) 

Q pA: 

(OR 

sr 

oqdVr 

DiopA (dVr) 

@pA (qVr) 

@ (Q, ©, —.) 
丙 @ ( fl, Z, —.) 


〈 补 (WwW) ) 
(OA-) 
(DA-) 
(@s:V+ ) 

(Oz Do A+) 
(AKW) ) 
(DA-) 

(CQ A-) 

CQ. V.) 

(r D,, A+) 
(D>, D>., V- 


(证 毕 ) 


Tio: (P—q ) 人 (I 一 >s ) 人 (一 4V 一 s ) — ( —pV 


=r) 
证 明 : 


@ (p—4)A (r—s) A (—qV—s) (CCW) ) 


Cp 一 >q 
@r—s 
@—qV—s 
@ ma 
@:—p 

@ pV r 
@ ms 
@, 一 
@s mp Vr 
@—pV <t 


(OA-) 

(OA-) 

(OA-) 

( 补 CW)) 

(@, ©, 去 一 > 导出 ) 


(@ V.) 

( 补 (W)) 

(@@，@!， 去 一 > 导出 ) 

(@:V+) 

(@—@,, @,—@,., ©, 
V-) 
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©(0, © —.) (证 毕 ) 
AT ,得 肯定 导出 规则 六 : 
(A—>B) 人 人 (C—>D), AVC 
BVD 


则 Tie 得 否定 导出 规则 七 ; 
_(A— B) 人 入 (C 一 >D ) ， 一 BV 一 D 


“mAV 一 C 
Ti1: (pAa— >! ) < 一 > (了 p 一 >(q 一 >T) ) 
证 明 : 
HDpAqa—r ((W)) 
@p ((W)) 
DipAq (CW) ) 
中 :q (DiA-) 
Dar (Q, @, —-) 
Dd—>r (z Os, —. ) 
@p—> (qd—r) (@, OD, —.) 
©@ (@, © —>.) 
乙 Op 一 > (qd—>r) ((W)) 
GO:pAaq 〈 补 (W) ) 
GD:p (OA-) 
sq (QYA-) 
Dd—>r (©, ®©» —-) 
sr (Os Os —-) 
@ pAq—r (Oi Os, —) 


(O, De —. ) 


WQ ( 8, Z, <>.) (HEE) 


铀 T17 得 条 件 导 出 规则 八 : 
AAB 一 >C A—>(B—>C) 
A—>(B—>C) A 人 \B—>C 
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Tis: p<> (pVP) 
证 明 : 
POp 
@pVp 
@ (OO, ®©, —. ) 
ZOpVp 
@—p 
@p 
@p 
@(@, @, —.) 
KOH, Z, —.) 
由 了 1。 得 附加 导出 规则 九 : 
A 


AV 


((W)) 
(DV+) 


(CW)) 

( 间 (W)) 
〈@ 去 V 导 出 ) 
(©, ©, FA) 


(证 毕 ) 


AVA 
A 


Tis: —(pAq) ——pV—q 


证 明 : 

HON (pA) 
@— (—pV ma) 
四 一 
(Oppa! 

@p 

@a 

@p Aq 
@—pV ma 

@©(0, @, —. ) 

LOV q 
@pAq 
@p 


((W)) 
CCW) ) 
(@—V*# ) 
(@ 一 V 导 出 ) 
(@—-) 
(@—-) 

(@, ©, A.) 
(O, ©, F) 


((W)) 
( 间 (W) ) 
(@A-) 
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@q 


(@A-) 


©ua (®©, ©, VH) 
@—p (@，@,， 去 V 导 出 ) 
Q@ 一 (pPAq) (@s5@, @5@#J8 ) 
®&0, ©, —. ) 
KOC, Z, 4>.) (EH) 
由 Ti。 得 一 人 导出 规则 十 : 
—(AAB) —AV—B 
—AV—B —(AAB) 
Tzs: pe—pAp 
证 明 ， 
甲 Dp ((CW) ) 
@—(pAp) (HW) ) 
®© Vp (@—V H ) 
@—p (@，@,， 去 V 导 出 ) 
@pAp (O, @, +ñ ) 
@(O，@， 一 >:) 
ZOPAP ((W)) 
@p C@A-) 
®©, @, —.) 
KOC, LZ, —.) (证 毕 ) 
由 T:。 得 合 取 分 析 导 出 规则 十 一 : 
A AAA 
AAA A 
T, i: pVq<—qa Vp 
证 明 : 
POpVa ( (W) ) 
aV p) caw) ) 
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@—aA—Pp (@, V Hi) 


ma (@A-) 

@—p (@A-) š 

@p (@, ©, VH) 
@q (®©, ®©, 去 V 导 出 ) 
@qaVp (@s5@, ®50, FH) 


@(D, ©, —.) 
乙 ( 证 明 方法 同 甲 ) 
WQ ( i, Z, —, ) (证 毕 ) 


HT :得 析 取 交换 导出 规则 十 二 ， 
AVB | 
BVA 
T:::，p 人 AN 人 q< 一 qd 人 p 
WEH: 
甲 DpAd ((W) ) 
@q (OA-) 
@p (@A-) 
@qAp (@, @, ^A) 


© (@, ®© —. ) 
< (证 明 方法 同 甲 ) 
丙 @ ( IR, L, <) (证 毕 ) 
由 T, :得 合 取 交换 导出 规则 十 三 : 
— AAB 
BAA 
Tas: (PVq) Vre>pV (aVr) 
WH: 
PO(pVa) Vr (CW) ) 
© pVaVr) ) ( 间 (W)) 
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@ 一 pA 人 一 (qdVI) (@— VIH ) 


mp (@A-) 

©n(aVvr) (@A-) 

@—aA—r (@ 一 V 导 出 

ma (@A-) 

@—r (@A-) 

@pVqa (@，@， 去 V 导 出 ) 
a (®, ©, 去 V 导 出 ) 
@p (@, ©, VH ) 
@pV (qVr) ( @ 与 @，@ 与 @， 矛盾 > 
@(@, @, —.) 


Z (C 证明 方 法 同 甲 
KOF, L, —, ) (证 毕 》 
Taa: (PAQ) MAre—>pA (qAr) 


证 明 ， 

HQ) (pAq)Ar ((W)) 
@r (OA-) 
@pAq (OA-) 
@q (@A-) 
@p (@A-) 
@qAr (@, @, A.) 
pA (qAr) ( ©, ®©, A+) 
@(@, @, —. ) 


Z ( 证明 方法 同 甲 ) 
OF, 乙 ，<>+) (HEHE ) 
HT, T, 88 FHRA: 


(AVB) VC (AAB) AC 
AV (BVC) AA (BAC) 
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TDPV(qAr)< > (PVq)A (PVr) 


证 明 : 
下 OpV (qdAr) 
Dip 
.pVq 
DspVr 
Di (pVq)A (PVT) 
@sqAr Š 
sa 
r 
DspVq 
DapVr 
Qi (pVa)A(pVr) 
@(pVa)A (pV!) 


@(@, © —. ) 
Z€@Q (pVa )A (PVI) 
@ 一 (pV(qAD ) 
图 一 p 人 一 (qA 人 Ar ) 

Dp 

人 一 (qdqAr) 
©aa Vr 
©pVa 
@pVr 

@q 

r 

Dnr 

Oq 


( (W) ) 

( 补 (W)) 

(Q, V.) 

(@:V.) 

(Q, Dss A+) 

(CW) ) 

(QxsA-) 

(@s 八 -) 

(V+) 

(D1V+) 

(Ds O A.) 

(Q@,— (Q, Q: — m. 
@, V-) 


((W) ) 
CCW) ) 
( 四 一 Y 导 出 ) 
(@A-) 
(@A-) 
(@—A*H ) 
(@A-) 
(@A-) 
(@，@， 
(®, ®, 
(@，@， 
(®©, @, 


去 V 导 出 ) 
去 V 导 出 ) 
去 V 导 出 ) 
去 V 导 出 ) 
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@pV (aAr) (050, 050, FĂ)? 
(O, @, —- ) 


AO(Ħ, Z, — ) 《证 毕 ) 
由 Tis，T:s 得 分 配 导出 规则 十 五 ， 
AV (BAC) AA (BVC) 


(AVB)A(AVC) (AAB)V(AAC) 
我 们 知道 ， 命 题 演算 系统 ， 无 论 是 公理 推理 系统 还 是 自然 推 
理 系统 ， 其 构造 形式 是 多 种 多 样 的 ， 但 是 其 基本 原理 却 在 很 大 程 
度 上 相同 。 人 们 只 要 对 其 中 的 一 种 构造 形式 深入 钻研 下 去 ， 把 握 
其 基本 原理 ， 和 掌握 其 演算 规律 和 技巧 ， 那 么 再 学 习 其 他 构造 形式 . 
就 比较 容易 了 。 


四 元 逻辑 问题 

当 我 们 把 逻辑 本 身 作为 研究 对 象 ， 考 察 其 内 在 逻辑 问题 时 ， 
就 构成 了 元 逻辑 。 元 逻辑 主要 研究 三 个 问题 推理 系 统 是 否 一 
致 ? 推理 系统 是 否 完全 ? 公理 和 推理 规则 相对 于 公理 系统 是 否 独 
立 ? 这 三 个 问题 就 是 通常 所 谓 的 推理 系统 的 一 致 性 、 完 全 性 和 独 
立 性 问题 。 

我 们 所 介绍 的 命题 演算 系统 都 具有 一 致 性 、 完 全 性 和 独立 
性 。 这 里 只 就 公理 推理 系统 来 进行 讨论 。 公 理 推理 系统 要 从 一 些 
公理 和 推理 规则 出 发 ， 不 能 推演 出 自 相 予 盾 的 结 论 来 ， 也 就 是 
说 ， 在 推演 过 程 中 不 能 出 现 逻 辑 矛 盾 ， 这 就 是 对 此 系统 的 一 致 性 
要 求 。 这 样 的 系统 还 应 该 把 演绎 推理 中 的 所 有 真 命题 即 定理 完全 
都 能 推导 出 来 ， 这 就 是 对 此 系统 的 完全 性 要 求 。 对 于 这 个 系统 中 
的 每 条 公理 来 说 ， 它 们 彼此 应 该 互相 独立 ， 不 能 由 一 个 公理 而 推 
出 另 一 个 公理 ， 这 就 是 对 此 系统 的 独立 性 要 求 。 

( 一 ) 一 致 性 

一 致 性 也 称 相 容 性 、 协 调 性 、 可 靠 性 或 无 矛盾 性 。 任 何 理论 : 
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系统 ， 如 果 它 本 身 存 在 着 逻辑 矛盾 ， 那 么 这 个 系统 就 是 不 可 靠 
的 。 命 题 演算 的 公理 系统 也 是 这 样 。 一 个 系统 的 无 矛盾 性 ， 是 这 
个 系统 能 够 确立 的 首要 条 件 。 
推理 系统 的 一 致 性 有 几 种 定义 。 这 里 介绍 三 种 : 1. 对 于 一 个 
推理 系统 而 言 ， 若 该 系统 中 所 有 的 定理 都 是 永 真 公式 ， 那 么 它 是 
语义 一 致 的 ，2. 车 并 非 该 系统 的 一 切 公式 都 是 定理 ， 那 么 它 是 语 
法 一 致 的 〈 语法 是 指 符号 的 形式 结构 ) ; 3. 若 对 于 该 系统 的 任 一 
公式 A 而 言 ，A 和 一 A 至 少 有 一 个 不 是 该 系统 中 的 定理 ， 则 它 是 
古典 一 致 的 。 
1 .一致 性 的 语义 定理 ;命题 演算 在 语义 上 是 一 致 的 。 这 就 是 
说 ， 命 题 演算 中 的 所 有 定理 都 是 真 的 ， 都 是 重 言 式 。 对 这 个 定理 
主要 从 两 个 方面 来 证 明 : 〈 1 ) 命题 演算 的 公理 都 是 重 言 式 , 即 都 
是 永 真 的 ，( 2 ) 应 用 命题 演算 的 推理 规则 和 定义 , 都 能 保障 从 重 
言 式 只 能 推出 重 言 式 。 因 为 ， 假 如 人 A 是 公理 集 ，B 是 定 理 集 ， 那 
b, in 果 A 集 都 是 重 言 式 ， 推 理 规则 和 定义 又 能 保障 从 重 言 式 推 
出 重 言 式 ， 我 们 就 会 得 出 由 A 集 推出 的 B 集 必定 都 是 R 言 式 。 如 
下 就 从 两 个 方面 来 证 明 。 
( 1 ) 公理 总 共有 4 条 : 
@pVp—>p; 
@p—p Vq; 
@(pVq)— (qVp)>; 
@(q— r)— ((pVq)—> (PVI))。 
不 难 用 真 值 表 法 或 反 证 赋值 法 证 明 这 四 个 公理 都 是 重 言 式 ( 具体 
证 明 从 略 ) 。 
( 2 ) 命题 演算 的 推理 规则 主要 有 三 条 , 即 代入 规则 ， 分 离 规 
则 和 置换 规则 。 我 们 可 以 分 别 证 明 应 用 这 些 规则 ， 从 重 言 式 只 能 
得 到 重 言 式 。 另 外 是 关于 定义 ， 根 据 五 个 联结 词 的 真 值 表 定义 ， 
定义 式 和 被 定义 式 都 是 等 值 的 ( 可 用 真 值 表 证 明 ) ， 因 此 对 重 言 
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式 作 定 义 等 值 置换 得 到 的 仍然 是 重 言 式 。 下 面 主要 讨论 推理 ga 
则 。 

@ 代 入 规则 P(A) 为 一 重 言 式 ; 其 中 A 为 一 合式 公式 
(包括 命题 变 项 p，q，r… ) 。 由 于 中 (A ) 是 重 言 式 , 所 以 无 
论 A 取 真 值 或 假 值 ，®@ ( A ) 总 是 真 的。 再 设 B 为 一 合式 公式 ， 以 
B 代 入 后 得 到 ( B ) ， 则 中 (B ) 仍 是 一 重 言 式 。 因 为 P(A ) 是 
一 真 值 函 项 ， 一 个 真 值 函 项 总 体 的 真 假 取决 于 其 中 变 项 的 真 假 ， 
而 与 其 中 部 分 表达 式 无 关 。 所 以 无 论 B 如 何 复杂 ， 其 真 值 无 外 平 
是 真 的 或 是 假 的 。 不 管 变 项 是 真是 假 ， 或 变 项 代 之 以 复 杂 的 B 后 
是 真是 假 ， 作 为 重 言 式 中 ( A ) 即使 变 为 @ (B)， 它 也 是 永 真 
的 。 可 见 ， 代 入 规则 从 重 言 式 只 能 得 到 重 言 式 。 

@@ 分 离 规则 设 A 和 A 一 > 了 B 都 是 重 言 式 。 在 一 > 的 真 值 表 : 
中 ， 可 以 看 到 
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“Pa aaye A 和 A 一 >B 同 时 为 真 。 在 这 种 情况 下 ，B 

是 真 的 。 所 以 ， 只 要 断定 了 A 是 重 言 式 ， 同时 断定 了 A 一 >B 

是 重 言 式 ， 那 么 B 的 值 就 一 定 是 重 言 式 。 由 此 可 证 ， 应 用 分 离 
从 重 言 式 只 能 得 到 重 言 式 。 

@@ 置 换 规则 ”这 里 不 仅 指 定义 置换 ， 而 且 包 括 所 有 等 值 W 
换 ， 即 如 果 A<>B， 则 从 中 ( A ) 可 得 中 ( B ) 。 由 于 定义 或 等 
值 公式 左右 两 边 的 真 值 相间 ，; 置换 时 是 用 真 值 相 同 的 公式 去 代 
$, 因此 置换 后 不 改变 真 值 ， 血 换 后 记得 的 公式 与 原 公式 的 次 什 
相同 。 如 果 原 公式 为 重 韦 式 ， 田 换 后 当然 仍 为 重 言 式 > WA; FE 


* 130 + 


用 置换 规则 从 重 言 式 只 能 得 到 重 言 式 。 

根据 上 面 的 一 致 性 语义 定理 的 证 明 ， 命 题 演算 的 定理 都 是 重 
言 式 ， 不 可 能 出 现 非 重 言 式 ， 不 可 能 造成 系统 本 身 逻 辑 了 矛盾 即 不 
一 致 现象 。 

2 .一 致 性 的 语法 定理 ”命题 演算 是 语法 一 致 的 。 这 就 是 说 ， 
并 非 任 一 公式 都 是 命题 演算 的 定理 。 系 统 中 有 的 符号 序列 可 称 为 
合式 公式 ， 但 决 不 是 所 有 合式 公式 都 可 作为 定理 。 证 明 是 出 较 容 
易 的 ， 因 为 一 切 定理 都 是 重 言 式 ， 所 以 非 重 言 式 的 公式， 例如 
人 AVB，A 八 B 等 ， 虽 然 也 是 公式 ， 但 却 不 是 定理 。 并 非 该 系统 的 
一 切 公式 都 是 定理 ， 所 以 它 是 语法 一 致 的 。 

3。 一 致 性 的 古典 定理 ”命题 演算 是 在 古典 意义 下 一 致 的 。 
这 就 是 说 ， 对 任 一 公式 A，A 和 一 A 不 能 都 是 命题 演算 的 定 EB. 
下 面 我 们 来 证 明 。 对 于 命题 演算 的 任 一 公式 A 来 说 ,有 了 时 A 和 一 A 
都 不 是 重 言 式 ， 例 如 一 p Vgq 与 局 (一 pVd ) 。 但 是 ，A 和 一 A 却 
不 能 同时 都 是 重 言 式 ， 例 如 pV 一 p 与 沁 ( pV—p ) 。 如 果 A 是 重 
言 式 ， 是 永 真 的 ， 那 么 一 A 就 是 逻辑 矛盾 ， 是 永 假 的 。 反 过 来， 
如 果 一 A 是 重 言 式 ， 如 一 ( D 人 一 p ) ， 那 么 A 就 是 矛盾 式 ， 如 ? 
和 人 一 p。 由 于 A 和 一 A 不 能 都 是 重 言 式 ， 而 根据 一 致 性 语义 定 理 ， 
只 有 重 言 式 才 是 定理 ， 所 以 ，A 和 一 A 不 能 都 是 定理 。 命 题 演 算 
是 古典 意义 下 一 致 的 。 

(二 ) 完 全 性 

完全 性 ( 或 完备 性 ) 问题 是 推理 系统 的 另 一 个 重要 的 元 逻辑 
铝 题 。 不 过 相对 于 一 致 性 而 言 ， 完 全 性 就 不 是 非 有 不 可 的 。 尽 管 
有 一 些 推理 系统 是 完全 的 ， 但 更 多 的 推理 系统 是 不 完全 的 。 推 理 
系统 的 完全 性 定义 也 有 多 种 ， 比 如 : 1. 对 于 一 个 推理 系统 而 言 ， 
如 果 在 该 系统 可 推出 属于 某 一 特定 范围 内 的 一 切 真 命题 ， 那 么 这 
一 系统 就 是 语义 完全 的 ( 又 称 广义 完全 的 ， 或 相对 完全 J); 

了 2. 如 果 把 访 R 统 中 任何 非 定理 的 公式 作为 新 公理 引进 该 系 统 ，， 
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就 会 导致 逻辑 矛盾 而 使 该 系统 不 一 致 ， 那 么 这 一 系统 是 语法 完全 - 
的 (又 称 狭义 完全 的 ;或 绝对 完全 的 ) ，3. 如 果 某 系统 对 于 任 
一 合式 公式 A 而 言 ， 或 者 A 是 可 证 的 ， 或 者 一 A 是 可 证 的 ， 那 Z 
这 一 系统 就 是 古典 完全 的 。 

古典 完全 性 是 针对 某 些 种 类 的 公理 系统 而 言 的 ， 在 这 种 系统 
里 ， 合 式 公式 中 没有 自由 变 项 ( 即 没有 不 被 量词 约束 的 变 项 ， 这 
将 在 谓词 逻辑 中 讲 到 )。 命 题 演算 不 是 这 种 公理 系统 ， 因 此 它 不 是 
古典 完全 的 。 比 如 ,公式 一 PVq 及 其 否定 一 (一 pV q), 虽 然 都 是 
合式 公式 ， 都 可 以 表示 为 A 及 其 否定 一 A， 但 是 它们 都 不 是 重 言 
式 ， 因 此 在 命题 演算 中 都 不 可 证 。 我 们 只 讲 命题 演算 的 语义 完全 
性 和 语法 完全 性 。 

1， 完 全 性 的 语义 定理 ”一切 重 言 式 在 命题 演算 里 都 是 可 证 
的 。 WH: 

(1 ) 设 A 为 一 重 言 式 ( 永 真 公式 ) 。 

(2 ) 作 A 的 合 取 范式 ， 设 为 B, 其 表 达 RA: BI ABA" 
八 B,。 其 中 每 一 B; ( 1<i<n ) 都 是 简单 析 取 式 。 

(3 ) B 是 永 真 的 重 言 式 ， 因 为 A< 一 >B。 

(4 ) 所 以 B; 是 永 真 的 ， 因 为 它们 是 永 真 的 合 取 范式 B 的 支 命 
题 。 

(5 ) 因为 B; 是 析 取 式 ， 所 以 其 中 至 少 包含 一 对 互相 否定 的 
析 取 项 ， 例 如 pV 了 p，pV dV 一 q 等 。 

(6 ) 已 知 pV 一 p 是 可 证 的 ( 据 公 理 推理 系统 T,。 以 下 均 讲 
前 述 公理 推理 系统 ) 。 

(7) 所 以 ，pVdqV 一 9 也 是 可 证 的 ( 据 R,，Tio ) 。 

(8 ) 所 以 ，Bi 是 可 证 的 ( 据 (6)，(7) ) 。 

t9) WT: Pr Cd pA PECL Bme CH 
BAB; ) 也 可 证 。 

40 ) 据 (8) 和 ( 9) 及 RR,， BBB AB, . 
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〈11 ) 同样 ，B; 也 是 可 证 的 ( 都 是 析 取 项 ) 。 

(12 ) 据 R。， 得 B; 八 Bi。 

(13 ) 所 以 ，B: 人 Bz 人 … 人 了 B。 是 可 证 的 ( 只 要 将 如 上 证明 
反复 多 次 就 可 知 ) 。 

(14 ) 所 以 、B 是 可 证 的 。 

B 是 A 的 合 取 范式 ， 是 从 A 根据 置换 规则 得 到 的 ， 所 以 由 B 可 
证 得 知 A 也 可 证 。 当 然 ， 正 如 上 面 的 证 明 所 表现 的 ，B 的 证 明 就 
是 在 需要 证 明 A 的 公理 系统 中 进行 的 ， 这 个 系统 既然 能 证 明 B， 
当然 就 能 证 明 A。 由 上 所 证 可 知 ， 凡 重 言 式 皆 可 证 ， 故 命题 演 算 
系统 是 语义 完全 的 。 从 完全 性 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 它 提供 
了 一 个 有 效 的 证 明 方法 。 如 果 求 证 一 给 定 的 公式 A， 可 人 先 求 其 合 
取 范 式 B， 如 果 B 不 是 永 真 的 ， 则 B 就 不 是 定理 ， 因 而 A 也 不 是 定 
理 ， 所 以 A 不 可 证 。 如 果 B 是 重 言 式 ， 则 B 是 定理 ， 因 而 A 也 是 定 
理 ，A 是 可 证 的 。 所 以 在 命题 演算 中 我 们 把 求 一 个 公式 的 合 取 范 
式 ， 作 为 证 明 这 一 公式 是 否 可 证 ， 是 否 为 定理 的 方法 ， 而 这 种 方 
法 又 是 很 便利 的 。 

2. 完 全 性 的 语法 定理 ”命题 演算 是 语法 完全 的 ， 如 果 把 一 不 
可 证 的 公式 作为 公理 ， 其 结果 将 造成 系统 的 不 一 致 。 这 个 定理 说 
明 ， 由 公理 Ai 至 A, 可 以 推出 一 系列 命题 公式 作为 定理 ， 而 且 这 
四 个 公理 足够 用 了 。 如 果 有 一 个 公式 B, 它 不 能 由 公理 A, FA, 推 
出 ， 而 又 要 强硬 地 把 它 放 进 公 理 系 统 中 去 ， 则 其 结果 就 会 造成 系 
统 的 不 一 致 。 下 面 进行 证 明 。 

(1 ) 设 公式 B 不 能 由 公理 Ai 至 A4 推 出 ， 即 B 在 公理 系统 中 
是 不 可 证 的 。 

(2 ) B 不 是 永 真 的 重 言 式 ( 从 完全 性 的 语义 定 EB 可 知 ， 凡 
是 永 真 的 重 言 式 都 是 可 证 的 ， 即 都 能 由 公理 A 至 A 推出 的 ， 因 
此 ， 凡 不 能 由 公理 A 至 A 4 推出 的 公式 、 即 凡 不 可 证 的 公式 都 不 
是 永 真 的 重 言 式 ) 。 
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CR) 作 B 的 合 取 范式 C: Ci: 人 Cz 人 … 人 Ca。 每 个 Ci(1<i 
<n ) 都 是 析 取 式 。 

(4) C 也 不 是 永 真 的 重 言 式 ， 因 为 B< 一 >C。 

(5 ) 具体 说 ,C 中 至 少 有 一 个 合 取 项 Ci 不 是 永 真 的 重 言 式 ， 
即 Ci 中 有 的 是 不 包含 一 对 互相 否定 的 析 取 项 ， 如 (PVqVr )， 
即使 这 种 析 取 项 中 的 命题 变 项 也 有 肯定 ， 也 有 否定 ， 但 是 这 种 命 
题 变 项 并 不 相同 ， 如 (pVqV 了 rVs ) 。 

(6 ) 如 果 把 B 加 到 公理 A 至 A4 中 去 作为 公理 ， 那 就 等 于 首 
先 断定 了 B， 即 B 可 证 。 

(7 ) 因此 也 就 等 于 断定 了 C， 即 C 可 证 ,因为 C 是 B 的 范 式 。 

(8 ) 这 样 ，Ci 可 证 。 

(9 ) 如 果 以 p 代 Ci 中 的 肯定 命题 变 项 ， 以 一 p 代 Ci 中 的 否定 
命题 变 项 ， 例 如 (pV™qV 了 rrVs ) 就 可 得 到 (pV 一 mpV 一 站 
pVp ) 。 我 们 对 其 销 去 双重 否定 就 可 得 到 (PVPVpVp ) o 

(10 ) 所 以 ， 如 果 Ci 可 证 ， 那 么 (pPVpVpVp ) 就 可 证 。 

(11 ) 根据 A,:pVp 一 >p， 那 么 ( 10 ) 可 得 p， 即 p 可 证 ， 
了 为 一 定理 。 

(12) 我 们 以 D 代 入 p， 则 D 可 证 ，D 为 一 定理 。 

(13 ) 我 们 又 以 一 D 代 入 p， 则 一 D 可 证 ， 一 D 为 一 定理 。 

(14 ) 不 难看 出 ，D 和 一 D 都 是 可 证 的 ， 都 是 定理 ， 这 就 出 
现 了 逻辑 矛盾 ， 造 成 了 系统 的 不 一 致 。 所 以 ， 如 果 将 一 个 不 可 证 
的 公式 B 作 为 公理 ， 则 将 导致 系统 的 逻辑 矛盾 和 不 一 致 性 。 命 题 
演算 的 公理 系统 在 语 形 上 是 完全 的 。 

(三 ) 独立 性 

命题 演算 系统 的 独立 性 问题 ， 可 以 说 就 是 公理 的 独立 性 问 
题 。 公 理 独立 性 有 两 方面 的 含义 ， 一 方面 是 说 命题 演算 的 公理 彼 
此 是 否 是 独立 的 ， 是 否 有 某 一 公理 可 以 从 其 他 公理 中 推演 出 来 。 
另 一 方面 是 说 ， 是 否 有 多 余 的 公理 可 以 省 略 。 从 这 两 方面 的 含义 
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看 ， 独 立 性 就 是 不 可 推演 性 。 如 果 我 们 根据 已 给 定 的 推理 规则 ， 
从 一 类 公式 推演 不 出 某 一 特定 公式 ， 那 么 这 一 特定 公式 对 于 这 类 
公式 就 是 独立 的 。 但 是 ， 事 实 上 应 用 某 些 推演 规则 所 不 能 推出 
的 ， 应 用 另 一 些 推演 规则 却 可 能 推演 出 来 。 所 以 ， 独 立 性 总 是 相 
对 于 已 给 定 的 推理 规则 而 言 的 。 公 理 独立 性 的 定义 :一 个 公理 集合 
M 是 独立 的 ， 如 果 M 中 的 任 一 公理 A 都 不 能 根据 给 定 的 推理 规则 
从 M 中 其 他 公理 推演 出 来 。 

我 们 要 求 公理 是 独立 的 ， 就 是 说 ， 作 为 推理 出 发 点 的 公理 最 
好 缺 一 不 可 ， 这 样 建立 的 公理 系统 才 是 经 济 的 。 不 过 ， 这 一 要 求 
不 是 必须 的 ， 即 使 一 公理 系统 的 诸多 公理 有 不 独立 的 ， 也 不 能 算 
是 很 大 的 缺点 。 

为 了 证 明 公理 系统 的 独立 性 ， 我 们 采用 人 先 给 命题 演算 以 某 种 
算术 解释 的 方法 。 它 不 仅 对 命题 变 项 要 加 以 语义 解释 ， 而 且 必 要 
时 对 所 有 联结 词 即 命题 常 项 也 要 重新 解释 ( 即 重新 定义 ) 。 具 体 
地 说 ， 假 定 有 一 公式 集合 M:，{ A1，A2z，As，A,}， 以 及 两 个 
推理 规则 R,，R2。， 如 果 对 该 公式 集合 的 公式 赋 一 语义 解 E, SE 
得 Ai，Az: 和 As 都 有 值 中 (中 是 抽象 的 ， 是 根据 证 明 需 要 而 人 为 
构造 的 ， 它 可 以 是 任何 值 ， 比 如 可 以 是 真 或 假 ， 也 可 以 是 0, 1, 
2 之 类 的 自然 数 ， 总 之 ， 根 据 证 明 需 要 而 人 为 构造 ) F B. Ri 和 
Rs 是 R 中 的 ， 而 A4 却 不 具有 值 ， 那 么 ， 我们 RH, MA, 
人 ,和 As 推 不 出 A,， 亦 即 A 是 独立 的 。 

这 种 方法 成 立 的 根据 是 ， 如果 A 可 以 从 A,，A2 和 As 推出 ， 
那么 由 于 A,，A:，As 有 值 中 ， 并 且 R,， 了 R: 是 保 中 的 ,所 以 A al 
有 值 @， 但 A. 却 没有 值 2， 所 以 A4 不 能 从 A:，Az 和 A: 推 出 。 这 
样 ， 一 公式 独立 的 概念 可 定义 为 ,公式 A 对 于 公 ABE 独立 的 ， 
当 且 仅 当 有 一 个 解释 ， 使 得 BE 有 值 中 而 A 没 有 值 中 。 下 面 证 明 命题 
演算 里 各 公理 的 独立 性 。 

独立 性 定理 一 ”A 是 独立 的 。 
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算术 解释 ， 给予 命 题 演算 的 原始 符号 如 下 的 解释 ， 这 些 解释 
都 是 根据 证 明 的 不 同 需 要 而 人 为 构造 的 。 

(1 ) 命题 变 项 p，q，r，s, pi,… 等 可 有 三 个 值 ， 0，1，2。 

( 2 ) 初始 联结 词 一 和 V 的 数值 解释 列 出 数值 表 如 下 (数值 
表 用 法 同 真 值 表 ) ， 


a 


> 
w 
> 
< 
四 


° L 
0 


2 


Ne 


Q b p m L ° ° .- 
kt Penbrmonb ° 
ononnmooo0oo 


RIHAR, THATE R: 
o G GIJA: Aa ARERR MERR AA AAD, Ah 
pp 一 > 如 Vd) 可 换 成 一 DVPVq)。 又 据 前 两 表 ，A; 的 值 如 下 ， 


p q =P. | pVq ~P Vp Va) 


N Nunu oe oO oO 
Ñ = @ 5 p o t r ° 
es oe s m e e o o° 
eeeeoeoeoeeee 


bbnboeoeerh rm rm 


° 136 > 


表 中 显示 A 的 值 常 为 0。 据 Ds，As T Am Va) VaV 
P); Ai 可 换 为 了 CdqVr)V ( 2T(pVq) V (pVt1) ) o $l 
表 可 知 A4s 和 A, 的 值 均 常 为 0( 8 IË 32 AB8 ) 。 

(2) 应 用 推理 规则 ,从 数值 常 为 0 的 公式 只 能 得 到 数值 常 为 0 的 
公式 。 因 为 ,代入 和 置换 规则 只 对 命题 变 项 进行 ,而 A2、As、A。 
的 数值 表 表 明 不 论 它们 的 命题 变 项 取 9，1，2 三 值 中 哪 一 值 ， 整 
个 公式 的 值 常 为 0。 所 以 对 Az，As，A4 施 行 代 入 或 置换 所 得 公 
式 的 值 仍 为 0%， 即 推理 规则 R 是 保 0 的 。 我 们 再 具体 分 析 一 下 分 离 
规则 。 


A 一 >8( 即 一 AVB) 


> 
w 

J 
> 


NNN eNe e o ° 
SN = oe s °. rn 
NbDoeoerm rm x= 
DoboeeeeoebhPm ee 


从 表 上 可 以 看 出 ， 当 A 和 A 一 >B 的 数值 皆 为 0 时 ，B 的 值 也 是 0。 
所 以 ， 如 A 和 A 一 >B 的 值 常 为 ，， 则 B 的 值 也 常 为 0。 应 用 分 离 HI 
则 ， 从 公理 Az，As*，A4 只 能 得 到 其 值 常 为 0 的 公式 。 此 处 的 “ 数 
值 常 为 0” 就 是 独立 性 证 明 所 需要 的 也 是 人 为 构造 的 性 质 b. IN 
此 ， 如 果 A: 不 是 独立 的 ， 那 么 它 也 应 该 推 出 数值 常 为 0。 但 是 Ai 
的 数值 并 不 是 常 为 0。 据 Ds，A, 的 (pVp) 一 >p 可 换 成 了 (Pp 
Vp) VP， 其 数值 表 如 下 : 
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p 


| PVP | .一 (BYPp) ~ PVPDVP. Ë ž 
uen Wr EES aw BE 
0 = E E EER UA Ea 8 
1 l: ! 0 、 mas E 
TNTE O n. 2 


从 表 中 看 出 A: 的 值 不 常 为 0， 所 以 A, 是 独立 的 。 
独立 性 定理 二 ”A: 是 独立 的 。 
算术 解释 : 
(1 ) 命题 变 项 有 四 个 值 : 0，1，2，3。 
( 2 ) 一 和 V 的 数值 解释 ， 用 等 式 表示 为 
一 0=1， 一 1=0， 一 2=3， 一 3= 2。 
@0V0=0V1=0V2=0V3=0, 
1V1=1V2=1V3=1, 
2V2=2V3=2, 
3V3=3。 
其 中 ，V 也 可 用 交换 律 。 根 据 这 种 解释 ，A:，As:，A: 的 值 常 为 
0 或 2。 见 如 下 数值 表 : ( 表 见 第 139 页 ) 。 这 个 表 的 排列 并 不 是 
完全 的 ， 完 全 的 要 有 32 种 。 但 可 以 概 狐 地 看 出 A,，A，，A, 的 值 
常 为 0 或 2。 推 理 规则 也 传递 “等 于 0 或 2” 这 种 性 质 ， 但 .是 A 并 
不 常 “ 等 于 0 或 2”。 当 p 取 值 2，q 取 值 1 时 ，A:: p— p Vañy 


值 为 2 一 >2V1= 一 2V(2V1) =3V1=1。 所 以 ，As 是 独立 
的 。 Š 

独立 性 定理 三 A: 是 独立 的 。 Ë 

算术 解释 : ' 


(1 ) 命题 变 项 有 四 个 值 ， 0，1，2，3。 

(2 ) 汪 和 V 前 数值 解释 ;用 等 式 表示 为 :- 

四 一 0=1 一 1= 0 一 2 于 0， 一 3 二 2。 - 
@0V0=0V1=1V0=0V2=2V0s= 0Vsz3V0e0， m) 


;3381 


人 4 转换 为 


人 ,转换 为 | ABBA š 
par evpyp jovo V avv gayn TPY 
0 6 3 |—oVo= =0 | Rs 
0 12 EA TEN q=0 三 0 

l 

0 2 1 ! r=0 
0 30 | 
103 | p= 
112 | | a-1 /=0 
121 | w r=17 
1 3 0 |#GV1 V1=0 NOY mm 
2 (2V2) V2=2l "0 VOV2) =2 p=2,3 

| 一 (2v1D)V(IV2)=2 
2 1 2 一 | q=2,3 
2 2 1 | Eais 
2 3 0 =2 
3 0 3 |-(3V3)V3=2 z 
3 12 | z 
3 2 1 =2 
3 $ ò —(8v3) V (3V3) =2 


1V1=1, 1V2=2V1=2, 1V3=3V1=3, 
2V3=0, 3V2=3, 2V2=2, 3V3=3。 
根据 这 个 解释 ，A:，A:，A, 的 值 常 为 0， 推 理 规则 确保 或 
传递 “ 常 为 0” 的 性 质 。 但 是 ，As 的 情况 却 相反 ， 当 p R 2，q 取 
3 时 ， 有 
—(pVa) V (qVp) = 一 0V3=1V3=3， 
.就 是 说 ，A, 的 值 不 常 为 0%。 所 以 ，As 是 独立 的 。 
独立 性 定理 四 ”A, 是 独立 的 。 
算术 解释 : 
《1 ) 命题 变 项 有 四 个 值 : 0，1，2，3。 
(2) mAV 的 数值 解释 ， 用 等 式 表示 为 : 
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Dn i= “B= “=0 

@0V0=0V1=1V0=0V2=2V0=0V3=3V0=0, 
1V1=1, 1V2=2V1=2, 1V3=3V1=3, 
2V2=2, 2V3=3V2=0, 3V3=3。 

REKTE, An An AWARA ETHER 出 来 
的 公式 的 值 也 常 为 0%。 但 是 ，A 4 的 情况 却 相 反 ， 当 Pp 取 值 2，q 取 
值 2，r 取 值 2 时 ， 有 

(qdVr)V ( pV VV) ) 
=—(0V2)V (0V2) 
= 一 0V2 
=1V2 
=2, 
就 是 说 ，A ,的 值 不 常 为 9。 所 以 ，A, 是 独立 的 。 


五 ”命题 演算 的 其 它 系统 

当 人 们 学 习 现 代 罗 辑 或 数理 逻辑 的 时 候 ， 会 遇 到 各 种 各 样 的 
形式 系统 ， 它 们 常常 是 ， 不 仅 演算 形式 不 同 ， 而 且 语 言 表述 和 符 
号 使 用 也 不 相同 。 这 给 学 习 者 带 来 许多 困难 。 其 实 这 些 系 统 在 基 
本 原理 上 或 本 质 上 都 是 相同 的 或 相近 的 ， 我 们 只 有 在 差异 中 找到 
同一 ， 理 解 才 会 深刻 。 我 们 以 联结 词 为 例 。 尽 管 逻 辑 界 所 使 用 的 符 
号 不 完全 一 样 ， 但 是 基本 联结 词 的 名 称 和 语义 主要 是 五 个 ， 否定 
CHIE), HRR), AMH), AM mR, WA), 
等 值 ( 当 且 仅 当 ) 。 我 们 择 要 列表 如 下 : 〈 表 见 第 141 页 ) 。 

必须 看 到 ， 无 论 使 用 怎样 的 符号 表示 ， 在 对 重 言 式 构 造 逻辑 
演算 的 形式 系统 时 ， 基 本 上 分 为 两 大 类 形式 ， 公 理 推理 系统 和 自 
然 推理 系统 。 我 们 在 前 面 分 别 介 绍 了 这 两 类 形式 的 一 种 表现 。 下 
面 再 介绍 几 种 。 
j 关于 公理 推理 系统 
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REE | 符号 表示 命题 变 项 用 p,q 等 7 
Ta) meN 


普通 表示 前 置 表示 
否定 (并 非 ) | P,—p,—p,—p; Np 
析 取 (或 者 ) i pVa Apq 
合 取 ( 并且) p*q, p&q, PAA Kpq 
蕴涵 aan ?2q，p 一 >q， Cpq 
FA E y| PE, p~ peq Epq 


( 一 ) 960648 MEZRWAME BATAM 
九 世 纪 末 德国 数理 逻辑 学 家 弗 雷 格 所 写 的 < 概念 语言 >。 弗 雷 格 用 
的 初始 联结 词 是 否定 和 蕴涵 ， 有 六 条 公理 和 两 个 推理 规则 。 他 所 
使 用 的 符号 比较 难 司 ， 用 一 条 垂直 短线 加 上 一 条 水 平 短线 ， 表 示 : 
右 侧 的 符号 序列 ( 命题 ) 是 被 断定 了 的 

A 
其中 ， 最 左 方 的 垂直 短线 “|” 称 为 判断 短线 ， 水 平 短线 “一 
称 为 内 容 短线 ， 整 个 符号 “HT-” 称 为 断定 符 号 。 另 外， 表示 - 
真 值 昔 涵 的 符号 是 ; 
A 


= 
B 


“ER T A 1882608 3Ri-B— A, CEER E Si tR. 
的 垂直 线 称 为 条 件 短线 。 表 示 否 定 的 断定 是 ， 


上 一 人 
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它 相 当 于 人 们 熟悉 的 表示 上 一 A， 它 那 断 定 符号 下 面 的 垂直 短线 
: 称 为 否定 短线 。 将 内 容 短 线 ， 否 定 短线 、 条 件 短线 作 各 种 组 台 ， 
就 能 表达 各 种 联结 词 。 如 : 


上 一 3 一 ^ 就 是 站 

| 一 -(B--A? 即 | 一 BAA 是 [TTT A. 
= 

| 一 ”3-~A 即 | 一 BVA 是 | Ae 


L ss 

| 
将 等 。 现 在 看 来 这 种 表示 是 十 分 费事 的 ， 但 在 一 百 多 年 前 首次 设 
计 这 种 符号 语言 ， 那 是 件 很 辉煌 的 事情 。 

六 条 公理 用 现代 符号 表示 是 ， 

。p 一 > ( q—p) 
. (p— ( qt—tr) ) 一 > ( ( p—q ) 一 >(pD 一 >T)) 
人 
. ( p—>q ) —  ( —q—> p ) 
. —p—p 


o Q w w t = 


mt 


两 条 推理 规划 是 ， 
1. 分 离 规 则 “从 | L sm | 一- B， 可 得 到 新 命题 -一 3。 


2. 代入 规则 这 是 从 一 般 到 特殊 的 推理 规则 即 如 果 
并 一 A， 那 么 -一 A ( x/B ) ， 其 中 x 是 命题 变 项 ，B 为 任 一 合 
RAR. 

弗 雷 格 是 数理 逻辑 两 个 演算 的 创始 人 之 一 ， 但 他 所 用 的 符号 
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体系 很 不 方便 ， 他 的 系统 也 不 是 一 个 完全 严格 的 公理 系统 。 六 条 
公理 中 的 3，5，6 都 可 由 1，2，4 推 出 ， 因 此 对 弗 雷 格 的 公理 组 可 
以 简化 , 取 1，2，4 条 即 可 。 现 在 还 经 常见 到 的 命题 演算 系 统 工 ， 
实际 上 就 是 弗 雷 格 系统 的 简化 和 改进 。 在 系统 L 中 ， 用 的 是 公理 
模式 ， 所 以 就 取消 了 代 和 人 规则。 形式 系统 LL: 

1, 初始 符号 ( 无 限 ) 

Pis Ds Pos °° 

Th S=). Cg U). 

2. 形成 规则 

C@p; 是 一 合式 公式 ， 其 中 i> 1。 

加 如 果 A，B 是 合式 公式 ， 那 么 一 A，A 一 >B 是 合式 公式 。 

图 只 有 适合 以 上 两 条 规则 ， 才 是 合式 公式 。 

3. 初始 公式 ( 即 三 个 公理 模式 ) 

DA 一 > (B—>A) 

四 (A 一 > ( B 一 >C ) ) — ( ( A— B) 一 > (A—>. 

C) ) 

(8) ( 一 A 一 > 一 B ) — ( B 一 >A ) 
这 里 每 一 个 公理 模式 都 有 无 限 多 个 “实例 ”，A，B，C 的 取 值 范 : 
围 是 L 中 的 所 有 合式 公式 。 

4. 推理 规则 ( 即 变形 规则 ) 

在 L 中 只 有 一 个 推理 规则 ， 称 为 分 离 规 则 ( 记 作 MP ) ， 即 从 . 
上 4A 和 上 HA 一 >B， 可 得 六 B。 

5. 定义 ( 即 引 入 三 个 联结 词 ， 它 们 采用 重 言 等 值 式 ) ， 

@(AVB ) < 一 > (一 人 一 >B ) 

@( AAB) —>—( A—>—B ) 

图 (A< >B)<>(A 一 >B) 人 (B 一 >A) 

(二 ) 罗 素 系 统 1910 年 英国 学 者 罗素 和 杯 特 海 合 作 完成 三 
沧 本 «数学 原理 >， 其 中 包括 命题 演算 的 PM 系统 ， 人 们 也 称 之 . 
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为 罗素 系统 。 我 们 在 本 书 中 介绍 的 命题 演算 系统 ， 主 要 是 对 PM 
系统 的 充实 和 改进 。PM 系 统 的 初始 符号 、 形 成 规 则 、 定 义 、 公 
理 、 推 理 规则 和 定理 证 明 ， 均 与 本 书 前 述 命题 演算 的 公理 推理 系 
统 基本 相同 ， 在 此 不 再 重复 。 我 们 只 是 补充 说 明 ， 可 以 证 明 PM 
系统 和 L 系 统 的 定理 相同 ， 也 可 以 说 L 是 PM 的 扩充 ，PM 是 工 的 扩 
充 。 在 系统 中 证 明 的 几 十 条 定理 在 PM 系 统 中 也 是 定理 。 由 于 它 
们 定理 相同 ， 而 IL 系统 的 定理 都 是 重 言 式 ， 重 言 式 都 是 L 系 统 的 定 
理 ， 因 此 我 们 也 可 得 出 结论 ， PM 系统 的 定理 都 是 重 言 式 ,， E E 
式 都 是 PM 系统 的 定理 ， 就 是 说 PM 系统 既是 一 致 的 又 是 完全 的 。 
当然 罗素 PM 系统 也 存在 一 些 缺 隐 : 由 于 没有 明确 区 别 对 象 语 
言 和 语法 语言 (元 语言 ), 因 此 没有 给 出 全 部 的 语法 规则 ;没有 把 分 
离 规 则 作为 语法 规则 提出 来 ,演算 中 虽然 应 用 了 代入 规则 ,但 是 ， 
他 认为 代入 规则 不 能 建立 起 一 般 的 规则 ， 因 为 所 需 的 应 用 是 特殊 
的 ， 而 没有 一 般 规 则 能 够 明显 地 包括 特殊 的 应 用 。 还 有 ， 该 系统 
的 第 五 公理 ( 结合 律 ) 是 不 独立 的 ， 可 以 从 其 他 的 公理 E 导 出 
来 。 ` 
(三 ) 前 置 表 示 系 统 我 们 起 这 个 名 称 ， 只 是 说 这 个 系统 的 
演算 符号 联结 词 ) 都 是 采用 前 置式 ， 比 如 pVq 写 成 Apd。 这 是 
由 波兰 学 者 卢 凯 西 维 奇 在 20 年 代 首创 的 。 我 们 用 这 种 前 置 表示 方 
法 ， 具 体 介 绍 以 希 尔 伯 特 - 贝 奈 斯 为 代表 的 命题 演算 系统 。 这 个 
系统 不 从 公理 数量 的 多 少 着 眼 ， 而 企图 将 那 五 个 基本 联结 词 的 一 
- 些 重 要 特征 用 公理 表示 出 来 。 因 此 我 们 主要 介绍 其 公理 ， 而 且 通 
过 这 种 介绍 ， 使 人 们 熟悉 一 下 前 置 表示 的 特点 。 右 侧 公 式 是 用 普 


>; 通 符号 表示 的 。 
1, 蕴涵 公理 
(1) CpCqp p—> ( q—p) 
(2 ) CCpCpqCpq (p— (p—q) ) 一 > (p 一 >q) 


(3 ) CCpqCCqrCpr (p— q) —>( (q—-—>r)— 
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(p—>r)) 


2. 合 取 公理 

(1 ) CKpdp (pAq) —p 

(2) CKpqq (pbpA 人 qdq ) 一 >d 

(3) CCpqCCprCpKqr ( p—q ) — ( ( p— r ) — 

(p—>qAr)) 

3。 析 取 公 理 

(1) CpApq p— (pVa) 

(2) CqApq q— (pVq) 


( 3) CCprCCqrCApqr 
(p—r)— ( (qd 一 >T )— ( pVq—r) y 
4. 等 值 公理 
(1) CEpqCpq (p— q )— ( p—q ) 
€ 2) CEpqCqp (p— q ) — ( q—p ) 
( 3) CCpqCCqpEpq 
(p—q)—. ( (q—p)— (p<—q)) 
5. 否定 公理 
(1)CCpqCNqNp (Pp—>d)—> ( —q— —p ) 
(2 ) CpNNp p—>—p 
( 3) CNNpp —p—p 
以 上 每 组 公理 说 多 了 一 个 联结 词 的 特征 。 由 于 五 个 联结 词 都 


在 公理 中 出 现 ， 就 不 用 再 引入 什么 联结 词 定 义 了 。 推 演 规则 只 有 
分 离 和 代入 规则 。 


关于 自然 推理 系统 ( 编号 与 公理 推理 系统 接 排 ) 。 
(四 ) FPC 系统 “我 们 知道 ， 自 然 推 理 系统 的 出 发 点 除了 由 


定义 给 出 的 公式 的 形成 规则 外 ， 只 是 一 些 用 模式 给 出 的 变形 和 推 
演 规则 。 我 们 在 下 面 将 FPC 系统 的 规则 及 其 理解 写 在 一 起 ， 便 于 - 


学 习 。 


° 145o 


1， 结 构 规则 

(1 ) Hyp 假设 引入 规则 ) 。 可 按 需 要 随时 引入 一 个 假设 ， 
由 此 所 得 的 公式 都 是 在 这 个 假设 下 得 出 的 。 : 

(2 ) Rep (重复 规则 ) 。 在 一 个 假设 下 出 现 的 公式 (包括 
假设 ) 可 允许 重复 出 现 。 

( 3 ) Reit ( 重 述 规则 ) 。 在 一 个 假设 下 出 现 的 公式 (包括 
Hit) 可 在 随后 的 假设 下 重复 出 现 。 

2. 联结 词 规则 

(1 ) 一 >I (一 > 引入 ) 。 从 随后 的 假设 下 由 A 到 B 可 推 出 
人 一 >B。 或 者 说 ， 在 再 作假 设 A 下 ， 如 能 推 得 B， 那 么 在 前 一 假 
设 下 就 能 得 出 A 一 >B。 也 就 是 说 如 果 由 命题 A 真 而 断定 命题 B 为 
真 ， 那 么 就 能 断定 命题 A 一 > 了 3 为 真 。 

(2 ) 一 >E (一 > 消去 ) 。 从 A 和 A 一 >B 可 推出 B, 也 即 由 
命题 A 和 A 一 >B 之 为 真能 推出 B 为 真 。 这 是 演绎 推理 中 假 言 推理 
的 反映 。 

(3) AI( A 引 入 ) 。 从 A 和 B 可 推出 AA 人 B。 这 是 演绎 推理 
中 联 言 推理 的 反映 。 

(4) 信 E( 信 消 去 )。 从 A 八 B 可 推出 A， 从 A 八 B 可 推出 B。 
这 也 是 演绎 推 电 中 联 言 推理 的 反映 。 

(5)VI(V 引 入 )。 从 A 可 推出 AVB， 从 B 可 推出 AVB。 
期 由 命题 A( RB) 真 ， 可 得 命题 AVB 真 。 这 反映 了 相 容 析 取 V 
(HAR) 的 特性 。 

(6)VE(V 消 去 ) 。 从 AiVA:，A: 一 >8 和 和 A: 一 >B 可 
推出 B。 这 是 演绎 推理 中 二 难 推理 的 反映 。 

(7 ) <->I(< 一 引入 ) > M A 一 >B 和 B 一 >A 可 推出 A 
<>B。 也 就 是 反映 了 既 充分 又 必要 的 条 件 是 充分 必要 条 件 。 

(8 ) <E (< 一 > 消去 ) 。 从 A< 一 >B 和 A 可 推出 B， 或 者 
可 推出 A 一 >B; 从 A< 一 >B 和 B 可 推出 A， 或 者 可 推出 B 一 >A。 


-Hee 


也 就 是 说 充分 必要 条 件 是 既 充 分 又 必要 的 条 件 。 

(9 ) 一 ( 非 ) 。 从 随后 的 假设 下 由 一 A 到 一 B 及 B 可 推出 A。 
或 者 说 ， 在 再 作假 设 一 A 下 ， 如 能 得 出 B 及 一 B， 那 么 在 前 一 假设 
下 就 能 得 出 A。 这 实际 上 反映 的 是 演绎 推理 中 的 反 证 法 。 如 果 作 
出 原 命题 的 否定 的 假设 能 推出 矛盾 的 话 ， 那 么 就 能 肯定 原 命题 。 

FPC 系统 的 一 个 证 明 就 是 依 上 述 规则 构造 起 来 的 一 系 列 公 
式 。 如 果 一 个 证 明 终 止 于 某 个 假设 下 ， 则 称 该 证 明 为 假设 性 证 明 
( 即 在 每 个 假设 下 并 未 都 用 了 一 规则 或 一 > 规则 ) 。 如 果 一 个 证 . 
明 不 是 终止 在 某 个 假设 下 ( 必 在 每 个 假设 下 都 用 了 一 规则 或 一 > 
规则 ) ， 则 称 该 证 明 为 非 假 设 性 证 明 。 当 公式 A 是 某 个 非 假设 性 
证 明 的 最 后 一 步 时 ， 则 称 A 是 ( 形式 ) 可 证 的 公式 ,或 称 A 是 FPC- 
的 定理 ， 并 称 该 证 明 为 A 的 一 个 〈 形式 ) 证 明 。 

一 个 证 明 中 的 每 个 假设 下 的 一 系列 公式 ( 包括 假设 ) 称 为 该 
证 明 的 一 个 子 证 明 。 每 个 子 证 明 都 有 一 围 一 坚 标 出 ( 即 9 ) El 
的 右边 是 该 子 证 明 的 假设 ， 竖 线 划 到 该 子 证 明 的 最 后 一 个 公式 的 
左边 。 表 示 整 个 非 假设 性 证 明 的 那个 图 上 为 空 ( 没有 公式 ) P. 
志 无 假设 。 每 个 子 证 明 的 标志 了 分 别 依次 右 移 ， 作 出 几 个 可 能 的 
假设 时 ， 这 些 假 设 下 的 子 证 明 排 在 一 列 。 

例 1. 证 明 (p 一 >q ) 人 p 一 >q 


© O 〈p 一 >d) AP (Hyp) 

© p 一 ->q (OAE) 

@ p (DAE) 

@ q (@,@—E) 
@(p—*4))Ap—_4 CO,@—) HEE) 
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@ Op CHyp) 
p { Hyp) 
P (Hyp) 
= P CReit 
p ( @Rep ) 
(C @,@—) 
< OReit } 
一 — P (@,O-) 
pp 一、 C@,@—> I) GEE) 
《五 ) P 和 了 "系统 . 
我 们 将 P 读 作 “ 空 心 P”, 将 P “te “空心 P 花 ”。 这 两 个 系 
硫 都 是 命题 演算 的 自然 推理 系统 。 它 们 的 初始 符号 ， 形 成 规则 等 
缚 其 他 系统 很 相近 ( 只 不 过 它 的 联结 词 只 包括 站 和 一 > ) ， 在 此 
不 再 介绍 。 这 里 只 讲 它们 的 推理 规则 。 
P 系统 的 推理 规则 有 五 条 : 
1、 肯 定 前 提 律 (E ) 

Al，A:，…， An bA; (i=1, 2, =, n) 
AERE ER AERE: A E R EE 前 提 中 的 
每 个 命题 就 被 肯定 了 。 因 此 ， 前 提 中 的 每 一 个 命题 都 可 以 作为 结 
. 论 由 整个 前 提 推 出 。 

2. 传递 律 (r) 

mR HAHA (TEHA, AHA), WACHA, 
演绎 推理 的 传递 律 T) 表明 ， 如 果 由 一 定 的 前 提 可 以 推出 一 
命题 ， 由 这 些 命题 又 可 以 推出 某 个 命题 ， 那 么 ， 由 原来 的 前 提 可 
以 推出 这 个 命题 。 当 A 是 空 序列 时 ，《〈T ) 就 是 说 ， 如 果菜 一 个 
命题 是 不 要 前 提 就 能 推出 的 ( 相当 于 中 HA ) ， 那 么 ， 由 任何 前 
- 提 都 能 推出 它 ( 相当 于 任何 [，IHFA)。 这 是 (T) 的 特殊 情 
Vlo 
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3。 反 证 律 ( 一 ) 
WRT, AHB, —B (ET, —AF-B, 
T, àA=B), 
那么 PFA。 
福 绎 推理 的 反 证 律 ( 一 ) 表明 ， 如 果 在 一 定 的 前 提 下 ， 再 假设 A 
不 成 立 ( 即 “ 非 A” 是 真 的 ， 相 当 于 一 A ) ， 就 能 推出 互相 矛盾 
的 命题 ( 相当 于 T， 一 AFB， 一 B ) ， 那 么 ， 由 原来 的 前 提 就 能 
推出 A 成 立 ( 相当 于 FFA ) 。 
4. 蕴涵 消去 律 ( 一 >- ) 
A—>B, A}B, 
EERE EE HAPA, Mh “AR A 则 B， 现 A”， 可 
以 推出 “B”。 
5. 蕴涵 引入 律 (一 >+ ) 
WRT, AHB, HTHA—B, 
它 反映 演绎 推理 中 这 样 的 规律 。 如 果 在 一 定 的 条 件 下 ， 再 假设 
A 是 真 的 就 能 推出 B (HFT, AHB), WA, HA K 的 前 提 
能 推出 “如 果 A 则 B”( 相当 于 TF 上 -A 一 >B ) 。 
P “系统 的 联结 词 包括 : 下，V， 人 和 人 和， 一 >，< 一 >。 它 比 前 述 
P 系统 的 联结 词 ( 一 ， 一 > ) 要 多 三 个 。 它 的 推理 规则 跟 P 系统 
部 分 相同 ， 但 又 增加 六 条 : 
1. 肯定 前 件 律 (E ) 。 
2. 传递 律 (+ ) 。 
3。 反 证 律 (一 ) 。 
4. 蕴涵 消去 律 (一 >_ ) 。 
5。 列 涵 引 入 律 (一 >+ ) 。 
以 上 五 条 推理 规律 与 P 中 相应 的 推理 规则 有 相同 的 形式 、 名 
称 和 符号 。 但 是 由 于 P "系统 比 P 包括 更 多 的 联结 词 和 合式 公式 ， 
所 以 这 些 推理 规则 各 自 比 在 P 中 包括 更 多 的 内 容 。 现在 仅 以 
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( 一 >- ) 为 例 来 说 明 ， 看 看 其 间 的 区 别 : 
在 P 和 P “中 都 有 这 样 的 形式 : 
A—>B, A|-B。 
这 种 形式 在 P 中 可 以 有 : p 一 > (gq 一 >+ ) pH ( q——t ) ) 。 但 
是 在 P “中 不 仅 有 这 一 情况 ， 而 且 还 有 如 下 的 情 况 : p— (q V 
r), p (qVr); p— (qAr), pH (IAr), Fo 
6. 合 取消 去 律 ( 八 - ) 。 
AANABHA; AN 人 BHB。 
7. 合 取 引 入 律 ( A+ ) 。 
A, BAAB, 
8. 析 取 消去 律 ( V- ) 。 
如 果 AFC，BFC， 则 AVBHFC。 
9. 析 取 引入 律 ( V+ ) 。 : 
AFAVB; AHBVA。 
10. 等 值 消去 律 ( < 一 >- ) 。 
A<— B, A-B; A<«—B, BHA., 
11. 等 值 引 入 律 ( < 一 >+ ) 
如 果 F，AHFB，F，BHFA， 
”那么 PFA< 一 >B。 
由 以 上 介绍 可 以 看 出 , P 系统 中 只 包 有 一 ,一 -> 两 个 联结 词 ， 
而 P "系统 中 却 包 含有 一 ，V， 八 ， 一 >，<-> 五 个 联结 词 ， 因 
此 已 是 P "的 子 系统 ,就 是 说 ,P 的 符号 和 形成 规则 在 P“ 中 都 是 有 
的 ,所 以 凡是 P 系统 中 的 合式 公式 都 包含 在 P "的 合式 公式 之 中 
P 的 形式 推理 规则 在 P "中 也 都 是 有 的 , 的 形式 推理 关于 都 包含 
在 P "的 形式 推理 关系 之 中 。 另 一 方面 ， 虽 然 P 了 中 没有 V， 人 ， 
< 一 这 三 个 联结 词 ， 但 是 我 们 可 以 在 中 中 引进 关于 V， 八 ，< 一 > 
的 定义 ,使 得 P “中 的 合式 公式 都 成 为 P 中 的 某 种 合式 公式 的 另 一 
种 写法 ,并 且 能 由 此 证 明 中 “中 的 所 有 形式 推理 规则 在 P 中 都 是 有 
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Ho P “中 的 所 有 形式 推理 关系 ， 在 P 中 也 都 是 有 的 。 所 以 ,也 可 
以 说 ， 产 "也 包含 在 P h, p "也 可 是 了 的 子 系统 。 
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第 三 章 W B @ 


谓词 逻辑 也 称 量词 逻辑 ， 它 是 现代 逻辑 的 基本 组 成 部 分 。 它 
是 把 简单 命题 ( 即 原子 命题 或 基本 命题 ) 剖析 为 主 词 ( 即 个 体 或 
客体 ) 、 谓 词 和 量词 ， 来 研究 命题 内 里 的 形式 结构 、 推 理 规则 的 
逻辑 演算 理论 。 在 我 们 前 面 所 谓 的 命题 逻辑 中 ， 简 单 命题 是 不 可 
分 割 的 最 小 单位 ， 因 而 对 于 必须 区 分 开 主 词 、 谓 词 和 量 记 的 推理 
形式 ， 它 就 不 能 进行 研究 。 这 方面 恰恰 是 谓词 逻辑 要 研 究 的 内 
容 。 谓 词 逻 辑 有 狭义 与 广义 之 分 。 其 主要 区 别 是 ， 狭 义 谓词 逻辑 
中 量词 只 用 于 个 体 变 项 ， 而 广义 谓词 逻辑 中 量词 不 仅 用 于 个 体 变 
项 ， 而 且 也 用 于 命题 变 项 和 谓词 变 项 。 入 们 通常 所 见 到 的 谓词 罗 
辑 ， 主 要 是 狭义 谓词 逻辑 。 


第 一 节 谓词 逻辑 的 基础 理论 


在 基础 理论 部 分 ， 谓 词 逻 辑 将 主要 指出 命题 逻辑 的 不 足 ， 将 
把 在 命题 逻辑 中 被 封闭 为 浑然 整体 的 单个 命题 “打开 ”， 看 其 内 
部 的 成 分 和 结构 ， 以 及 命题 与 命题 联结 起 来 进行 推理 的 规律 。 


一 ”命题 逻辑 的 不 足 
如 果 把 每 个 命题 当 作 不 能 再 分 解 的 整体 ， 那 么 对 于 精确 地 表 
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示 命题 之 间 的 逻辑 关系 ， 前 面 所 讲 的 命题 逻辑 理论 已 经 足够 了 。 
但 是 如 果 顾 及 到 命题 的 实际 内 容 ， 单 党 命题 逻辑 无 论 在 用 符号 的 
表达 上 还 是 在 命题 闻 的 逻辑 推理 上 ， 有 时 就 显得 无 能 为 力 。 
我 们 在 日 常 恩 维 中 有 大 量 的 有 效 推理 ， 单 靠 命题 逻辑 方法 是 
很 难说 明 其 有 效 性 的 。 例 如 ;: 
所 有 的 剧 作家 都 是 文学 家 
曹 遇 是 剧 作家 
所 以 ， 曹 遇 是 文学 家 
这 个 推理 显然 是 有 效 的 三 段 论 推理 ， 但 是 如 果 从 命题 逻辑 的 角度 
看 ， 这 个 推理 的 形式 只 能 被 分 析 为 ; 
p 


FEGT 
问题 在 于 ， 这 种 形式 在 命题 逻辑 中 不 是 一 个 有 效 的 推理 形式 ， 即 
p 八 g 一 > 不 是 .个 重 言 式 。 这 说 明 命 题 逻 辑 不 能 表达 上 述 推理 
的 形式 ， 当 然 更 不 能 证 明 它 的 有 效 性 。 还 例如 
所 有 金属 都 是 导电 体 


所 以 ， 有 些 导 电 体 是 金属 
这 是 换 位 法 直接 推理 的 正确 形式 ， 但 是 如 果 只 用 命题 逻辑 方法 进 
行 分 析 ， 它 的 符号 只 能 表示 为 : 

KT 

即 p 一 >q， 这 由 真 值 表 可 知 它 不 是 重 言 式 ,所 以 不 是 有 效 推 理 。 
可 见 命 题 逻辑 也 不 能 反映 换 位 法 直接 推理 。 但 是 这 些 推理 的 正确 
性 决定 于 命题 当中 各 个 词 项 之 间 的 联系 ， 以 命题 为 起 本 组 成 单位 
的 命题 逻辑 不 能 反映 这 些 推理 的 正确 性 ， 因 此 要 引进 谓词 逻辑 。 

谓词 逻辑 要 对 简单 命题 加 以 分 析 ， 分 别 其 主 词 和 谓词 ， 分 别 
其 量词 的 全 称 和 特 称 ( 即 “ 存 在 ” ) ， 分 别 其 一 般 和 个 别 ， 总 结 
出 它们 的 形式 结构 ， 然 后 研究 这 些 形式 结构 的 逻辑 性 质 ， 以 及 形 
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式 结构 间 的 逻辑 关系 ， 从 而 导出 相应 的 逻辑 规律 ， 这 就 构成 了 谓 
词 罗 辑 的 基本 内 容 。 传 统 形式 逻辑 中 的 假 言 推理 、 选 言 推 理 、 联 
言 推理 、 二 难 推理 以 及 有 些 关系 推 理 和 三 段 论 ， 一 般 都 可 以 用 命 
题 逻辑 方法 处 理 。 谓 词 逻 辑 包 括 命题 逻辑 ， 当 然 也 能 处 理 上 述 推 
理 。 但 是 谓词 逻辑 还 要 研究 其 他 有 关 性 质 命题 的 推 理 ， 如 换 质 
法 、 换 位 法 、 换 质 位 法 等 直接 推理 以 及 直言 三 段 论 和 关系 推理 等 。 

我 们 可 以 说 ， 古 希腊 逻辑 大 师 亚 里 士 多 德 早 就 开始 研究 谓词 
逻辑 了 。 亚 氏 把 三 段 论 分 为 完善 的 和 不 完善 的 ， 他 认为 第 一 格 的 
四 个 式 是 完善 的 三 段 论 ， 因 为 它们 所 表现 的 事物 的 联系 是 显 而 易 
见 的 。 至 于 第 二 、 三 格 的 各 式 则 为 不 完善 的 三 段 论 。 在 第 一 格 
中 ， 尤 以 前 两 个 式 AAA 和 EAE 特 别 重要 ， 在 整个 亚 氏 三 段 论 中 
起 着 公理 的 作用 。 这 里 可 以 看 出 亚 氏 三 段 论 体系 实际 上 已 经 是 一 
个 初级 的 演绎 系统 ， 已 经 显示 了 公理 化 的 倾向 。 后 来 ， 斯 多 蕊 学 
派 和 中 世纪 逻辑 学 家 ， 分 别 对 谓词 逻辑 的 研究 作出 过 一 些 贡 献 ， 
但 是 比 起 他 们 在 命题 届 辑 方面 的 成 就 要 相差 较 远 。 直 到 十 九 世纪 
末 ， 弗 雷 格 才 第 一 个 建立 起 初步 自足 的 谓词 逻辑 公理 系统 即 谓词 
演算 。 后 来 ， 罗 素 和 怀特 海 又 在 《 数学 原理 > ?中 提出 了 一 个 完全 
的 谓词 演算 系统 。 


= 个 体 词 、 谓 词 和 量词 

我 们 只 要 “打开 ”命题 的 内 部 结构 ， 就 会 发 现 命 是 一般 都 有 
主 词 和 谓词 。 大 致 地 说 ， 主 词 表达 命题 所 断定 的 事物 ， 它 就 是 我 
们 通常 所 说 的 个 体 词 ， 谓 词 表 达 主 词 所 具有 的 属性 ， 这 种 属性 既 
包括 事物 的 性 质 又 包括 事物 间 的 关系 。 下 面 的 命 是 中 有 圆 点 的 是 
主 词 ， 没 有 圆 点 的 是 谓词 。 

牛顿 是 科学 家 。 

2 是 个 数 。 

2<3。 
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不 能 被 整除 的 数 不 是 偶数 。 

长 白山 位 于 中 国 和 朝鲜 之 间 。 

(二 ) 关于 个 体 词 个 体 是 个 极 广泛 的 概念 ， 它 是 指 客观 存 
在 的 个 体 ， 包 括 有 形 的 自然 实体 ( 如 牛顿 、 长 白山 ) 和 无 形 的 抽 
象 客体 ( 如 1，2，3 等 自然 数 ) 。 这 些 广泛 的 一 个 个 事物 统 称 为 
个 体 。 表 示 个 体 的 语词 称 作 “ 个 体 词 ”。 在 日 常 语言 中 ， 个 体 词 
一 般 包 括 专 有 名 词 ， 人 称 代词 、 指 示 代 词 和 名 词 词 组 ， 如 “ 牛 
顿 ?”》、“ 长 白山 ”等 是 专 有 名 词 ，“ 我 ”、“ 这 个 ”是 人 称 代词 
和 指示 代词 ，“ 不 能 被 2 整除 的 数 ” 是 名 词 词组 。 

在 逻辑 中 可 以 用 符号 代表 个 体 词 。 其 符号 又 可 分 为 个 体 变 
项 、 个 体 常 项 和 摹 状 词 。 个 体 变 项 表示 不 确定 的 个 体 ， 一 般 记 
为 : 

X, y, Z, Xi, Yis Zi> *% 
个 体 常 项 代表 专 有 名 词 ， 一 般 用 小 写 拉丁 字母 : 
a, b, c, d, == 

摹 状 词 比较 复杂 ， 我 们 放 在 后 面 介绍 。 

由 一 些 ( 有 限 多 的 或 无 穷 多 的 ) 个 体 所 组 成 的 集 称 为 一 个 个 
体 域 。 其 中 每 个 个 体 的 性 质 没 有 限制 ， 可 以 是 各 种 各 样 的 。 

(二 ) 关于 谓词 ”谓词 是 表示 一 个 个 体 的 性 质 和 两 个 或 两 个 
以 上 个 体 间 关系 的 词 。 表 示 一 个 个 体 性 质 的 词 称 为 一 元 谓词 ， 用 
带 有 一 个 空位 的 函 词 符号 表示 。 例 如 有 一 个 空位 的 函 词 符号 F( > 
表示 一 元 谓词 。 表 示 n 个 ( n>2 ) 个 体 关系 的 词 称 为 n 元 谓 HJ, 
用 带 有 个 空位 的 函 词 符号 表示 。 例 如 有 两 个 空位 的 函 词 符号 
H (, ) 表示 二 元 谓词 。 如 果 在 空位 处 填 人 个 体 , 则 记得 的 式 子 
称 为 该 谓 词 的 填 式 。 如 果 在 各 空位 处 填 以 不 同 的 个 体 变 项 ， 所 得 
的 填 式 称 为 该 谓词 的 命名 式 。 例 如 ， 在 “3 是 一 个 奇数 ”中 的 
“… 是 一 个 奇数 ”是 一 元 谓词 ， 若 用 F ( ) 来 表示 这 个 谓词 ， 
AIF ( 3 ) 是 该 谓词 的 填 式 ， 表 示 “3 是 一 个 奇数 ”。F( x) 是 该 
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谓词 的 命名 式 ， 表 示 “x 是 一 个 奇数 ”。 又 如 ， 在 “天 津 的 市 容 
和 上 海 的 很 相似 > 中 ，“… 和 … 相 似 > 就 是 二 元 谓词 , 车 用 
H(, ) 表示 这 个 谓词 ， 则 也 ( 天 津 的 市 容 ， 上 海 的 市 容 ) 就 是 
该 谓词 的 渡 式 ， 表 示 “ 天 津 的 市 容 和 上 海 的 很 相似 ”。HCx,y ) 
是 该 谓词 的 命名 式 ， 表 示 “x 和 y 相 似 ”。 
代表 谓词 的 符号 是 谓词 变 元 (也 简称 谓词 或 谓词 符号 ) ， 一 
般 用 大 写 拉丁 字母 表示 ， 
F, G, H; R, F,, * 
于 是 ， 比 如 一 元 谓词 可 表示 为 F ( x ) ， 二 元 谓词 可 表示 为 F(x， 
y) 或 xFy， 三 元 谓词 可 表示 为 FE ( x，y，z ) ，n 元 谓词 可 表示 
为 F(x，y，z，xi，…，n ) 。 
( 三 ) 关于 量词 量词 就 是 表示 数量 的 词 。 量 词 分 为 两 种 : 
一 种 是 全 称 量词 ， 如 “每 一 个 ”、“ 所 有 ”、“ 凡 ”等 ， 它 们 指 
称 某 个 体 域 中 的 任何 个 体 或 一 定 范围 内 的 所 有 个 体 ， 另 一 种 是 存 
在 量词 ， 如 “有些”、“ 有 ”， 它 们 指称 某 个 体 域 中 的 部 分 个 
体 。 含 有 全 称 量词 的 命题 是 全 称 命题 ， 含 有 存在 量词 的 命题 是 存 
在 命题 。 这 在 传统 形式 逻辑 中 讲 过 ， 但 一 般 的 都 没有 完全 展开 。 
1. 全 称 量词 ”我们 先 看 几 个 例子 
一 切 生物 都 是 进化 的 ; 
任何 金属 都 是 导电 体 
所 有 商品 都 是 劳动 生产 品 ; 
凡 能 被 2 整除 的 数 都 是 侦 数 ; 
太阳 系 的 每 一 个 行星 都 是 围绕 太阳 运行 的 。 
上 面 五 个 命题 虽然 内 容 各 不 相同 ， 语 言 形 式 也 不 完全 一 样 ， 但 是 
仅 就 思维 形式 方面 来 看 ， 它 们 仍 有 共同 之 处 。 它 们 都 用 “所 有 … 
Mie” 或 说 “所 有 S 都 是 P” ) 这 样 的 形式 来 反映 事物 的 情 
况 。 我 们 说 ， 任 何 命题 形式 总 是 由 逻辑 常 项 和 逻辑 变 项 所 组 成 。 
在 上 述 命题 形式 中 ，“ 所 有 ”和 “是 ”都 是 逻辑 常 项 。 “所有” 
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叫 作 全 称 量 项 ， 它 的 含义 就 是 “ 任 何 ”、“ 一 D)”. “R”, 
“每 一 个 ”、“ 所 有 ?等 语词 的 共同 的 含义 。“ 是 ” 叫 作 肯 定 系 
Üo “e” ( 或 “S” 和 “P” ) 都 是 变 项 ， 它 们 的 变 域 都 是 普 
遍 概 念 ， 而 不 是 单独 概念 。 因 此 ， 我 们 可 以 称 之 为 普遍 概念 变 
项 ， 简 称 为 概念 变 项 。 具 体 命题 中 紧 跟 着 “所 有 ? 的 那个 普遍 概 
念 ， 叫 作 该 命题 的 主 项 ， 紧 跟着 “是 ”的 那个 普遍 概念 ， 叫 作 该 
命题 的 谓 项 。 
在 日 常 语 言 中 ， 全 称 量 词 的 表达 方式 是 多 种 多 样 的 ， 比 如 ， 
心理 过 程 为 任何 高 等 动物 所 具有 。 ( 任何 ) 
凡是 商品 都 是 为 交换 而 生产 的 。 ( 凡是 》 
一 周 有 七 天 。( 一 ) 
个 个 正方 形 都 是 四 边 相等 的 。( 个 个 ) 
家 家 户 户 门口 都 挂 着 国旗 。 ( 家 家 户 户 ) 
一 切 的 一 切 都 是 新 的 。 ( 一 切 的 一 切 ) 
是 门 都 打开 了 。 (È) 
在 现代 逻辑 中 ， 对 全 称 命题 形式 比如 “所 有 S 都 是 P” 进 行 
了 完全 符号 化 处 理 。 比 如 命题 “所 有 商品 都 是 劳动 生产 品 ”， 其 
中 “所 有 ?是 全 称 量词 。 这 个 命题 等 于 说 : “对 于 一 切 事 物 而 
言 ， 如 果 它 是 商品 ， 那 么 它 就 是 劳动 生产 品 。” 人 们 一 般 用 v, 
或 者 (x ) 形式 表示 全 称 量词 ， 其 意思 相当 于 “对 于 一 切 事 物 而 
言 "。 上 面 的 命题 就 可 记 作 :(x)?(x 是 商品 一 >x 是 劳动 生产 品 ) 。 
2. 存 在 量词 ”我们 如 果 对 全 称 命题 进行 否定 , 那 会 出 现 怎 样 
情况 呢 ? 比如 ，“ 并 非 任何 金属 是 固体 ”的 意思 就 是 “有 人 金属 不 
是 固体 ”; “并 非凡 金属 都 不 是 固体 ”的 意思 就 是 “有 金属 是 固 
体 ”。 由 此 可 见 ，“ 并 非 所 有 S 是 P” 等 值 于 “有 S 不 是 P”; 而 
“并 非 所 有 5S 不 是 P” 等 值 于 “有 S 是 P”。 在 这 里 , 与 《并非 所 
有 ”相当 的 “有 ”是 什么 含义 呢 ? 它 的 含义 只 能 是 “至 少 有 一 
D? o A” (RE AH” ) 就 称 作 符 称 量词 或 特 称 量 项 ， 或 
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存在 量词 ， 它 是 一 种 罗 辑 常 项 。 人 们 一 般 用 “有 S 是 P” 表示 f 
在 肯定 命题 ， 用 “有 S 不 是 P” 表 示 存 在 否定 命题 。 全 称 和 存在. 
的 区 别 就 是 命题 的 量 的 区 别 。 

对 于 存在 量词 ， 我 们 必须 理解 其 “至 少 有 一 个 ”或 “至 少 存 
在 着 一 个 ”的 要 点 。 比 如 在 日 常生 活 中 可 能 有 这 样 的 对 话 。 某 
甲 ，“ 你 们 厂 有 没有 工程 师 是 工人 出 身 的 ? ” 某 乙 回答 :“ 有 。” 
我 们 必须 理解 ， 这 个 “有 ” 字 就 表达 了 “我 们 厂 有 工程 师 是 工人 
出 身 的 ”这 个 命题 。 从 甲 、 乙 两 人 的 对 话 来 看 ， 某 厂 工程 师 中 只 
要 有 一 个 人 是 工人 出 身 的 ， 乙 的 回答 就 是 真 的 。 某 厂 工程 师 中 有 
些 是 工人 出 身 的， 而 有 些 又 不 是 ， 乙 的 回答 依然 是 真 的 。 某 厂 工 
程 师 全 都 是 工人 出 身 的 ， 乙 的 回答 也 还 是 真 的 。“ 有 ”所 反映 的 
数量 是 不 确定 的 ， 少 到 只 有 一 个 ， 多 到 全 体 ， 都 可 适应 。 但 “有 ” 
也 有 很 确定 的 一 面 ， 即 反映 了 的 确 至 少 存在 着 一 个 ， 或 者 说 不 是 
没有 。“ 有 S 是 P” 反 映 了 至 少 存在 着 一 个 东西 ， 它 既是 S 又 是 P。. 
“有 S 不 是 P” 反映 了 至 少 有 一 个 东西 ， 它 是 S 而 不 Æ P. “H” 
的 含义 是 “至 少 有 一 个 ”， 或 “至 少 存在 着 一 个 ”。 因 此 ， 存 在 
命题 反映 了 存在 着 某 事物 情况 。 由 于 这 个 原因 ， 特 称 命题 也 称 作 
存在 命题 ， 特 称 量词 也 称 作 存在 量词 。 

在 现代 逻辑 中 ， 对 特 称 命题 形式 比如 “有 S 是 P” 进 行 了 完 
全 符号 化 处 理 。 比 如 命题 “有 的 天 体 是 不 发 光 的 ”， 其 中 “有 
的 ”是 特 称 量词 。 这 个 命题 等 于 说 ，“ 至 少 存在 一 个 事物 ， 它 是 
天 体 并 且 是 发 光 的 。” 人 们 一 般 用 Hx 形式 表示 特 称 量 词 ， 其 意 
思 相 当 于 “至 少 存在 一 个 事物 ”。 上 面 的 命题 就 可 : 记 fE: Ca,) 
( x 是 天 体 八 Xx 是 发 光 的 ) 。 

(四 )A、EE、I、O 的 形式 化 ”由 于 引入 了 个 体 词 、 谓 词 和 
量词 ， 传 统 形式 逻辑 的 性 质 命 题 A、E、I、O 在 谓词 逻辑 里 就 可 
以 进行 形式 化 。 

1， 全 称 肯 定 命题 A 传统 形式 逻辑 表示 为 ， 
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SAP: 所 有 S 都 是 P。 
BETH: 对 于 所 有 x 而 言 ， 如 果 x 是 Ss， 那 么 x 是 P。 用 符号 表 
示 为 : 

(x) (S. —P<.. ) 
这 里 还 需要 具体 说 明 。 例 如 命题 “凡事 物 都 是 发 展 的 ”。 如 果 
用 x 表示 其 中 的 个 体 词 ,用 F 表示 其 中 的 谓词 ， 那 么 此 命题 就 可 表 
示 为 : 

(x)F.o 
CRE: “对 于 所 有 x 而 言 ，x 都 是 发 展 的 。” 这 和 原 命 题 的 意 
义 相 一 致 ， 所 以 这 种 翻译 是 允许 的 。 但 是 换个 命题 ， 例 如 “ 凡 自 
然 数 都 大 于 零 ”， 其 翻译 就 比较 复杂 ， 它 不 能 写成 (xX )〈 x 大 于 
零 ) ， 因 为 这 是 说 “对 于 所 有 x 而 言 ，X 大 于 零 ”。 而 x 是 个 体 变 
项 ， 它 泛 指 一 切 个 体 事物 ， 那 么 上 面 的 意思 就 成 了 一 切 个 体 事物 
( 如 桌子 、 椅 子 等 ) 都 大 于 零 了 ， 这 是 很 难 讲 通 的 ， 这 和 原 命 题 
意思 不 符 。 所 以 原 命题 应 该 译 成 一 个 蕴涵 式 : 

(x) ( Xx 是 自然 数 一 >x 大 于 零 ) 
它 读 作 ，“ 对 于 所 有 x 而 言 ， 如 果 x 是 自然 数 则 x 大 于 零 。” 这 
和 原 命题 的 意思 相符 。 我 们 如 果 用 F 和 G 分 别 表示 “是 自然数” 
和 “大 于 零 ”， 那 么 原 命题 的 完全 符号 化 为 

(x) (F,, —G, ) 
这 也 是 全 称 肯定 命题 的 最 一 般 形 式 。 

2. 全 称 否定 命题 E ”传统 形式 逻辑 表示 为 ， 

SEP, 所 有 S 都 不 是 P。 
它 等 于 说 ， 对 于 所 有 x 而 言 ， 如 果 x 是 S， 那 么 x 就 不 是 P。 用 符号 
表示 为 : 

C Sewo 一 > 一 pez ) 
可 以 看 出 ， 全 称 肯 定 和 全 称 否 定 命题 都 是 用 全 称 量词 和 蕴涵 来 表 
示 的 ， 这 种 表达 式 在 现代 逻辑 中 叫 作 形式 蕴涵 。 形 式 蕴涵 对 TS 
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的 存在 问题 无 所 表示 ， 它 既 没 断定 有 S， 也 没 新 定 无 S， 它 只 是 
说 ， 对 于 所 有 x 而 言 ， 如 果 x 是 Ss， 那 么 x 是 ( 或 不 是 ) P。 因 为 ， 
有 些 全 称 命题 的 主 词 所 表示 的 事物 是 不 存在 的 。 例 如 : 一 切 不 受 
外 力 影 响 的 运动 着 的 物体 都 保持 直线 匀速 运动 。 这 个 命题 的 主 词 
“不 受 外 力 影响 的 运动 着 的 物体 ”， 这 种 物体 是 不 存在 的 ， 它 只 
是 一 种 理论 上 的 假设 ， 因 此 只 能 用 形式 蕴涵 给 以 表现 ; 对 于 所 有 
事物 而 言 ， 如 果 它 是 不 受 外 力 影响 的 运动 着 的 物体 ， 那 么 它 就 要 
保持 直线 匀速 运动 。 
当然 ， 也 有 全 称 命题 的 主 词 所 表示 的 事物 是 存在 的 ， 例 如 : 

凡生 命 体 都 能 新 陈 代谢 。 这 个 命题 不 只 说 明 “ 对 于 所 有 x 而 Pr 
如 果 x 是 生命 体 ， 那 么 它 就 能 新 陈 代谢 ”， 而 且说 明 或 者 预 设 着 
确实 有 生命 体 存在 。 不 能 认为 这 类 命题 的 形式 只 是 一 个 形式 区 
涵 ， 它 实际 上 包含 两 个 部 分 ， 一 部 分 是 形式 草 涵 ， 另 一 部 分 是 一 
个 断定 主 词 所 表示 的 事物 存在 的 公式 。 我 们 用 符号 表示 为 ; 

GOSco Aw (S. —P., ) 
对 于 其 主 词 事实 上 存在 的 全 称 否定 命题 ， 它 的 符号 形式 也 是 断定 
主 词 存在 的 公式 加 上 形式 荀 涵 。 只 不 过 ， 形 式 蕴涵 是 全 称 肯定 和 
全 称 否 定 命题 共同 都 有 的 基本 形式 。 

3。 特 称 肯定 命题 1 传统 形式 逻辑 表示 为 : 

SIP, 有 的 S 是 P。 
它 等 于 说 ,存在 着 x*， 它 既是 S 又 是 P。 用 符号 表示 为 : 

(Hx) (Sc AP.o ) 
比如 说 ，“ 有 的 作家 是 工人 。” 它 的 正确 翻译 应 当 Jë: (ax) 
(Fo AG... ) o BRE: “存在 着 x，x 是 作家 并 且 xX 是 工 
人 。? 显然 这 名 话 的 意思 跟 原 命题 相符 。 但 是 如 果 把 它 翻 译 成 形 
式 蕴涵 ， 那 就 要 脱离 了 原 命题 的 意思 。 因 为 在 形式 蕴涵 (szx) 
(F. — G. ) 当中 ， 根 据 重 言 等 值 式 ( p>q) < > (pV 
DFE C) C EG VG eo )， 它 是 说 : “存在 着 x,. 
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或 者 x 不 是 作家 ， 或 者 x 是 工人 。?” 这 跟 原 命题 的 意思 完全 走样 ， 
前 后 不 符 。 所 以 只 能 用 合 取 式 。 
4。 特 称 否定 命题 0 传统 形式 逻辑 表示 为， 
SOP; 有 的 S 不 是 P。 
它 等 于 说 : 存在 着 x， 它 是 S 但 不 是 P。 用 符号 表示 为 
CA) (So 人 一 Pa ) 
对 王 特 称 命题 为 什么 用 合 取 式 的 问题 ， 我 们 也 可 以 通过 欧 拉 
图 解 的 方法 给 予 说 明 。 在 客观 世界 中 ，S 类 与 P 类 之 间 的 关 系 ,可 
能 有 下 面 五 种 : (—) 二) (三 ) 


pn SZ a a 
O O © 


CO 


3 一 1 

我 们 具体 分 析 一 下 ， 在 客观 世界 中 S 类 与 P 类 有 哪 种 关系 bF. Tn 
0 是 真 的 或 假 的 。 f 

SIP 断 定 “ 有 的 S 是 P”， 即 断定 了 S 类 中 有 的 分 子 x( 表 现 
为 个 体 词 ) 同时 是 P 类 的 分 子 ， 即 存在 着 x, 它 既 属 于 S 又 属于 P， 
那 就 只 有 图 1，2，3，4 的 情况 。 但 究竟 S 类 中 有 多 少 分 子 同 时 也 
是 P 类 的 分 子 ，SIP 命 题 是 没有 明确 断定 的 。 因 此 ， 不 论 是 多 到 S 
类 的 全 部 分 子 都 同时 是 P 类 的 分 子 , 或 者 是 少 到 S 类 中 只 有 一 个 分 
子 同 时 是 P 类 的 分 子 ，SIP 都 是 真 的 。 因 此 ， 在 客观 世界 中 ， 当 
S 类 与 P 类 有 图 1，2，3，4 的 关系 时 ， SPRER RAS% 
与 P 类 有 图 5 的 关系 时 ，SIP 才 是 假 的 。 
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SOP 断 定 “ 有 的 S 不 是 P”， 即 断定 了 S 类 中 有 的 分 子 x( 表 
现 为 个 体 词 ) 同时 不 是 P 类 的 分 子 ， 即 存在 着 x*， 它 虽然 属于 S 但 
却 不 属于 P， 那 就 只 有 图 3，4，5 的 情况 。 但 究 竞 S$ 类 中 有 多 少 分 
子 不 是 P 类 的 分 子 ，SOP 命 题 是 没有 明确 断定 的 。 因 此 ， 不 论 是 
多 到 S 类 中 的 全 部 分 子 都 不 是 P 类 的 分 子 ， 或 者 少 到 5 类 中 只 有 一 
个 分 子 不 是 P 类 的 分 子 ，SOP 都 是 真 的 。 因 此 ， 在 客观 世界 中 ， 
当 S 类 与 P 类 有 图 3，4，5 的 关系 时 ，SOP 都 是 真 的 ， 只 有 当 S 类 
与 P 类 有 图 1，2 的 关系 时 ，SOP 才 是 假 的 。 


三 ”谓词 公式 
. (一 ) 定义 问题 ”用 个 体 词 、 谓 词 和 量词 等 符号 把 命题 完全 
符号 化 后 得 到 的 式 子 就 是 谓词 公式 。 谓 词 公式 的 形式 定义 是 : 


1. 个 体 词 为 项 ， 如 果 f 为 n 元 演算 子 ，ai，…，as 为 项 ， 则 
ho "o aa AD ( 在 二 元 情况 下 ，a1fas 也 为 项 ); 如 果 F 为 n 元 
谓词 ，a1，*…，a, 为 项 ， 则 Fa,，…，a, 为 原子 公式 (在 二 元 情 


况 下 ，a1Fas 也 为 原子 公式 ) ; 原子 公式 为 公式 。 

2. 如 果 A 是 公式 ， 那 么 一 A 是 公式 。 

3。 如 果 A 和 B 是 公式 , 那么 (ANB )、(AVB )、(A~B)、 
(A< 一 >B ) 都 是 公式 。 f 

4. 如 果 A 是 一 公式 并 且 A 是 一 个 体 变 项 ， 则 (A ) ARC 
A 是 公式 。 

5。 只 有 以 上 情况 才 是 公式 。 

从 这 种 形式 定义 可 以 看 出 , 例如 Fo，(x+y)Go， 
x= y 等 都 是 原子 公式 ， 因 为 它们 符合 定义 1 的 规定 。 而 (x)，F， 
x 等 单独 的 量词 、 谓 词 和 个 体 词 都 不 是 公式 。 当 然 ， 由 于 谓 A 
辑 是 命题 逻辑 的 继续 ， 因 而 所 有 的 命题 公式 都 是 谓词 逻辑 的 公 
式 。 此 外 ， 公 式 的 配置 次 序 也 和 命题 逻辑 的 有 关 规定 相同 。 

( 二 ) 辖 域 问题 ”量词 的 辖 域 是 量词 所 约束 的 范围 。 在 量词 
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的 辖 域 里 ， 一 切 和 量词 里 的 变 项 相同 的 变 项 都 被 此 量词 所 约束 。 
如 果 量 词 后 面 有 括号 ， 则 括号 内 的 公式 为 此 量词 的 辖 域 。 如 果 量 
词 后 无 括号 ， 则 量词 后 最 短 的 公式 为 此 量词 的 辖 域 。 例 如 : 

1. “uka au A 其 中 的 x 是 


被 约束 的 ， 称 为 约束 变 项 ， 其 中 的 ?是 不 被 约束 的 ， 称 为 自由 
变 项 。 
2, ame p "| 整个 (y)Hez 都 是 (qzx) 的 辖 域 而 


H op RAE Cy) 的 辖 域 。 其 中 的 x 和 y 都 是 约束 变 项 。 

3. (x) ( F w —>(Hy) E asp AG ? )， 整 个 (Fe 
| 
(Hy) (Ho AG o )) 都 是 (x) 的 辖 域 ， 尽 管 G p 中 没有 X， 
它 也 是 在 (Xx) 的 辖 域 之 内 。 只 有 (也 co 人 AG co，) FÈ Ca, ) 的 
辖 域 。(9,) 的 辖 域 包 含 于 (x) 的 辖 域 之 中 。 

4. (d. Fo ACE) G œ , 它 并 不 同 于 (392O(F w AG w), 

[| Ez (| 


这 两 个 公式 中 的 辖 域 范围 是 不 一 样 的 。 前 者 分 别 在 两 处 ， 后 者 
为 整个 公式 。 我 们 如 果 举 例 说 明 的 话 ， 比 如 “至 少 有 一 偶数 ， 
并 且 至 少 有 一 素数 ”就 可 用 前 面 公式 表示 ， 而 “至 少 有 一 偶数 是 
素数 ” 则 可 用 后 面 公式 表示 。 

跟 辖 域 问题 相 联 系 的 是 重 选 量词 问题 。 对 于 一 元 谓词 ， 我 们 
只 能 引用 一 次 量词 ， 或 者 是 全 称 的 或 者 是 特 称 的， 而 不 能 引用 两 . 
次 或 更 多 次 。 相 对 于 一 个 多 元 谓词 ， 例 如 二 元 谓词 H (x, p 则 可 以 
.连续 两 次 分 别 引用 量词 〈 全 称 和 特 称 ) ， 因 此 在 前 面 的 量词 中 出 
. 现 了 (x)(yY)，(x)(3ay)，(3dxz)()，(3x)(C3y) 这 样 四 种 情况 。 

重 选 量词 经 常 出 现在 较为 复杂 的 命 古 里， 例如 “一切 固 体 
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都 可 以 被 某 些 液体 所 溶解 ” 用 符号 来 表示 就 是 (x) ( Ej 体 (X) 一 
CID (液体 (7) 人 7 溶解 xz) ) ， 完 全 形式 化 则 为 (x) ( P o — 
(a3 (Q 人 Re p 7)7。 又 如 4 一 切 自然 数 都 有 一 个 大 于 它 
的 自然 数 ”， 用 符号 来 表示 就 是 (x) (自然数 (x)->(9,)( 自 
然 数 (y) 人 y>x))， 完 全 形式 化 则 为 (x) P wo >E) (Qer A 
Reoy))。 

(三 ) 永 真 问题 在 命题 逻辑 中 我 们 讲 到 重 言 式 ， 重 言 式 包 
括 了 人 们 思维 中 常用 的 全 部 复合 命题 的 推理 形式 。 重 言 式 的 特征 
在 于 ， 不 论 其 中 的 变 项 取 什 么 值 ， 结 果 整 个 公式 的 值 总 是 真 的 。 
谓词 逻辑 的 公式 中 ， 也 有 一 部 分 公式 具有 永 真 的 性 质 。 命 题 逻辑 
中 的 重 言 式 是 谓词 逻辑 中 的 这 些 具有 永 真性 质 的 公式 的 一 部 分 。 
谓词 逻辑 的 公式 ， 除 了 其 中 只 出 现 命题 变 项 的 那 一 部 分 外 ， 不 是 
真 值 形式 ， 因 此 我 们 不 把 谓词 逻辑 中 具有 永 真性 质 的 公式 称 作 重 
言 式 ， 而 称 它 们 为 永 真 公式 ， 或 称 普遍 有 效 的 公式 。 在 谓词 逻辑 
的 公式 中 ， 除 了 永 真 公式 外 ， 还 有 两 类 公式 ， 一 类 称 为 可 满足 
的 ， 一 类 称 为 不 可 满足 的 。 

1， 永 真 公式 ”谓词 逻辑 中 的 一 个 公式 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 
用 任 一 命题 代入 其 中 的 命题 变 项 ， 用 任 一 个 体 词 代 入 其 中 的 个 体 
变 项 ， 以 及 用 任 一 谓词 代入 其 中 的 谓词 变 项 ; 其 结果 总 是 真 的 。 我 
们 也 说 永 真 公式 是 在 一 切 个 体 域 中 都 真 的 公式 。 除 了 全 部 重 言 式 
是 永 真 公式 外 ， 下 面 的 公式 也 都 是 永 真 公 式 (当然 这 只 是 举例 ): 

(1)Fw> (Go >Fo) 它 是 由 重 言 式 p 一 (qd>p)》 
得 来 的 。 

《2 ) (X) (Feo V Feo) 它 是 说 ， 对 于 一 切 事物 而 言 ， 
一 事物 具有 F 性 质 或 者 不 具有 F 性 质 。 

《3 ) 一 (qz) (Fo ATF”) 它 是 说 ,不 存在 一 个 事 
物 ， 它 聊 有 F 性 质 又 没有 FE 性质。 我们 看 到 ， 不 论 F 是 什么 性 质 ， 
或 者 说 不 论 F 取 什么 值 ， 公 式 (22 和 (3) 总 是 真 的 。 
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《4) (X)F ww >F 它 是 说 ， 如 果 一 切 事物 有 性 质 F， 那 
么 某 一 事物 就 有 性 质 F。 不 论 E 和 y 取 什么 值 ， 上 述 命题 总 是 真 
的 ， 因 此 公式 (4) 是 永 真 公式 。 

(5) (Ax) (Feo AG w ) >F w 人 (Hx) Go 这 是 
一 个 推理 形式 ， 它 是 说 ， 如 果 有 一 事物 既 有 性 质 F 又 有 性 质 G， 
那么 就 有 一 事物 有 性 质 F 并 且 有 一 事物 有 性 质 G。 或 者 说 ， 从 前 提 
“有 一 事物 既 有 性 质 F 又 有 性 质 G”， 可 以 推出 “有 一 事 物 有 性 
质 F 并 且 有 一 事物 有 性 质 G” 的 结论 。 

以 上 公式 的 永 真性 在 直观 上 都 是 很 明显 的 。 

2. 可 满足 公式 ”谓词 逻辑 中 的 一 个 公式 是 可 满足 的 ， 当 H. 
仅 当 至 少 有 一 组 命题 、 个 体 词 和 谓词 ， 将 它们 代入 这 公式 中 的 相 
应 的 变 项 之 后 ， 其 结果 是 真 的 。 或 者 说 ， 存 在 一 个 个 体 域 ， 在 这 
个 个 体 域 中 ， 这 个 公式 是 可 满足 的 ， 即 用 关于 这 个 个 体 域 的 命 
题 、 个 体 和 谓词 代入 这 公式 的 相应 的 变 项 后 ， 其 结果 是 真 的 。 例 
如 : 

(1)pVq 它 明显 地 不 是 永 真 的 重 言 式 , 但 是 只 要 代入 p 和 
q 的 命题 有 一 个 或 两 个 都 是 真 的， 结果 便 是 真 的 。 例 如 “任何 
自然 数 都 能 被 2 整除 ， 或 者 ， 有 的 自然 数 能 够 被 2 整除 。” 这 就 是 
真 命题 。 但 是 有 时 候 也 会 出 现 假 命题 ， 例 如 : “任何 自然 数 都 能 
被 2 整除 ， 或 者 ,任何 自然 数 都 不 能 被 2 整除 。? 

(2 ) Fo 此 公式 不 是 永 真 的 ， 因为 不 是 用 任何 38 W 
对 F 作 代入 后 其 结果 都 是 真 的 ， 例 如 用 “虚幻 的 ” 代 人 谓 词 F， 
所 得 “一 切 事物 都 是 虚幻 的 ”就 是 假 命题 。 但 至 少 有 一 个 谓词 即 
“发 展 变化 的 ”， 将 它 代 入 其 中 的 F， 得 到 命题 “一 切 事物 都 是 
发 展 变化 的 ”; 这 个 命题 就 是 真 的 。 所 以 原 谓词 公式 是 可 满足 
的 。 

(3) (IDF w NADF o 此 公式 在 有 两 个 不 同 个 体 
的 全 体 域 中 就 是 可 满足 的 ， 因 为 在 这 有 两 个 不 同 个 体 的 个体 域 
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中 ， 总 可 以 找到 某 一 性 质 ， 其 中 一 个 个 体 有 此 性 质 而 另 一 个 个 体 
没有 此 性 质 ， 例 如 “有 的 人 务农 ， 有 的 人 不 务农 ”。 否 则 ， 对 一 
切 性 质 ， 这 两 个 个 体 都 同时 具有 某 一 性 质 ， 或 者 同时 不 具有 某 一 
性 质 ， 它 们 就 不 是 不 同 的 个 体 了 。 但 它 不 是 永 真 的 ， 如 在 只 有 一 
个 个 体 的 个 体 域 中 ， 上 面 的 公式 就 不 可 能 是 真 的 。 

3. 不 可 满足 公式 ”谓词 逻辑 中 的 一 个 公式 是 不 可 满足 的 ， 
当 且 仅 当 不 论 用 什么 命题 、 个 体 词 和 谓词 ， 将 它们 代入 这 公式 中 
的 相应 的 变 项 之 后 ， 其 结果 总 是 假 的 。 例 如 : 

COPA ”不论 用 什么 命题 代入 此 公式 中 的 p，p 和 一 p 
不 能 同时 都 真 ， 所 以 它 是 永 假 的 或 不 可 满足 的 。 

(2)(9x) (Feo 八 忆 F(x，〉 不 论 用 什么 谓词 代入 此 公式 
中 的 F， 也 不 可 能 有 一 事物 虐 有 某 一 特定 的 性 质 又 没有 该 性 JR, 
例如 “有 的 自然 数 既 是 正 数 又 不 是 正 数 ”， 这 是 一 个 假 命题 ， 因 
为 并 没有 这 样 的 自然 数 存在 。 

谓词 公式 的 永 真性 和 可 满足 性 具有 如 下 的 关系 ， 一 个 公 RA 
是 永 真 的 ; 当 且 仅 当 它 的 否定 一 A 是 不 可 满足 的 。 或 者 说 ,一 个 
公式 A 是 可 满 是 的 ， 当 且 仅 当 一 A 不 是 永 真 的 。 当 然 ， 如 果 一 个 
公 忒 A 是 永 真 的 ， 那 么 这 个 公式 A 就 一 定 是 可 满足 的 ; 反 过 来 ， 
如 果 一 个 公式 A 是 可 满足 的 ， 那 么 这 个 公式 A 不 一 定 是 永 真 的 。 

( 四 ) 判定 问题 ”判定 问题 就 是 寻求 一 个 一 般 性 的 方法 ， 用 
它 能 够 确定 一 个 公式 是 否 永 真 。 这 个 一 般 性 的 方法 是 能 行 的 方 
法 ， 或 者 叫 作 机 械 性 的 程序 ， 按 照 这 种 方法 或 程序 对 任 给 一 个 公 
式 ， 第 一 步 ， 第 二 步 ，…， 都 作 什么 ， 在 某 一 步 完成 之 后 下 一 步 
作 什 么 ， 每 一 步 的 作法 都 是 明确 规定 了 的 ， 并 且 在 有 穷 步 内 总 能 
得 出 结果 。 现 代 逻 辑 已 经 证 明 ， 谓 词 逻 辑 的 判定 问题 是 不 可 解决 
移 ， 就 是 说 ， 用 来 判定 谓词 逻辑 的 一 个 公式 是 否 永 真 的 这 种 能 行 
方法 (机械 性 程序 ) 是 没有 的 。 这 里 说 的 没有 不 是 说 现在 没有 或 
还 没有 找到 ， 而 是 说 根本 不 存在 。 整 个 谓词 逻辑 是 不 可 判定 的 ， 
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但 是 其 中 某 几 部 分 和 其 些 特殊 类 型 的 公式 是 可 判定 的 。 下 面 作 些 
介绍 。 

1. 命 题 公式 ”只 包含 命题 变 项 和 联结 词 的 公式 的 永 真性 是 可 
判定 的 ， 即 合 题 逻辑 部 分 是 可 判定 的 。 一 个 命题 逻辑 的 永 真 公式 
就 是 一 个 重 言 式 ， 而 用 真 值 表 方 法 就 能 判定 一 个 命题 逻辑 公式 是 
不 是 重 言 式 即 永 真 公式 。 

2 .一 元 谓词 只 包含 一 元 谓词 变 项 的 公式 是 可 判定 的 ， 因 此 
传统 形式 逻辑 中 讲 的 各 种 推理 形式 是 否 正确 是 可 判定 的 ， 因 为 它 
们 所 讲 的 各 种 推理 形式 如 直接 推理 和 三 段 论 等 都 只 包含 一 元 谓 
词 。 我 们 知道 ， 谓 词 逻 辑 公式 是 否 永 真 的 判定 问题 所 以 不 可 解 
决 ， 主 要 由 于 涉及 无 穷 个 体 域 的 问题 。 仅 只 对 于 有 穷 个 体 域 来 
说 ， 谓 词 丈 辑 公式 的 永 真性 是 可 判定 的 。 在 个 体 域 是 有 穷 时 ， 谓 
词 逻 辑 的 公式 就 可 以 按 一 定 的 方法 消去 量词 而 把 它 转 换 成 为 合 题 
逻辑 的 公式 ， 于 是 判定 一 个 公式 是 否 永 真 的 问题 ， 就 变 成 判定 一 
个 公式 是 不 是 重 言 式 的 问题 ， 这 就 可 以 用 到 命题 逻辑 中 的 若干 判 
定 方法 。 

设 个 体 域 中 的 个 体 数 为 np， 我 们 用 { 1，2，3，…，n } 来 表 
示 。 那 么 ， 

(1 ) BROF o 表示 “一 切 x 都 是 F”, 在 以 上 个 体 域 中 ， 
这 等 于 说 “1 是 E， 并 且 2 是 E，…， 并 且 n 是 FE ， 因 此 ， 

OF =Fol)AE AAF caso 
这 样 ， 一 个 全 称 量 词 就 是 一 个 合 取 A, HFa, Fos, meg 
Fo 都 不 含 个 体 变 项 和 量词 ， 它 们 实际 上 都 是 一 些 命题 变 项 。 于 
是 ， 谓 词 逻 辑 中 的 公式 (x)F.x) 就 变 成 了 命题 逻辑 中 的 一 个 公 
式 。 

(2) 公 式 (9:)F > 表示 “有 的 x 是 E”， 在 上 述 个 体 域 中 , 这 等 
于 说 “1 是 FE， 或 者 ?是 E，…， 或 者 nD 是 E”， 因 此 ， 

(AFP Fa VE ao Ve VEF ao 
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这 样 ， 一 个 存在 量词 就 是 一 个 析 取 式 ， 等 式 右边 是 命题 逻辑 中 的 
一 个 公式 。 

有 了 如 上 (1)，(2) 最 基本 的 转换 方法 之 后 ， 于 是 我 们 就 有 如 
下 推广 的 最 一 般 的 转换 方法 。 

(3)OGDA C SA. AA AAA... 
Him GO CE 一 Go )= (Fa >G; ) A ( Fe >G) 
NAN Eana) 。 

C4) CEDA wo SA’ VAa VVA ao 
例如 ，(32) (Fiw AG ) = (Fen AGa) V (Fa AG. 
VV (Feo AG... ) 。 

更 复杂 的 公式 都 可 以 这 样 一 步 一 步 地 转换 成 一 个 命题 逻辑 中 
的 公式 。 当 然 ， 这 种 转换 方法 只 有 在 个 体 域 有 穷 时 才能 实行 ， 当 
个 体 域 无 穷 时 ， 即 { 1，2，3，… } ， 那 么 

OF = 了 AF4 Ó As 

(OF tw =F VE Ve 
可 以 看 出 ， 全 称 命题 变 成 了 无 穷 合 取 形 式 ， 特 称 命题 变 成 了 无 穷 
析 取 形式 ， 而 无 穷 合 取 和 无 穷 析 取 都 不 是 我 们 的 命题 逻辑 里 严格 
意义 的 公式 即 真 值 形式 。 因 此 ， 当 个 体 域 无 穷 时 ， 谓 词 逻 辑 的 公 
式 不 能 通过 这 种 方法 转换 成 命题 逻辑 里 的 公式 。 所 以 这 个 方法 只 
能 对 某 些 特殊 类 型 的 谓词 逻辑 公式 提供 一 个 判定 方法 。 这 些 特 殊 
类 型 的 公式 都 有 这 样 的 性 质 ， 一 个 公式 A 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 它 
在 某 一 有 特定 个 体 数 的 个 体 域 中 是 永 真 的。 例如 前 面 提 到 的 只 包 
含 一 元 谓词 变 项 的 公式 。 

为 了 说 明 得 更 清楚 ， 我 们 举 两 个 变换 的 例子 。 设 个 Ik 域 为 
(1, 2). 

@H. ODF .一 (xz)FE， 这 个 公式 可 以 转换 成 Fu) 人 
Fao >F Š VE ， 它 可 以 被 看 成 跟 命 题 公式 pP 人 q-pVq 是 等 
价 的 。 这 是 一 个 重 言 式 ， 因 此 在 个 体 域 { 1，2 } 中 是 永 真 的 。 
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H2. (x)(yY)R(x，y)， 这 个 公式 可 以 按 如 下 步骤 进行 转 
B: 

( 1 ) 先 消去 量词 (x)， 得 (yY)R(1, y) 八 (Y)R(2,，y)。 

(2 ) 再 消去 量词 (Y)， 得 RC(1,，1) 八 R(1,，2) 八 RC(2,，1) 信 
R(2，2)。 对 于 消去 量词 所 得 到 的 公式 , 我 们 以 R(1, 1) 和 和 
R(2，2) 为 真 ， 以 RC(1，2) 和 RC2，1) 为 假 。 很 明显 ， 上 面 通过 消 
去 量词 得 到 的 公式 (2) 不 是 重 言 式 ， 它 在 个 体 域 (1, 2) 中 不 k 
真 ， 所 以 原 式 不 是 永 真 公式 。 

以 上 介绍 的 方法 能 够 解决 若干 类 特殊 类 型 的 谓词 逻辑 公式 的 
判定 问题 ， 如 
1。 只 包含 一 元 谓词 变 项 的 公式 。 一 个 只 含 K 个 一 元 谓词 变 
项 而 不 包含 多 元 谓词 变 项 的 公式 A 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 A 在 2* 个 
个 体 的 个 体 域 中 永 真 。 

2. 具有 形式 (Xi)(x:)…(xo)ACxi，xs，…，xo) 的 公式 ( 即 
只 含有 全 称 量词 的 公式 ) ，A 中 不 再 有 量词 和 其 他 的 自由 个 体 变 
项 。 这 个 公式 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 它 在 n 个 个 体 的 个 体 域 中 k 
真 。 

3。 具 有 形式 (dx )(3dxy)…(dx)AC，x，…，m) 的 公式 
( 即 只 含有 存在 量词 的 公式 ) ，A 中 不 再 有 量词 和 其 他 的 自 由 个 
体 变 项 。 这 个 公式 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 它 在 只 有 一 个 个 体 的 个 体 
域 中 是 永 真 的 。 


四 谓词 公式 判定 的 绘图 方法 

在 谓词 辑 中 ， 谓 词 公 趟 的 判定 问题 是 个 十 分 重要 的 问题， 
我 们 有 必要 多 介绍 一 些 方 法 。 下 面 介 绍 的 是 一 种 直观 性 很 强 的 绘 
.图 方法 。 

(ARILARA HAREA 

首先 介绍 公式 的 “ 主 符号 ”这 个 术语 。 当 公式 i 成 为 (x)P(x) 
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入 (dx)Qeo 这 样 形式 的 时 候 ， 公 式 的 主 符号 指 的 是 “人 ”这 AE 
辑 联结 词 。 如 果 公式 ;成 为 一 ( GOPOGO--(a.)Q ) 这 样 的 形 
式 ， 那 么 公式 i 的 主 符号 指 的 是 “一 ”这 个 联结 词 。 另 外 ， 当 A 
RIRACOP o Vo ) 这 样 形式 的 时 候 ， 公 式 i 的 主 符号 指 
的 是 “(x)” 这 个 量词 符号 。 

下 面 依次 讲 些 规则 。 

规则 1 一 1 为 了 判定 公式 i 的 永 真性 ， 就 得 赋予 公式 i 以 假 的 
真 值 。( 写法 是 ， 在 公式 i 的 主 符号 下 面 写 上 0， 即 0) 

规则 1 一 2 为 了 判定 公式 i 的 永 假 性 ， 就 得 赋予 公式 i 以 真 的 


真 值 。( 写法 是 ， 在 公式 i 的 主 符号 下 面 写 上 1， 即 1) 

这 种 规则 跟 命 题 逻辑 公式 的 情况 相同 。 例 如 ， 在 判 E 公式 
GOP cw 人 《32)Qew 的 永 真性 时 ， 因 为 公式 主 符号 EA, MAR 
据 规则 1 一 1 就 写成 (X)P S 人 (dz)Qez。 如 果 判定 公式 一 ( (x) 
Po 一 (3x)Qtz，) 的 永 假 性 ， 那 么 由 于 主 符号 是 一 ， 所 以 就 写成 
= GOpo, 一 (3z)Qexz ) o 

如 下 规则 只 适用 于 被 赋予 真 值 的 公式 中 不 包含 自由 个 体 变 项 
的 情况 。 

规则 2” 设 公式 i 中 不 包含 自由 个 体 变 项 。 如 果 公 式 i 的 E 符 
号 是 联结 词 ， 那 就 要 在 被 联结 的 部 分 公式 上 赋予 能 使 公式 的 真 
值得 以 成 立 的 真 值 。 ( 图 式 跟 命题 远 辑 的 情况 相同 ) 

规则 3 ” 当 被 赋予 真 值 的 公式 i 中 的 主 符号 是 量词 符号 时 ， 则 
有 如 下 情况 : 

3 一 1 当 对 全 称 符号 赋值 为 真 时 ， 则 对 除 掉 全 称 符号 后 所 余 
公式 中 的 主 符号 赋值 为 真 。 

3 一 2 当 对 存在 符号 赋值 为 假 时 ， 则 对 除 掉 存在 符号 后 所 余 
公式 中 的 主 符号 赋值 为 假 。 

3 一 3 ” 当 对 全 称 符号 赋值 为 假 时 ， 则 在 被 全 称 量化 的 个 体 变 
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项 的 整个 变 域 中 ， 对 能 够 代入 a 的 公式 的 主 符号 赋值 为 假 。 ( a 是 
还 没 被 使 用 的 个 体 党 项， 如果 已 被 使 用 ， 就 改 用 b; 以 此 类 推 ) 

3 一 4 当 对 存在 符号 赋值 为 真 时 ， 则 在 被 存在 量化 的 个 体 变 
项 的 整个 变 域 中 ， 对 能 够 代 人 a 的 公式 的 主 符号 赋值 为 真 。 ( a 是 
还 没 被 使 用 的 个 体 常 项 ， 如 果 已 被 使 用 ， 就 改 用 b; 以 此 类 推 ) 


3 一 1 的 例子 ， 
(X) (Pa Qo, ) 


Berras 
3 一 2 的 例子 : 
G (Po VQ ) 
0 
Po, VQ a, 
0 
3 一 3 的 例子 ， 
(X) (Poa ) 
0 
Peo Ra 
0 
但 是 3 一 3 中 像 这 样 的 情况 就 不 允许 : 
(XxX) Paoa ) 
0 


Pioa 
0 


WAERAR HEAREN, Pr E Et Ab Cik 常 项 
:的 符号 : 
(Xx) (Paoa ) 
0 
P. Qo 
0 


.3 一 4 的 例子 ， 
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Fg (Po, V Qa, ) 
PONE aus 


但 是 3 一 3 中 像 这 样 的 情况 就 不 允许 ， 
(Hx) (P. V Qa ) 


BV u ts 
因为 在 原 公式 中 a 已 经 被 使 用 ， 所 以 这 时 候 要 使 用 其 他 个 体 常 项 
的 符号 : 

GO (P... V Q ) 

Peo VTR 


l 

如 下 规则 只 适用 于 在 所 有 步骤 上 不 能 应 用 规则 2 和 3， 而 又 被 
赋予 了 真 值 的 公式 。 

规则 4” 设 公式 i 被 赋予 真 值 后 还 包含 自由 个 体 变 项 。 

4 一 1 对 于 带 有 个 体 变 项 的 同一 谓词 ， 如 果 在 其 他 步 难 中 还 
带 有 个 体 常 项 ， 那 就 将 这 所 有 的 常 项 都 代入 此 变 项 ， 然 后 赋 对 真 
值 。 

4 一 2 ”对 公式 i 赋予 真 值 后 的 各 步 只 中 ， 如 果 没 有 出 现 个 体 
常 项 ， 那 就 用 x 代入 所 有 的 变 项 ， 然 后 赋予 真 值 。 


4 一 1 的 例子 : 

@ ADP ew AGO. I (Pe AQ. 

i (规则 1 一 1 》 
@ CP ACO ( @， 规 则 2 》 
@ ID (Po AQ.) ( ， 规 则 2 》 


@ Geo ( 回 ， 规 则 2 》 


es。172。， 


eaeoeoee@e a 


Ge 
P... 
Q. 

l 
P. o AQ. 
0 
P... AQ... 
0 


Pa AQo5 
0 


(加 ， 规 则 2 》 
( @， 规 则 3 一 4 》 
( @， 规 则 3 一 4 ) 
( @， 规 则 3 一 2 ) 
( @， 规 则 4 一 1 ) 
( @， 规 则 4 一 1 ) 


在 (9)，(10 ) 步骤 中 应 用 规则 4 一 1， 就 是 说 ， 由 于 在 
(6)，(7 ) 中 出 现 了 个 体 a，b， 所 以 就 将 这 些 个 体 符号 都 代入 
(8 ) 式 而 得 到 (9) 和 (10)。 

4 一 2 的 例子 : 


© 


e 


(X) Peo — (Hx) Qo 
0 

(X ) 了 xz) 
1 

( Hx ) Q. 
0 

P. 

1 

Q. 

0 

P. 

1 


Q. 
0 


(规则 1 一 1) 
CO, #2) 
《 @， 规 则 2 ) 
( @， 规 则 3 一 1 ) 
《 @， 规 则 3 一 2 ) 
( @@， 规 则 4 一 2 ) 
(〈 回 ， 规 则 4 一 2 ) 


就 这 样 通过 对 1 至 4 规则 的 有 限 次 应 用 而 对 命题 赋予 真 值 ， 从 
而 使 判定 问题 接近 于 命题 逻辑 中 的 情况 。 就 是 说 ， 在 永 真 式 的 判 
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定 程序 中 ， 如 果 所 有 的 分 支 都 是 “X”， 那 么 与 式 ( 原 公 式 ) 就 
是 “ 永 真 ”; 如 果 至 少 有 一 个 分 支 不 是 “X”， 那 么 与 式 就 “不 
是 永 真 ”。 在 永 假 式 的 判定 程序 中 ， 如 果 所 有 的 分 支 都 是 “X”, 
那么 与 式 就 是 “ 永 假 ”; 如 果 至 少 有 一 个 分 支 不 是 “X”， 那么 
与 式 就 “不 是 永 假 ”。 

例 1. 判定 P. 一 > (Ax ) Pro 


° Pam C da) Pia (规则 1 ) 

© Pa (®©, #02) 

@ (Pa (O, 规则 2 ) 

@ Pa (@， 规 则 3 一 2 ) 

© P. 《 @， 规 则 4 一 1 ) 
x “水 真 


例 2. 判定 一 (xX) Ptz < 一 > ( 9 ) 一 Pix)。 
© —(x)P.,— (a) Pe 
0 


®© —(x)P(x)(@) @ —(x)P(x) (0) 
1 0 


Oa) PED) OOP (0) 
ODPAD (0) DDP) O) 
© Pa) (@) @P(x) (@) 
C0 OPen (@) 
TO OF ca) (®) 
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@P (a) (@) @P ca) (四 ) 
1 1 
x x 
kk: 
W3. HECA) Peo A CA) Qom la) e (Ph 
Q(x)o $ 


HER: 
TPwAN (I) QO—>( I) (P. AQ... ) 
0 
《规则 1 一 1 ) 
©@ (ax) Poo A CE) Q. 《LY 
1 
®© (Ix) (Po ANQ ) (0) 
0 
@(d)P (@) 
1 
© (g) Qo (@) 
P (a) (@) 
1 
@ Q(b) (©) 
1 
P(x)AQ(x) (®) 
0 
P(a)AQ(a) (@) 
0 
@ PCb)AQCb) (@) 
0 
| | | 
OPa) (@) © Qla) (0) 
0 
x zz > e >: = 
| | 
@P Cb) (CUD) @Qcb) (四 
x 
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UTEKE 
判定 乙 : 


D(A)P(X)AN (9:)Q(xX)—>(9) (P (x)Á 
1 


Q ( x)) (规则 1 一 2 ) 
(Ax) P(x) A(u,)Q(x) 
0 


OCH <) AQ(x) ) 


@(uHu,)P (x) ®(ax)Q(x) 
0 0 
@P(a)AQ(a) @ P(x) 
1 0 
@Q(x) P(a) 
0 1 
@Q (a) @P (a) 
J 0 
Bata) “不 是 永 假 


“根据 判定 甲 、 乙 ， 可 知 与 式 是 可 满足 式 。 

如 果 对 判定 甲 中 的 公式 @ 错 误 地 应 用 规则 2， 那 就 会 像 下 Hi 
这 样 得 到 所 谓 永 真 的 错误 结果 。 

@ 


@P(x)AQ(x) (@) 
0 


@P(x) (@) MAX) (@) [@@ 和 人 @ 是 错误 地 对 


0 0 @ 应 用 规则 22 
@P (a) Qala) 
0 0 
x x 
kE 
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因为 @ 式 中 的 x 是 自由 变 项 ， 所 以 不 能 应 用 规则 2。 正 确 的 方 
法 应 该 象 前 面 一 样 先 应 用 规则 4 而 得 到 @P (a ) 八 Q(a) 和 好 
P(b) AQ(b )， 并 由 此 再 应 用 规则 2。 

例 4. 判定 (x) (sr) (P. o AQ’ ) —> (Hy) (x) 
(P. AQ. ) 

D(X) (g,) (Pw AQ. ) Ca) (x) (P(x) 


AQ(y) ) 


@ (x) CE) (Po, AQ.) (EOP) 
(I) (x) (Po AQ... ) (0) 
OF) Pw A) (®) 
OO PAn (@) 
© A) (Pu An) (@) 
@ FC AQ C) (@) 
@ PCa) (0) 
ob) (0) 
AR ( 回 ) 
@ PEACE) (@) 
BRE AO (y) (@) 
@ P 063 Ae 049 (@) 
四 P 669 (@) 
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@ T B) 


和 一 一 一 一 一 一 一 
OPC (0) ogo» (@) 
x x 

AKA 


(=) 多 元 谓词 还 辑 公式 的 检验 方法 

在 多 元 谓词 逻辑 公式 中 存在 着 通过 有 限 步 又 并 不 能 判定 其 永 
真 、 永 假 和 可 满足 的 问题 。 但 是 ， 作 为 以 类 似 判 定 程 序 的 原则 和 
实践 为 标准 的 机 械 方法 ， 却 对 多 元 谓词 发 挥 作用 。 因 此 我 们 把 应 
用 这 种 方法 的 地 方 称 作 永 真 、 永 假 的 检验 方法 。 下 面 我 们 先 只 就 
规 刘 1 至 4 来 看 ， 研 究 一 下 多 元 谓词 逻辑 公式 的 检验 方法 。 

例 5. 检验 (ay ) (x)R(x y)—> (XxX) (q; ) R ( x, 
Y) 的 永 真 性 。 


Q (H,) (X)R(x, y)—> (X) (4,)R(x, y) 
0 


@(a,) (x)R(x, y) (@) 
1 

@(x) (ay)RCx，y) (@) 
0 

@(x)R(x, a) (Q@) 
1 

@(H, )R (b, y) (@) 
0 

@ R(x,a) (@) 

@ Rb, a) (@) 

R(b, y) (©) 
0 
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@R (b, a) (图 ) 
x 
2 3 
例 6. 检 验 (x) (y) (9.)R(x, y, z) — (Xx) (q, Y 


(z)R (x, y, z) 的 永 真性 。 
Q (x)(y)(g, )R(x, y, Z)— (x) (q,) ( Z y 
0 


R(x, y, 2) 
@(x) (FI (FIR y, z) (0) 
人 (O) 
@¿(y)(aoR(x, y, 2) EOD] 
OCH, CEIR (e y. zb | (图 ) 
OES y, z) (©) 
Dy) CDRA, y, z) (@) 
@csjR(Os, y, 2) (@)》 
OCZIR Ca a, z) (@) 
@ Roe, a, b) (@) 
D(H.)R (a, a, Z) (@®@) 
@ R Ca, a, c) (0) 


“不 是 永 真 
下 面 例 子 是 不 能 在 有 限 步骤 内 终止 检验 的 公式 。 非 常 明显 ， 
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检验 永 真性 如 果 不 能 在 有 限 步 又 内 终止 ， 那 就 不 是 永 真 。 

例 7. 检验 (x)(9y )R (x, y )—> (9y) (xX)R(x,y) 
葛 永 真性 。 

Q (x) (a, )R (x, y)— (a) (x)R(x, y) 


DOO (a R(x, y) (DO) 
OCA) CEIR (T) (0) 
Oca I Rx, y) (@) 
O EE YY (@) 
Og RC, y) (@) 
© R Ca; b) (@) 
@ (K) ER (x b) (@) 
© A (®) 
@ (ao) R(e, y) (®) 
@ m Ce do (MM) 
OR (©) 
@ Roera) (@®) 


由 于 在 @ 式 中 出 现 了 自由 变 项 x， 所 以 应 用 规则 4 一 2 而 代入 
a。 但 是 ， 由 于 @ 式 中 在 x 项 上 又 出 现 了 c， 所 以 就 像 在 规 则 4 一 2 
的 条 件 下 需要 对 出 现 x 的 谓词 代入 全 部 个 体 常 项 一 样 ， 还 需 要 对 
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名 式 中 的 x 代入 c。 同 样 地 ，@ 也 在 x 的 位 置 上 出 现 了 e， 所 以 还 需 
要 有 对 @ 的 x 入 代 e 的 公式 。 像 这 样 ， 无 限 地 出 现 新 的 个 体 常 项 的 
公式 将 延续 不 断 。 

所 以 原 公式 不 是 永 真 。 


I ERAS 

擎 状 词 理 论 是 现代 逻辑 中 的 一 个 专门 分 支 ， 这 里 不 准备 做 详 
细 讨 论 ， 只 是 介绍 这 种 理论 中 最 基本 的 内 容 。 

(一 ) 概 说 ”描述 满足 某 种 条 件 的 、 存 在 一 个 并 且 仅仅 存在 
一 个 的 ( 即 数学 中 称 为 唯一 的 ) 那 种 事物 时 所 使 用 的 现代 逻辑 名 
词 ， 换 句 话说 ， 擎 状 词 就 是 通过 揭示 某 一 个 体 的 独 有 属性 来 指称 
该 个 体 的 语词 。 擎 状 词 具 备 两 个 特点 第 一 ， 它 指称 的 个 体 应 当 
是 唯一 的 ， 第 二 ， 它 所 揭示 的 一 个 体 的 某 种 属性 应 当 是 该 个 体 独 
有 的 。 擎 状 词 在 日 常生 活 的 语言 中 、 在 科学 技术 的 文献 中 都 经 党 
出 现 。 例 如 ，“ 中 华人 民 共和 国 的 首都 ”，“ 世 界 上 最 高 的 UH 
峰 ，，“15 和 27 的 最 大 公约 数 ” 等 语句 所 指 的 事物 都 是 唯一 的 。 
通常 莫 状 词 用 符号 “x” 来 表示 。tx ( … ) 就 表示 “满足 … 条 
件 的 那个 唯一 的 x。” 设 F ( x ) 表示 “x 是 中 华人 民 共 和 国 的 首 
都 ”，G ( x) 表示 “x 是 15 和 27 的 最 大 公约 数 ”。 则 txF( x ) 就 
表示 “是 中 华人 民 共 和 国 首都 的 那个 唯一 的 城 市 北 京 ”，txG 
` (x) 就 表示 “是 15 和 27 的 最 大 公约 数 的 那个 唯一 的 自然 数 3”。 
当 满足 … 条 件 的 x 不 存在 或 不 只 一 个 时 ， 对 表达 式 Lx ( … ) 意义 
的 规定 并 没 统一 。 按 希 尔 伯 特 和 贝尔 奈 斯 在 数学 基础 ， 一 书 中 
的 论述 ， 则 只 有 当 幕 状 词 所 指 的 事物 具有 唯一 性 时 ， 擎 状 词 才 有 
意义 ， 否 则 摹 状 词 就 没有 意义 。 例 如 ， 使 2x= 6 成 立 的 x A E N 
有 一 个 数 3， 所 以 表达 式 tx ( 2x= 6 ) 是 有 意义 的 ， 并 且 它 就 表 
示 : 使 2x= 6 成 立 的 那个 唯一 的 数 3。 而 使 x: + 3x+2=0 成 立 的 
x 有 两 个 数 : - 1 和 - 2。 因 而 不 是 唯一 的 ， 所 以 tx(x: +3x+2=0) 
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就 是 没有 意义 的 。 使 3Sx< 15 并 且 使 2x= 16 同 时 成 立 的 x- 一 个 也 没 
有 ， 因 而 .x ( 3x<15 且 2x = 16 ) 也 是 没有 意义 的 。 另 外 ， 也 有 的 
现代 届 辑 学 家 对 摹 状 词 不 具有 唯一 性 时 ， 把 含有 此 摹 状 词 的 公式 
规定 为 假 的 情形 。 以 下 进一步 说 明 。 
(二 ) 结构 在 自然 语言 中 ， 摹 状 词 的 结构 是 ， 
形容 词 ( 或 词组 ) + 普通 名 词 
或 者 ， 指示 代词 + 形容 词 + 普通 名 词 
这 样 就 可 以 构成 莫 状 词 ， 例 如 : “世界 上 最 高 的 山 几 ”，“ 美 国 
的 第 一 次 宇宙 飞行 ”等 等 。 在 需要 的 时 候 除 了 形容 词组 以 外 ， 还 
可 以 用 指示 代词 “那个 ”来 表示 特 指 意思 ， 例 如 “3 和 5 之 间 的 那 
个 偶数 ”， 用 以 表示 我 们 所 指称 的 个 体 只 有 一 个 唯一 的 存在 。 这 
样 就 可 以 和 表示 一 类 事物 的 词组 ， 例 如 “3 和 15 之 间 的 那些 偶 
数 ” 有 所 区 别 了 。 . 
疗 状 词 的 一 般 形式 写作 : xF ( x ) 。 它 表明 :那个 唯一 具有 
性 质 F 的 个 体 x。 或 者 说 : 满足 x 是 F 条 件 的 那个 唯一 个 体 x。 
(三 ) 真 假 ”一 个 含有 摹 状 词 的 命题 H (txF (x) ) 只 有 在 
下 面 三 条 得 到 满足 时 才 是 真 的 ，1， 至 少 有 - xF; 2. 至 多 有 
一 x 是 F; 3。 这 x 就 是 H。 例 如 , “在 3 和 5 之 间 的 那个 偶数 是 4”， 
此 命题 为 真 ， 因 为 : 1. 在 3 和 5 之 间 有 一 偶数 ，2. 在 3 和 5 之 间 只 . 
有 一 偶数 ，3。 此 偶数 是 4。 第 1 和 2 条 就 是 所 谓 摹 状 词 的 唯一 性 ， 
用 符号 表达 是 ， 
(Hd.)F(x)A(x)(y)(F(x)AF(y) —x=y) 
这 公式 也 表达 了 “有 且 只 有 一 个 ”或 “恰好 有 一 个 ”。 上 述 三 条 
是 含有 摹 状 词 命题 为 真 的 条 件 ， 只 有 这 三 条 都 满足 了 ， 这 种 命题 
才 是 真 的 。 
相反 ， 如 果 上 述 三 条 不 能 满足 ， 情 况 该 怎样 呢 ? 首先 ， 如果 
` 第 1 和 2 条 满足 了 ， 而 第 3 条 不 能 满足 ， 则 含有 摹 状 词 的 命题 为 
假 。 例 如 ，“ 在 3 和 5 之 间 的 那个 偶数 是 2”， 就 是 假 的 ， 因 为 没 
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能 满足 条 件 3。 

其 次 ， 如 果 第 1 条 或 者 第 2 条 不 能 满足 ， 就 是 说 ， 个 体 x 或 者 
没有 或 老 有 许多 ， 总 之 摹 状 词 不 具有 了 唯一 性 ， 那 么 问题 就 复杂 多 
了 。 摹 状 词 的 作用 在 于 反映 一 特定 事物 ， 所 以 一 般 语言 大 都 要 求 
摹 状 词 所 描述 的 对 象 是 唯一 的 。 如 果 摹 状 词 的 应 用 不 合 这 一 要 
求 ， 那 就 是 “用 词 不 当 ”， 有 些 摹 状 词 的 句子 在 语法 上 就 是 欠缺 
的 。 比 如 : 

在 3 和 4 之 间 的 那个 偶数 

在 3 和 15 之 间 的 那个 偶数 。 

在 3 和 4 之 间 的 那个 偶数 是 不 存在 的 ， 这 个 摹 状 词根 本 无 所 指称 。 
在 3 和 15 之 间 不 只 有 一 个 偶数 ， 然 而 命题 中 所 谓 “ 那 个 偶 数 ?” 
到 底 指 称 哪 一 个 ， 实 在 不 明确 ， 所 以 命题 真 假 不 易 判定 。 以 上 两 
种 句子 ， 一 种 是 摹 状 词 所 指称 的 对 象 根本 不 存在 ， 一 种 是 摹 状 词 
所 指称 的 对 象 不 只 有 一 个 ， 这 两 种 情况 在 日 常 语言 中 都 不 是 正确 
规范 的 摹 状 词 情况 ， 语 法 上 都 有 缺陷 。 然 而 它们 是 否 算 假 的 命题 
呢 ? 在 日 常 语言 的 语法 里 ， 对 于 某 些 字 的 组 合 来 说 ，“ 假 ”和 
“无 意义 ”是 没有 严格 区 分 的 ， 所 以 上 述 命题 说 “ 假 ” 也 可 ， 说 
“无 意义 ”也 可 。 

( 四 ) 处 理 现代 逻辑 对 摹 状 词 问题 有 多 种 处 理 方法 ， 比 
如 : 

1. 罗素 方法 ”如 一 摹 状 词 不 具有 唯一 性 ， 则 含有 此 摹 状 词 
的 命题 为 假 。2. 和 希 尔 伯 特 方法 ， 如 一 摹 状 词 不 具有 唯一 性 ， 则 
含有 此 摹 状 词 的 命 组 无 意义 ， 其 公式 不 是 一 合式 公式 。 3. NÆ 
斯 方法 ， 如 一 摹 状 词 不 具有 唯一 性 ， 则 它 等 于 一 个 体 变 项 ， 或 者 
-指称 某 一 先行 规定 的 事物 。 我 们 只 介绍 一 下 罗素 方法 。 

摹 状 词 只 在 如 下 两 类 命题 中 出 现 : 

那个 有 性 质 E 的 事物 存在 ， 

那个 有 性 质 F 的 事物 是 H。 
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我 们 用 符号 EL 表示 存在 ， 上 面 两 类 命题 就 可 表示 为 : 

E! xF (XxX), 

H(iF(x) )。 
一 旦 再 给 出 这 两 类 命题 的 等 值 命题 ,给 出 这 两 类 命题 的 转换 规则 ， 
我 们 就 会 得 到 擎 状 词 的 定义 。 这 种 定义 和 一 般 定义 不 同 ， 它 是 一 
种 “使 用 定义 ”。 通 过 使 用 定义 ， 我 们 可 以 将 含有 摹 状 词 的 语句 
转换 为 不 含有 摹 状 词 的 语句 ， 实 际 上 它们 是 两 个 关于 摹 状 词 的 销 
去 规则 。 

定义 一 E! A,A (A, ) 定义 为 

(A,) (A,) CACA) AA(A, )—A,=A,)A Gai) 
A(A: )。 定 义 项 的 前 半 部 分 表示 至 多 有 一 A， 即 ， 对 于 所 有 A1 
WRAAE, WRA EAHA EEA, WAA FA E 
义 项 的 后 半 部 分 表示 至 少 有 一 A， 即 : 有 A, A E A, A,A. 
(A, ) 存在 ， 就 等 于 说 恰好 有 一 A。 

定义 二 (iA1A(Al))B(tA1A(A,) ) 定 义 为 
CA) CA2) CACA) AA (Aa ) 一 >A=A, )A (qA, ) 
CACAL) AB(A: ) ) 。 定 义 项 的 前 半 部 分 表示 至 多 H-A, 
后 半 部 分 表示 至 少 有 一 A 并 且 此 A 是 B。 唯 一 不 同 之 处 在 于 ， 
B (LA1A (Al ) ) 之 前 有 一 (tALA (A ) )。 这 是 表示 辖 域 
的 。 

以 上 两 个 定义 的 右 方 都 没有 摹 状 词 ， 它 们 给 出 了 如 何 把 一 个 
含有 摹 状 词 的 公式 转换 为 一 个 不 含有 摹 状 词 的 公式 的 规则 。 

关于 摹 状 词 的 辖 域 。 摹 状 词 和 量词 有 密切 联系 ， 都 涉及 到 辖 
域 问题 ， 辖 域 不 确定 就 会 出 现 歧 义 。 例 如 在 公式 一 H ( txFCx) ) 
中 ， 如 果 取 部 分 公式 H ( txF ( x) ) 作为 摹 状 词 的 辖 域 ， 即 把 原 
公式 理解 为 一 ( txF (x ) ) H(txF (x) )， 则 原 公式 等 值 于 

1.— ( (XY)(F(X)NF(Y)—>x=y) 

A (Hx) (F(x)AH(x)) ) 
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它 等 值 于 
— (x) (y) (FOOAFG(y)— ve x=y) 
Valas) (F(x)AH(x) ) 
其 解释 是 
IXF ( x) 有 性 质 H， 这 是 假 的 。 
如 果 取 全 部 公式 作为 摹 状 词 的 辖 域 ， 即 把 原 公式 理解 为 
(IxF(xX) ) H ( IxF(x) )， 则 原 公 式 等 值 于 
2.(x)(y) (ECX) 人 FEC7) 一 >X=y) 
A (Hx) (FGX)A 人 一 HGX) ) 
其 解释 是 
IxF (x) 不 是 H， i 
假如 1xF (x) 不 存在 ， 没有 唯一 的 IxF(x)， 那 么 ! 真 而 2 
假 。 
可 以 看 出 ， 如 摹 状 词 的 辖 域 是 全 部 公式 ， 那 么 ， 除 非 摹 状 词 
所 描述 的 对 象 存在 ， 有 关公 式 不 能 为 真 。 但 是 如 果 摹 状 词 的 辖 域 
只 是 部 分 公式 ， 则 即使 摹 状 词 所 描述 的 对 象 不 存在 ， 有 关公 式 还 
可 能 是 真 的 。 如 果 不 指出 辖 域 ， 那 么 一 公式 中 3 状 词 的 辖 域 可 
以 有 不 同 的 取 靶 ， 从 而 得 到 不 同 的 解释 和 不 同 的 与 原 公 式 等 值 的 
公式 。 因 此 ， 在 上 述 摹 状 词 的 第 二 个 定义 里 附 有 表示 辖 域 的 符号 
(IAACA) )。 
六 关系 逻辑 问题 
关系 逻辑 是 以 事物 间 的 任意 性 质 的 关系 为 基础 ， 来 研究 关于 
这 些 关 系 的 逻辑 推演 规律 的 理论 。 关 系 逻辑 首先 为 英国 的 德 。 摩 
根 和 美国 的 皮尔 斯 所 研究 ， 后 又 为 德国 的 施 罗 德 在 其 < 关系 的 代 
数 与 逻辑 一 书 中 所 扩展 和 完善 。 
(一 ) 关系 ”关系 就 是 指 存在 于 若干 事物 之 间 的 某 种 相互 联 
系 。 例 如 ， 软 辑 学 中 类 与 类 之 间 就 存在 着 同一 关系 、 上 属 关系 、 
下 属 关系 、 交 又 关系 、 爹 异 关 系 等 等 ， 数 学 中 实数 之 间 就 存在 着 
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等 于 关系 、 不 等 于 关系 、 大 于 关系 、 不 大 于 关系 、 小 于 关系 、 不 
小 于 关系 等 等 。 对 于 两 个 确定 的 事物 ， 从 各 种 不 同 的 角度 KH 
察 ， 就 有 各 种 不 同 的 关系 。 例 如 ， 社 会 上 的 两 个 人 之 间 ， 就 其 出 
生地 而 言 可 有 同乡 关系 或 非 同乡 关系 ， 就 其 读书 的 学 校 而 言 ， 可 
有 同学 关系 或 非 同 学 关 系 等 。 又 如 ， 平 面 几 何 中 的 两 个 圆 之 间 ， 
就 其 面积 而 言 ， 可 有 大 于 、 等 于 或 小 于 关系 ， 就 其 位 置 而 言 ， 可 
有 外 离 、 外 切 、 相 交 、 重 合 、 内 切 以 及 一 个 包含 另 一 个 的 关系 。 
关系 概念 随处 可 见 ， 因 而 在 逻辑 学 中 十 分 重视 关系 的 性 质 及 其 规 
律 的 研究 。 

现代 逻辑 将 各 种 关系 常用 一 些 简 明 的 符号 来 表示 。 例 如 ， 个 
体 x 与 个 体 Y 有 相等 关系 时 ， 则 记 为 x<=y， 个 体 x 与 类 M 之 间 有 属 
于 关系 时 ， 则 记 为 XE M ,一 般 的 情形 ,x 与 y 具 有 某 种 关系 时， 
BILA: xRy, 或 R(x，y ) 。 逻 辑 学 中 专门 研究 具有 任意 性 质 
的 关系 及 其 规律 的 理论 称 为 关系 理论 。 例 如 一 种 关系 是 否 具有 自 
反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 、 连 通 性 等 等 都 是 关系 理论 的 研究 内 
容 。 

在 各 种 关系 中 ， 二 元 关系 是 最 基本 的 关系 。 我 们 在 讲 二 元 关 
系 之 前 ， 先 介绍 一 下 其 他 概念 。 

有 序 偶 。 对 象 z 和 y 的 有 序 偶 (x，y ) (RX, yY) 是 以 一 
定 次 序 ， 即 x 作为 第 一 个 而 Y 作 为 第 二 个 的 两 个 对 象 ,对 于 有 序 偶 
相等 的 要 求 如 下 :(x,y) = (u,v ) 当 且 仅 当 x =u 且 y =v. He, 
《xy) 二 (y，Xx) ， 除 非 x=y， 即 ， 只 有 x=y 才 有 (x，y) 


=(y, x)o 

有 序 三 元 组 。 有 序 三 元 组 可 以 通过 有 序 偶 定义 如 下: (x,y, 
z)=( (Xx, 7 了 )，z) 。 当 然 ， 推 而 广 之 ， 一 般 地 说 有 序 n 元 
组 C Xi, Xa, Xn) 可 以 定义 如 F: (Xi, Xa, =**,x,)= ( (Xi, 
Xz, * Xa-1)s X,)o 


二 元 关系 ”二 元 关系 是 承担 关系 的 对 象 组 成 的 有 序 偶 的 集 
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合 。 例 如 ， 用 谓词 “是 父亲 ”指称 的 关系 ( 即 父子 关系 ) 是 所 有 
那些 使 得 x 是 y 的 父亲 的 有 序 偶 x, Y) 的 集合 。 属 于 集合 { (1， 
2，…，10 } 的 数 间 所 具有 的 平方 关系 是 集合 { (1, 1), (4, 
2), (9, 3) }。 

三 元 关系 ”三 元 关系 是 被 关系 联系 的 对 象 组 成 的 有 序 三 元 组 
的 集合 。 例 如 ， 被 谓词 “把 … 付 给 …” 是 使 得 x 把 7 付 给 z 的 所 有 
AFETA (X, y, z) 的 集合 。 一 般 地 说 ，n 元 关系 是 承 担 关 
系 的 对 象 所 组 成 的 n 元 组 的 集合 。 

源 关系 ” 所 有 那些 使 得 x 属于 集合 A 而 y 属 于 集合 BRAAS 
(x, y) 的 集合 称 作 A 和 B 的 第 卡 儿 积 ( 交叉 乘积 )， 我 们 用 符 
号 AxB 来 表示 。 Tj (x, y) CAxB, 4H 仅 当 xE A 并 
且 yYEB。 所 谓 在 A 上 的 源 关 系 是 指 笛 卡 儿 积 全 x A, 即 可 以 由 A 的 
元 素 形成 的 所 有 有 序 偶 的 集合 。 空 关系 是 决 不 会 成 立 的 关系 ， 妈 
没有 有 序 偶 属 于 它 的 关系 。 

FRR ”如 果 R 和 S 是 这 样 的 关系 ， 使 得 每 个 有 序 偶 W 属于 
R， 又 属于 S ( 即 如 果 RSES ) ， 那 么 R 称 作 S 的 子 关 系 。 例 如 ， 
“是 父亲 ”关系 是 “是 长 者 ”关系 的 子 关系 “是 表 兄 弟 ” 关 系 是 
“是 亲 威 ”关系 的 子 关 系 。 当 然 , 在 A 中 的 每 种 关系 R 都 是 Ax A 的 
子 关系 。 空 关系 是 每 种 关系 的 子 关 系 。 

关系 域 对 于 类 K 中 的 一 个 确定 的 关系 R 来 说 ， 其 所 有 前 趋 
构成 的 类 ， 称 为 关系 R 的 前 域 ,其 所 有 后 继 构 成 的 类 ， 称 为 
关系 R 的 后 域 , 例 如 , 设 类 K 为 自然 数 集 , 讨论 关系 “大 于 ”时 ， 则 
有 3 之 2,7 之 4 等 等 ,因为 对 任何 一 个 自然 数 来 说 ， 总 有 比 它 大 的 自 
然 数 ,所 以 任何 自然 数 都 能 成 为 大 于 关系 的 后 继 , 从 而 大 于 关系 的 
后 域 就 是 自然 数 全体 所 构成 的 类 。 但 1 不 能 大 于 任何 的 自然 数 ， 
因而 不 能 作为 大 于 关系 的 前 趋 ， 而 其 他 的 任何 自然 数 都 能 成 为 大 
于 关系 的 前 趋 ， 所 以 大 于 关系 的 前 域 就 是 除 1 以 外 的 全 体 自然 数 
所 构成 的 类 。 再 如 ， 对 于 “同一 ”关系 来 说 ， 任 何事 物 都 和 它 自 
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已 有 同一 关系 ， 因 而 任何 事物 都 既是 同一 关系 的 前 趋 ， 又 是 同一 
关系 的 后 继 ， 所 以 同一 关系 的 前 域 和 后 域 都 是 全 域 。 

关系 运算 ”因为 关系 是 集合 的 特定 的 类 ， 所 以 关系 集合 的 每 
种 运算 也 可 以 运用 于 关系 。 关 系 运算 有 多 种 表示 形式 ， 这 里 先 简 
要 介绍 一 种 ， 后 面 再 介绍 另 一 种 ， 其 实 形式 不 同 而 本 质 一 样 。 具 
体 说 ， 关 系 R 和 S 的 并 是 使 得 有 序 偶 (x, y) 属于 它 的 X: 系 ， 当 
且 仅 当 ( x,y ) ERR (x,y) ES; 我 们 用 RU S 表 示 关 系 并 。 关 
系 R 和 S 的 交 ( 积 ) 是 使 得 有 序 偶 属于 它 的 关系 ， 当 且 仅 当 ( x, 
y) ER 并 且 (x, y) ES; 我 们 用 RS 表示 关系 交 。 关 系 R 和 S 
的 差 是 使 得 有 序 偶 (x, y) 属于 它 ， 当 且 仅 当 (x, y) ER 而 并 
非 (x，y ) ES; 我 们 用 R 一 S 表 示 关 系 差 。 关 系 R 在 A 中 的 补 是 
差 A x A -RR， 我 们 用 及 ( 或 R') 表示 关系 补 。 例 如 ， 假 设 R 表 示 
“是 父亲 ”关系 ，S 表 示 “ 是 朋友 ”关系 ， 于 是 : 

(x, y) ERUS 当 且 仅 当 x 是 7 的 父亲 或 朋友 ; 

(x, y) ERNS 当 且 仅 当 x 是 7 的 父亲 和 朋友 

(x, y) ER 一 S 当 且 仅 当 x 是 7 的 父亲 但 不 是 朋友 ， 

(x, y) ER 当 且 仅 当 x 不 是 y 的 父亲 。 

(二 ) 二 元 关系 ”二 元 关系 有 某 些 形式 的 特性 , 其 中 重要 的 是 : 

1。 自 反 性 ， 反 自 反 性 ， 非 自 反 性 

自 反 性 定义 ， 给 出 一 个 集合 A ( 设 A 为 非 空 RA, FE), 
车 对 于 每 一 个 xE A， 就 有 xRx ( 即 ( x，x ) ER ) ， 则 说 二 项 关 
系 R 在 集合 A 中 是 自 反 的 。 用 符号 表示 为 : 

R 在 A 中 自 反 <-> (x) (xEA—>xRx ) 。 

例如 ，“ 是 因子 ”关系 在 自然 数 集合 中 就 是 自 反 的 , 因 为 每 
个 自然 数 都 是 它 自 己 的 因子 。 另 外 ， 不 大 于 〈 < ) 关系 在 所 有 实 
数 的 集合 中 是 自 反 的 ， 因 为 对 于 每 个 x, 有 x<x 成 立 , 即 (x) (x 
< 和 实数 集 一 >x<x) 。 

再 如 , 设 A, = { 北京 ,天 津 } ,A: ={ 北 京 , 上 海 } ,R= ( ( 北 
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K, R), (Rẹ, RÆ), ( 上海， 广州 )}， 那 么 ，R 在 
-人 :中 是 自 反 的 ， 因 为 ， 任 何 城市 x 只 要 属于 A:， 它 就 会 有 (x, 
x) 属于 R。 但 是 R 在 A, 中 不 是 自 反 的 ， 因 为 序 偶 ( 上 海 ， 上 海 ) 
不 是 R 的 分 子 ， 尽 管 上 海 是 A, 的 分 子 。 

反 自 反 性 定义 ， 如 果 对 于 集合 A 中 每 个 x， 都 并 非 XRx， 则 
说 关系 R 在 集合 A 中 是 反 自 反 的 。 用 符号 表示 为 : 

R 在 A 中 反 自 反 <—> (x) (xE As 一 > 一 (xRx) ) 。 

例如 ，“ 是 父亲 ”关系 在 人 的 集合 中 是 反 自 反 的 ， 因 为 没有 
人 是 他 自己 的 父亲 。 在 实数 集中 ， 小 于 ( < ) 关系 是 反 自 反 的 ， 
因为 没有 一 个 数 小 于 它 自己 。 

非 自 反 性 定义 :对 于 集合 A 来 讲 , 存 在 着 x 并 非 具有 XRx 关 系 ， 
则 称 关系 R 在 集合 A 中 是 非 自 反 的 。 用 符号 表示 为 : 

R 在 A 中 非 自 反 <> ( 9x ) (xEAA 一 (xRx) )。 
或 者 说 ， 存 在 着 这 样 的 关系 ， 它 在 给 定 的 集合 A 中 既 不 是 自 反 的 
也 不 是 反 自 反 的 。 例 如 “是 平方 ”关系 在 自然 数 集合 中 就 是 这 
样 ， 因 为 有 一 个 自然 数 是 它 自己 的 平方 ， 而 其 他 自然 数 则 不 是 。 

2. 对 称 性 ， 反 对 称 性 ， 斜 对 称 性 ， 非 对 称 性 

对 称 性 定义 ， 如 果 对 于 集合 A 中 的 每 个 x 和 Yy, 若 xRyY 则 yRx， 
那么 称 关 系 R 在 集合 A 中 是 对 称 的 。 用 符号 表示 为 : 

R 在 A 中 对 称 

<> (x) (y) (xEANMyEAANxRy—>yRx ) 。 

例如 ，“ 是 相同 颜色 ”关系 在 物理 对 象 集 A 中 是 对 称 的 。 
“是 亲戚 ”关系 在 社会 对 象 集合 中 是 对 称 的 。 

反对 称 性 定义 ， 如 果 对 于 集合 A 中 的 每 个 x 和 y， 若 xRy 则 并 
非 YRx， 那 么 称 关 系 R 在 集合 A 中 是 反对 称 的 。 用 符号 表示 
为 : 

R 在 A 中 反对 称 

<— (x) (y) (xEAAy7EAAxRY 一 > 一 (yRX) )。 
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例如 ，“ 是 丈夫 ”关系 在 人 的 集合 中 就 是 反对 称 的 。 

斜 对 称 性 定义 ， 对 于 集合 A 中 的 每 个 x 和 y, 如 果 xRy 有 目 yRxX。、 
那么 x =y， 则 称 关 系 R 在 集合 A 中 是 斜 对 称 的 。 用 符号 表示 为 : 

R 在 A 中 斜 对 称 

<—> (x) (y) (XC€CAAyCAAxRyAyRx—x=y )。 

例如 关系 这 和 到 在 数 的 集合 中 都 是 斜 对 称 关系 。 

非 对 称 性 定义 :对 于 集合 A 来 讲 , 存在 着 x 和 y 具 有 xRy 关 系 而 
不 具有 yRx 关 系 ， 则 称 关 系 R 在 集合 A 中 是 非 对 称 的 。 用 符 号 表 
示 为 : 

了 R 在 A 中 非 对称 

<> (ax) (dy) (xC€CAAyCAAxRyA— (yRx) ) 。 
这 就 是 说 ， 有 的 关系 也 可 能 在 某 集合 中 既 不 是 对 称 的 ， 又 不 是 反 
对 称 的 ， 也 不 是 斜 对 称 的 ， 比 如 喜爱 关系 。 

3. 传递 性 ， 反 传递 性 

传递 性 定义 ， 对 于 集合 A 中 每 个 x,y 和 z， 如 果 xRy 且 yRz， 
则 xRz， 就 称 关 系 R 在 集合 A 中 是 传递 的 。 用 符号 R RA: 

R 在 A 中 传递 

<—> (X) (YXz)( X€ ANyE AAzC€C AAxRyAyRz — 
XRz ) 。 

例如 ， 关 系 << 在 数 的 集合 中 就 是 传递 的 ，“ 年 长 ”关系 在 人 . 
的 集合 中 是 传递 的 。 

反 传 递 性 定义 ， 对 于 集合 A 中 每 个 xz,y 和 z, 如 果 xRy 且 yRz， 
则 并 非 xRz， 就 称 关系 R 在 集合 A 中 是 反 传递 的 。 用 符号 表示 为 ; 

R 在 A 中 反 传递 

<> (x) (y) (z) (xEAANAyYEAANzEAANXRy AyRz 
——(XxRz) ) 。 

例如 ，“ 是 父亲 ”关系 在 人 的 集合 中 就 是 反 传递 的 ， 因 为 如 : 
果 x 是 y 父 亲 并 且 y 是 z 的 父亲 ， 那 么 x 就 不 可 能 是 z 的 父亲 。 
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4. 连通 性 ， 强 连通 性 ， 非 强 连通 性 
连通 性 定义 ， 对 于 集合 A 中 每 个 x 和 y， 如 果 Xx 关 7， 就 有 XRy 
或 yRx， 则 称 关系 R 在 集合 A 中 是 连通 的 。 用 符号 表示 为 : 
R 在 A 中 连通 
<— (x) (y) (<€CAAyCAAx#y—>xRyVyRx ) 。 
例如 ， 关 系 << 和 和 在 数 的 集合 中 是 连通 的 。 而 “是 因子 ” 关 
系 在 数 的 集合 中 、“ 是 母亲 ”关系 在 人 的 集合 中 就 都 不 是 连通 
的 。 
强 连通 性 定义 ， 如 果 对 于 R 合 A 中 每 个 x 和 y， 总 有 XRy 或 
yRx， 则 称 关 系 R 在 集合 A 中 是 强 连通 的 。 用 符号 表示 为 : 
R 在 A 中 强 连 道 
<—> (X) (y) (xEANyEA—>xRyVyRx ) 。 
例如 ， 关 系 三 在 数 的 集合 中 是 强 连通 的 ， 又 是 连通 的 。 但 关 
系 << 在 数 的 集合 中 却 不 是 强 连通 的 。 因 为 ， 任 何 两 个 数 x 和 y， 
或 者 x=y, 或 者 5<y， 或 者 7<x, 也 就 是 说 xRyVyRx 成 立 ， 所 
以 志 强 连通 。 但 不 见得 任何 两 个 数 必定 Xx<y 或 y<x, 也 可 能 x= y, 
所 以 < 不 强 连 通 。 
非 强 连通 定义 : 
对 于 集合 A 来 讲 ， 存 在 着 x 和 y 既 不 具有 XRY 关系， 也 不 具 
有 yRx 关 系 ， 则 称 关 系 R 在 集合 A 中 是 非 强 连通 的 。 用 符 号 表示 
为 ， 
R 在 A 中 非 强 连通 
<> (dx) (Ay) (x€AAy€A AN XRY) AN yR 
X) )。 
比如 ，“ 是 亲戚 ”关系 在 人 的 集合 中 就 是 非 强 通 的 ， 因 为 
总 有 两 个 人 x 和 y， 不 仅 x 对 y 没 有 亲戚 关系 ，y 对 x 也 没 有 亲戚 关 
Ro 
《三 ) 同一 关系 〈 等 值 关系 ) 同一 关系 是 一 种 最 重要 关系 ， 
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这 种 关系 在 数学 中 也 称 作 等 值 关系 ( 或 等 价 关 系 、 相 等 关系 ) 。 
关系 R 是 在 集合 A 中 等 值 关 系 ， 当 且 仅 当 它 在 A 中 是 自 反 的 、 对 
称 的 和 传递 的 。 例 如 ， 同 岁 关系 在 人 的 集 合 中 是 等 值 关 系 ， 同 
颜色 关系 在 物理 对 象 集合 中 是 等 值 关系 。 当 然 ， 同 一 关系 和 等 值 
关系 还 有 细微 的 差别 ， 在 此 不 作 讨论 。 在 数学 中 常常 使 用 等 号 
“一 ”表示 等 值 关系 。 等 号 “一 ”的 性 质 可 用 下 述 公式 来 描述 ， 
(x) (y) (z) ( (x=y)A (y=z)— 
(x=z) ), 
(x) (y) ( (x=y)—> (y=x)), 
(x) (x=y) 
所 有 这 些 都 是 莱 布 尼 茨 原则 的 推论 ， 这 个 原 则 是 : x=y 当 
且 仅 当 x 的 每 个 属性 都 是 y 的 属性 ， 反 之 亦 然 。 
如 果 R 是 在 A 中 等 值 关 系 并 且 yE A, 那么 这 样 的 集合 称 作 y 在 
A 中 的 RR 等 值 类 (y) R 这 个 集合 使 得 x 属 于 它 ， 当 且 仅 当 xE A 
并 且 xRy。 于 是 A 的 每 个 元 素 都 严格 地 属于 一 个 在 A 中 的 R 关 系 
类 。 因 此 ,在 A 中 所 有 R 关 系 的 集合 是 A 的 划分 (分 类 ) 。 例 如 ， 
如 果 R 是 有 相同 颜色 关系 并 且 人 A 是 物理 对 象 的 集合 ， 那 么 在 人 A 中 民 
等 值 类 是 ， 红 的 对 象 的 类 ， 蓝 的 对 象 的 类 ， 绿 的 对 象 的 类 等 等 。 
所 有 这 些 类 的 集合 都 是 物理 对 象 集合 在 颜色 方面 的 划分 。 
(四 ) 次 序 关系 
上 面 我 们 讨论 了 二 元 关系 的 自 反 、 对 称 、 传 递 、 连 通 等 性 
质 ， 而 且 等 值 关系 具有 自 反 、 对 称 、 传 递 三 个 性 质 。 另 外 还 有 几 
种 次 序 关系 也 兼 有 上 列 几 个 性 质 ， 我 们 具体 讨论 如 下 。 
1。 拟 序 ， 在 集合 和 A 中 的 关系 R 称 为 A 中 的 拟 序 ， 当 且 仅 当 R 
在 A 中 是 自 反 的 和 传递 的 。 比 如 集合 之 间 的 包含 关系 三 就 是 某 个 
集 含 的 所 有 子 集 所 组 成 的 集合 中 的 一 个 拟 序 ， 因 为 三 在 这 样 集合 
中 既是 自 反 的 又 是 传递 的 。 关 系 三 是 所 有 实数 集合 的 一 个 拟 序 。 
2. 偏 序 KAR 是 集合 A 中 的 偏 序 ， 当 且 仅 当 R 在 A 中 是 自 
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反 的 、 传 递 的 和 斜 对 称 的 。 也 就 是 说 ， 关 系 R 称 为 A 中 的 一 个 偏 
序 ， 若 它 是 集合 A 中 的 一 个 斜 对 称 的 拟 序 。 例 如 ， 因 子 关系 在 B 
然 数 集合 中 是 偏 序 。 三 和 大 也 都 是 偏 序 。 

一 个 有 限 集合 A 的 一 个 偏 序 R， 还 可 以 用 哈 塞 图 ( 由 数学 家 
H. 哈 塞 构造 ) 来 表示 。 图 3 一 2 中 小 圆 图 “O 〇 ”表示 集合 A 中 的 
元 素 ， 如 果 能 从 某 个 圈 通 过 一 条 连续 上 升 的 线 直接 达 到 另 一 个 
轿 ， 那 么 就 说 两 个 圈 之 间 有 RR 关系。 图 中 用 a、b、c 代 表 三 个 图， 
说 明 具有 aRb 和 cRb。A= {a b, c}, R= (a,a), (b,b), 
(c c), (a,b),(c, b) }， 因 而 R 是 A 中 的 偏 序 。 但 atje 
没有 线 直 接 相 联 ， 所 以 没有 R 关 系 , 即 在 A 中 a 与 没有 关系 。 

b d 


a s a 


图 3—2 图 3 一 3 


3. 全 序 ， 关 系 R 是 集合 A 中 的 全 序 ， 当 且 仅 当 R 在 A 中 是 自 
友 的 ,传递 的 、 斜 对 称 的 和 连通 的 。 也 就 是 说 ，A 的 全 FF 是 A 的 连 
通 的 偏 序 ， 比 如 关系 夺 是 所 有 数 的 集合 的 一 个 全 序 。 图 3 一 3 表示 
一 个 全 序 。 可 以 看 出 ， 一 个 全 序 的 哈 塞 图 只 是 一 条 上 升 的 线 ， 因 
此 也 有 称 金 序 为 线性 序 。 具 体 说 ,关系 三 在 数 的 集合 中 就 是 全 序 。 

4. 严格 偏 序 ”关系 R 是 集合 A 中 的 严格 偏 序 ， 当 且 仅 当 R 在 
人 中 是 反对 称 的 和 传递 的 。 例 如 “是 长 者 ”关系 在 人 的 集合 中 是 严 
格 偏 序 。 又 如 ,三 和 和 是 偏 序 ， 而 一 和 << 却 是 严格 偏 序 。 严 格 偏 序 
的 哈 塞 图 与 偏 序 相同 ， 只 不 过 偏 序 是 自 反 的 而 严格 偏 序 是 反 自 反 
的 ， 每 一 篇 序 又 都 对 应 唯一 一 个 严格 偏 序 。 
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5. 严格 全 序 ”关系 R 是 集合 A 中 的 严格 全 序 ， 当 且 RARE 
A 中 是 反对 称 、 传 递 和 连通 的 ,也 就 是 说 ，A 的 严格 全 序 是 A 的 连 
通 的 严格 偏 序 。 例 如 ， 关 系 < 是 数 的 集合 的 严格 全 序 。 

EEF “关系 R 是 集合 A 的 弱 序 ， 当 且 仅 当 R 在 A 中 是 传递 的 
和 强 连通 的 。 例 如 ,，“ 至 少 一 般 高 ”这 个 关系 在 人 的 集合 中 就 是 弱 
W 

我 们 将 以 上 讲 的 各 种 关系 总 结 如 下 〈 人 表示 具有 此 性 质 ) : 


关系 性 质 。 | 等 价 | 拟 序 | 偏 序 | 全 序 严格 偏 序 | 严格 全 序 | SF 
自 反 A A £ A 

对 称 la 

e š a ajaja a |ala 
反对 称 a A 

PET ala 上 => 
连通 A A 

强 连 通 A 


我 们 还 可 以 更 直观 地 用 图 3 一 4 总 结 如 下 ， 


PREN an ar, 


Fih 


传递 的 
图 3 一 4 
图 3 一 4 中 的 箭 号 一 > 可 以 看 成 类 似 董 涵 号 。 比 如 ,车 是 严 格 全 
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序 ， 则 必定 是 严格 偏 序 ， 但 是 反 过 来 却 不 成 立 ， 若 是 严格 偏 
序 ， 则 必定 是 传递 的 ， 当 然 ， 若 是 严格 全 序 ， 则 也 必定 是 传递 
的 ， 即 图 中 表示 的 关系 本 身 也 带 有 传递 性 。 若 全 序 ， 则 偏 序 ， 若 
偏 序 ， 则 拟 序 ， 车 拟 序 ， 则 传递 ， 等 等 。 很 明显 ， 各 种 关系 都 带 
有 传递 性 。 

(五 ) 关系 运算 的 展开 “关系 是 一 种 特殊 的 集合 ， 因 此 跟 集 
合 运算 一 样 ， 关 系 也 可 以 运算 。 我 们 设 A 是 任何 一 个 体 域 ， 则 所 
谓 人 遍历 A 中 的 全 关系 是 指 笛 卡 儿 积 入 x A 本 身 。 

1. 关系 并 若 R、Q 都 是 关系 ， 那 么 RU Q 是 由 R 和 Q 的 并 构 
成 的 关系 ， 即 x RUQ ) y 当 且 仅 当 xXRy 或 xXQy。 用 符号 表示 
为 ; 

x( RUQ ) ycəxRyVxQy, 
R  RUQ={ (x, y) | xRyVxQy ) , 
例如 ， 设 xRy 指 x 是 y 的 老师 ，xQy 指 x 是 y 的 家 长 ， 那 么 x (R 
UQ)y< 一 >x 是 y 的 老师 或 家 长 。 

2. 关系 交 : 若 R、Q 都 是 关系 ， 那 么 x(RnQ)y 当 且 仅 当 

xRy 且 xQy。 用 符号 表示 为 ; 

X(RnQ ) y< 一 >xRY 人 xQy。 
或 RNQ= { (x, y)|xRyAxQy ) , 
例如 ， 我 们 按 上 例 说 ，x (RnQ ) y< ->x 是 y 的 老师 和 家 长 。 但 
是 如 果 我 们 设 xRy 指 x 是 y 的 祖父 ，xQy 指 x 是 y 的 H 妹 ， 那 Zx 
(RnaQ ) y 就 成 了 x 是 y 的 祖父 和 妹妹 ， 这 是 不 成 立 的 。 这 时 ，x 
《RNQ ) y 是 一 种 空 关系 ( 即 空 集 5 ) 。 

3. 关 系 差 : 若 R、Q 都 是 关系 ， 那 么 x(R~Q)y 当 且 仅 当 
xRyBE-—1( XQY ) 。 用 符号 表示 为 : 

xX(R~Q)y<>xRyA( xQy ) 。 


或 R~Q={ (x, y) | xRyA (xQy ) } 。 
例如 ， 设 xRy 指 x 是 y 的 同学 ，xQy 指 x 是 y 的 朋友 ， 那 Zx R~ 
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Q) y< 一 >x 是 y 的 同学 但 不 是 朋友 。 
4 .关系 道 ， 一 个 关系 的 逆 关系 ( 用 符号 表示 为 R ) 是 指 : 对 
于 所 有 的 x 和 y，xRy 当 且 仅 当 yRx。 用 符号 表示 为 ; 
xR y<_>yRx。 


或 R< ( (x, y) 1yRx)。 
例如 ， 设 xRy 指 x 是 y 的 父亲 ， 那 么 xRy< 一 >y 是 Xx 的 父亲 。 


再 如 ， 设 R= ( (2，4)，(6，8)，(10，12) }, WAR = 
{ (4, 2), (8, 6), (12, 10) } 。 就 是 说 ， 把 构成 原 关 系 
的 所 有 序 偶 的 次 序 倒 过 来 就 构成 了 相应 的 逆 关系 。 

5. 相 对 积 :， 如 果 R 和 Q 都 是 二 项 关系 ，R 和 Q 的 相对 积 (用 符 
号 表示 为 R/Q ) 是 这 样 一 种 关系 : 它 在 x 和 y 之 间 成 立 ， 当 且 仅 
当 存 在 一 个 z， 使 得 R 在 x 和 z 之 间 成 立 且 Q 在 z 和 y 之 间 成 立 。 用 
符号 表示 为 : 

X ( R/Q ) y<—> (q, ) ( xRzAzQy ) o 

或 R/Q= ( (x, y) | 存在 一 个 z, 使 得 xRz 且 zQy } o 
例如 ， 设 xRz 表 示 Xx 是 z 的 父亲 ，XQy 表 示 z 是 7 的 母 亲 ， 那 Zx 
( R/Q ) y 表 示 X 是 y 的 外 祖父 。 再 如 ，XRy 表 示 X 是 y 的 父母 ， 
XQy 表 示 X 是 y 的 姐妹 ， 那 么 x (Q/R) YRR: 存在 一 个 z，X 为 z 
的 姐妹 且 z 是 y 的 父母 ， 因 此 x 是 y 的 关 姨 。Q/R 在 此 表示 姨 侄 关 : 
系 。 一 般 地 说 ，Q/R 不 同 于 R/Q。 


“第 二 节 谓词 逻辑 的 演算 系统 


按照 一 定 规则 ( 包括 形成 规则 和 推理 规则 ， 而 这 些 规则 时 党 
不 是 任意 制定 ， 它 们 是 对 日 常 推理 规律 的 高 讼 捕 象 ， 而 日 常 推理 
规律 叉 是 对 客 驶 世界 规律 的 蘑 种 反映 ) ，- 将 所 有 有 效 的 谓词 从 式 
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联结 成 一 个 逻辑 序列 ， 并 逐一 加 以 严格 证 明 ， 这 就 构成 了 谓词 逻 
辑 的 演算 系统 。 当 然 ， 这 个 系统 是 在 前 述 命题 演算 系统 的 基础 上 
展开 的 ， 所 以 也 可 以 把 两 个 系统 联结 起 来 统称 为 谓词 演算 系统 。 


一 、 系 统 特点 

谓词 演算 就 是 要 对 简单 命题 “打开 ”加 以 分 析 ， 找 到 其 E 
词 、 谓 词 和 量词 ( 全 称 、 特 称 ) ， 分 析 它 们 的 形式 结构 ， 研 究 这 
些 结构 的 特征 以 及 彼此 之 间 的 关系 ， 从 而 推导 出 它们 的 正确 形式 
和 规律 。 在 谓词 演算 中 不 仅 有 命题 变 项 ， 而 且 还 有 个 体 变 项 和 谓 
词 变 项 。 那 么 ， 命 题 演 算是 怎样 过 滤 到 谓词 演算 的 呢 ? 它们 之 间 
的 关系 怎样 呢 ? 看 下 面 的 例子 ， 

(1 ) 3 是 奇数 ， 

(2)3<4; 

(3)3+4=7。 
这 三 个 命 题 分 别 表明 一 个 对 象 ( 如 (1) )、 两 个 对 象 ( 如 
(2 ) ) 和 三 个 对 象 ( 如 (3 ) ) 都 具有 某 一 属性 ， 或 具有 某 一 关 
系 。 我 们 称 这 些 对 象 为 个 体 。 如 果 把 这 三 个 命题 中 的 个 体 全 部 或 
部 分 地 换 成 变 项 ( 其 变 域 是 自然 数 ) ， 那 么 就 成 为 ; 

(1 )'x 是 奇数 ， 

(2 )"x<4， 或 3<yY， 或 X<y 

(3 )'xX+4=7, 或 XY+y=7， 或 X+y=z。 
这 些 就 都 不 是 命题 了 ， 因 为 它们 都 含有 变 项 。 它们 没有 真 假 值 。 
它们 都 是 命题 函 项 〈 或 命题 形式 ) ， 即 当 以 个 体 ( 自然 数 ) 代入 
其 中 的 变 项 时 ， 就 能 得 到 命题 ， 就 有 了 真 假 值 。 真 假 值 就 是 命题 
函 项 的 两 个 可 能 的 值 。 如 果 对 命题 函 项 中 的 变 项 加 上 量 词 ， 如 
“所 有 xX”、“ 有 的 x”、“ 所 有 y”、“ 有 的 y” 等 ,于 是 上 述 
命题 就 可 写作 : 

(1) 72@ 所 有 Xx，x 是 奇数 
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@ 有 的 x，x 是 奇数 ; 
(2)” OMAX, MAY, X<Y; 
AHX, AY, X<Y; 
这 些 又 都 成 了 命题 ， 都 有 了 真 假 值 。 就 是 说 ， 真 假 值 对 于 命题 来 
讲 是 确定 的 ， 即 某 一 命题 必定 是 或 真 或 假 。 但 是 真 假 值 对 于 命题 
函 项 来 讲 却 不 是 确定 的 ， 而 是 两 种 可 能 的 。 谓 词 演算 正 是 研究 命 
题 和 命题 函 项 经 过 使 用 联结 词 和 量词 构成 更 复杂 的 命题 ， 以 及 这 
样 构成 的 复杂 命题 之 间 的 推理 关系 。 谓 词 演算 是 以 命题 演算 为 基 
础 的 ， 它 包括 命题 演算 。 
对 于 谓词 和 量词 我 们 讲 得 比较 多 了 ， 这 里 再 讲 一 下 变 项 和 自 
由 与 约束 的 问题 。 
(一 ) 323 变 项 在 人 类 思维 中 起 着 极为 重要 的 作用 ， 这 一 
点 在 逻辑 学 和 数学 中 更 为 明显 。 其 主要 作用 可 以 指出 三 点 : 
1. 表 示 形 式 或 结构 。 例 如 ，“ 如 果 p 那 么 a” 就 是 表 示 一 种 
命题 形式 。 

. 2. 表 示 相 同 或 相 异 。 在 比较 下 列 两 个 形式 ，“ 如 果 p 那 么 q” 
和 “如 果 q 那 么 p”， 可 以 看 出 前 者 中 居 前 的 变 项 与 后 者 中 居 后 的 
变 项 相同 ， 前 者 中 居 后 的 变 项 与 后 者 中 居 前 的 变 项 相同 。 而 前 者 
中 两 个 变 项 相 异 ， 后 者 中 两 个 变 项 也 相 异 。 在 一 个 命题 形式 中 ，. 
以 变 项 的 值 来 代入 变 项 时 , -相同 的 变 项 必须 代 之 以 相同 的 值 ， 不 
同 的 变 项 一 般 地 代 之 以 不 同 的 值 。 但 不 同 的 变 项 也 可 以 代 之 以 相 
同 的 值 ， 这 是 因为 变 项 虽然 不 同 ， 但 它们 的 变 域 可 以 是 相同 的 。 
这 里 的 变 项 “p” 和 “q” 是 不 同 的 变 项 ， 但 其 变 域 相 同 ， 所 以 它 
们 可 取 相 同 的 值 。 

3. 反 映 普遍 性 、 规 律 性 。 例 如 ,在 数学 里 有: x+y=y+x, 

这 里 的 “x” 和 “7y?” 都 是 变 项 ， 一 般 地 代表 任意 的 实数 。 上 述 公 

趟 反映 了 实数 的 加 法 的 交换 律 。 在 逻辑 学 里 ， 运 用 变 项 也 可 以 反 
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映 普遍 性 、 规 律 性 。 例 如 ， 公式 (x) (F(X) 一 >G(X) ) 反 
映 了 所 有 全 称 命题 的 主 词 和 谓词 之 间 具 有 蕴涵 关系 ; 而 公式 
(qx) (F (x) AG(x) ) 反 映 了 所 有 存在 命题 的 主 词 和 谓词 
之 间 具 有 合 取 关 系 。 

(二 ) 自由 变 项 和 约束 变 项 不 受 量词 限制 的 个 体 变 项 称 作 
自由 变 项 。 例 如 ， 

例 1.x 是 侦 数 。 
这 是 一 个 命题 函 项 ， 而 不 是 一 个 命题 ， 其 中 有 变 项 x， 由 于 x 值 
未 定 ， 所 以 例 一 既 不 真 也 不 假 ， 只 是 具有 真 假 两 种 可 能 性 。 如 果 
x 取 值 2， 我 们 说 “2 是 偶数 ”， 这 是 一 个 真 命题 ， 如 果 x 取 值 3， 
我 们 说 “3 是 偶数 ”， 这 是 一 个 假 命题 。 

例 2.x<y。 
这 也 是 一 个 命题 函 项 ， 而 不 是 一 个 命题 ， 其 中 有 变 项 x 和 y， 由 于 
它们 的 值 都 不 固定 ， 所 以 不 能 断定 其 真 假 。 在 例 一 和 例 二 中 ,x 和 
y 都 是 变 项 ， 它 们 的 论 域 ( 变化 范围 ) 虽然 已 经 确定 ， 但 是 它们 
的 具体 值 未 定 ， 当 我 们 以 特定 的 值 代入 以 后 ， 就 可 以 得 到 一 个 命 
题 ， 因 此 这 样 的 变 项 是 自由 变 项 。 

受到 量词 限制 的 个 体 变 项 称 作 约 束 变 项 。 例 如 ， 

例 3.( x) (x 是 发 展 变化 的 ) 
这 是 一 个 命题 ， 而 不 是 命题 函 项 ， 因 为 对 其 中 的 个 体 变 项 不 需要 
再 作 代 入 ， 它 的 含义 就 已 经 非常 清楚 了 ， 它 断定 “所 有 事物 都 是 
发 展 变化 的 ”。 这 是 一 个 真 命题 。 反 过 来 ，( xX )〈 x 是 无 机 物 ) 
则 断定 了 “所 有 事物 都 是 无 机 物 ”， 其 含义 也 是 非常 清楚 的 ， 它 
是 一 个 假 命题 。 

例 4.( 9x )〈 x 在 北京 工作 人 x 是 干部 八 x 是 业余 作家 ) 
它 断 定 了 “有 在 北京 工作 的 于 部 是 业余 作家 ”。 这 是 一 个 真 
命题 。 反 过 来 ， (3x ) 〈x 在 北京 工作 人 Ax 是 干部 人 x 是 字 航 员 ) 
则 断定 了 “有 在 北京 工作 的 干部 是 宇航 员 ”， 其 含义 是 非常 清楚 
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的 ， 但 却 是 一 个 假 命题 ， 因 为 直到 目前 中 国 还 没有 字 航 员 。 

例 3 和 例 4 都 是 真 假 值 非常 确定 ( 或 者 说 含义 非常 确定 ) 的 命 
题 ， 它 们 包含 的 个 体 变 项 都 是 约束 变 项 ， 而 例 一 和 例 二 都 是 真 假 
值 不 确定 ( 或 者 说 复 假 值 只 是 两 种 可 能 ， 或 者 说 含义 不 确定 ) 的 
命题 函 项 ， 它 们 包含 的 个 体 变 项 都 是 自由 变 项 。 约 束 变 项 之 所 以 
不 需要 代入 ， 是 因为 变 项 的 论 域 确定 以 后 它 的 意义 就 随 之 确 定 
了 。 约束 变 项 是 被 量词 所 限制 或 约束 了 的 变 项 。 量 词 内 的 变 项 也 
被 此 量词 所 限制 ， 也 称 作 约束 变 项 。 


二 、 公 理 推理 系统 

与 前 述 命题 演算 的 公理 推理 系统 相 比 ， 谓 词 演 算 的 公理 推理 
系统 要 复杂 一 些 。 谓 词 演算 的 公理 推理 系统 就 是 把 谓词 逻辑 形式 
化 和 公理 化 ， 构 成 一 个 完整 的 形式 化 公理 系统 ， 即 谓词 演 算 系 
统 。 我 们 知道 ， 谓 词 逻 辑 包括 广义 和 狭义 之 分 ， 相 应 的 ， 谓 词 演 
算 也 包括 广义 和 狭义 之 分 。 狭 义 谓词 演算 中 县 词 符号 只 用 于 个 体 
变 项 ， 而 广义 谓词 演算 中 量词 符号 则 全 面 用 于 个 体 变 项 、 命 题 变 
项 和 谓词 变 项 。 在 谓词 演算 中 最 基础 的 部 分 是 狭 谓 词 演 算 。 

(一 ) 普通 系统 ”谓词 演算 的 公理 推理 系统 有 很 多 ， 我 们 先 
介绍 一 种 常见 的 普通 系统 。 

系统 的 出 发 点 : 

1。 初 始 符号 

(1) 变 项 符号 

OMET: p, q, r, s, pio 

@ 个 体 变 项 : x, y, z, u, V, W, X, 

QREN: F, G, H, P, Q, R, S, Fj, =o 

《 2 ) 常 项 符号 

OR: =, Vo 

DRH Ce), (了 …) 。 
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《 3 ) 辅助 符号 ， 括 号 和 逗 点 (， ) 。 

(4 ) 语法 符号 

Qhk，( 代表 命题 变 项 ) 。 

@0, ( 代表 个 体 变 项 ) 。 

@&， ( 代表 谓词 变 项 ) Q 

@X, Y, Z ( 代表 符号 序列 ) o 

©A, B, C, D, E ( 代表 合式 公式 ) 。 

2 .形成 规则 

(1) 一 命题 变 项 hn 是 一 合式 公式 。 如 p，q 等 。 

( 2 ) 一 谓词 变 项 9 后 继 有 写 在 一 对 括号 内 并 用 逗 号 分 开 的 
个 体 变 项 ， 组 成 的 是 一 合式 公式 。 如 P( 工 ) R(x, y, z 
等 。 

( 3 ) 如 和 是 合式 公式 ， 则 一 X 是 合式 公式 。 如 一 P ,一 PCx 

《4 ) 如 X 和 Y 是 合式 公式 ， 并 且 无 一 个 体 变 项 8 在 二 者 之 一 
中 是 约束 的 但 在 另 一 个 中 是 自由 的 ， 则 ( XVY ) 是 合式 公 式 。 
如 (x)P(x)VR(y7，z) 等 。 

(5) 如 X 为 一 合式 公式 并 且 0 在 其 中 是 自由 的 ， 则 ( 6 ) X 和 和 
CII X 为 合式 公式 。 如 (XX) R(Xx，y ) 等 。 

(6) 只 有 适合 以 上 各 条 的 是 合式 公式 。 

这 6 条 形成 规则 中 除 (4 ) ，〈 5 ) 两 条 外 ， 跟 命题 演算 中 的 
形成 规则 相近 ， 只 是 (4 ) ，( 5 ) 两 条 涉及 量词 的 约束 变 项 BJ 
题 ， 在 此 多 作 些 说 明 。 

(4 ) 条 中 排除 了 这 样 的 情况 : (x)P(x)VRCx y). 
个 体 变 项 x 在 前 半 部 分 里 是 约束 变 项 ， 而 在 后 半 部 分 里 却 是 自 由 
变 项 ， 这 种 情况 不 能 组 成 合式 公式 ， 就 是 说 ， 是 不 允许 的 。(5 ) 
条 中 排除 了 空 约束 ， 例 如 (xX ) F( y ) 是 不 能 允许 的 。 也 排除 了 
重复 约束 ， 例 如 (x) (x )F (x) 也 是 不 能 允许 的 。 综 合 上 述 
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情况 ， 当 然 (x) ( (x)F(x)VG(x) ) 的 形式 明显 不 EA 
式 公 式 ， 因 为 它 既 违反 (4 ) 又 违反 (5) 。 

3. 定 义 ( 我 们 用 D 表 示 定 义 ) 

(1)D,; (A 一 >B) =p: ( AVB); (AMEX) 

(2)D,; (AAB) =p ( AVB). (AWEL) 

(3)Ds: (A——B) =p (A—B) A ( B—A), 

=p ( AVB) A (BVA). < 等 

值 定 义 ) 

4. 公 理 ( 我 们 用 A 表示 公理 ) 

(1)A,;: (pVPp) 一 >p。( 重 言 律 ， 或 去 析 公理 ) 

(2)A:: p— (pVq)。( 析 取 引 入 律 ， 或 加 析 公 理 ) 

(3)As: (PVq) 一 >(qVp )。( 析 取 交 换 律 ， RAHA 
理 ) 

(4)A,; (q—r)— ( (pVq) 一 > (PVr ) )。 
( 附加 律 ， 或 蕴 析 公理 ) 

(5)As: (xX)F(X) 一 >F(y)。( 全称 列举 律 ， RA 
举 公理 ) 

(6)Ao: F(y) 一 > (9x)F(x)。 (AŽ FER, 或 
存在 公理 ) 

前 4 条 公理 跟 命题 演算 的 公理 推理 系统 一 样 ， 只 是 后 两 条 公 
理 是 新 增加 的 。 公 理 (5 ) 是 关于 全 称 量词 的 ， 它 说 : 如 果 — UJ 
个 体 都 是 E， 那 么 某 一 特定 个 体 也 是 F。 例 如 :如果 一 切 事 物 都 
是 包含 着 矛盾 的 ， 那 么 社会 主义 社会 就 是 包含 着 矛盾 的 。 这 是 
“从 一 般 到 个 别 ” 的 推理 。 

公理 (6 ) 是 关于 存在 量词 的 ， 它 是 说 : 如 果 某 一 特定 的 个 
体 y 是 F， 那 么 就 存在 一 个 个 体 x 是 F。 例 如 : 如 果 “ 易 经 ?是 二 
进 制 计数 ， 那 么 中 国 在 远古 时 代 就 存在 了 二 进 制 计数 。 这 是 “从 
个 别 到 存在 ”的 推理 。 
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5, 推 理 规则 (或 变形 规则 ， 我 们 用 RK 表 示 ) 
(1 ) Ri: (RAHM) 谓词 演算 共有 三 种 变 项 ， 因 此 也 有 
三 条 代入 规则 。 这 里 首先 要 强调 两 点 :第 一 ， 对 一 合式 公式 作 代 
入 后 必须 还 是 一 合式 公式 ， 如 果 不 加 限制 就 会 违反 这 一 要 求 。 第 
二 ， 从 一 普遍 有 效 式 出 发 作 代 和 人 后 必须 还 是 一 普遍 有 效 式 。 因 为 
谓词 公式 比 命题 公式 要 更 复杂 ， 如 果 不 加 限制 ， 很 可 能 通过 代入 
所 得 公式 不 是 普遍 有 效 式 。 这 也 就 是 确立 代入 规则 或 其 他 推理 规 
则 的 主要 原因 。 
OR: —ı ( 命题 变 项 代入 规则 ) ”在 公式 A 中 出 现 的 命题 变 
项 4 可 由 另 一 公式 B 代 入 ， 代 入 必须 在 4 出 现 的 一 切 位 置 上 进行 。 
这 情况 可 以 写作 : 
如 果 A (4 )， 那 么 A (4h/B)。 
其 中 的 A Ç n ) 表示 公式 A 中 有 命题 变 项 hy A( h/B ) 表示 对 A 中 
的 所 有 h 都 代 之 以 B。 对 B 的 要 求 是 : 第 一 ， 如 果 个 体 9 在 A 中 是 自 
由 变 项 ， 那 么 B 中 不 得 含有 约束 变 项 9， 就 是 说 ， 个 体 9 在 A，B 中 
要 是 自由 的 必须 统一 自由 :第 二 ， 如 果 个 体 6 在 A 中 是 约束 变 
项 ， 那 么 B 中 不 得 含有 自由 变 项 9， 就 是 说 ， 个 体 9 在 A，B 中 要 是 
约束 的 必须 统一 约束 ; 第 三 ， 如 果 个 体 9 在 A 中 是 约束 变 项 并 且 
又 在 (0) 或 ( 9) 的 辖 域 中 ， 那 么 B 中 不 得 有 约束 变 项 6。 上 述 
三 条 都 是 为 了 保障 代入 进行 后 仍 为 合式 公式 或 普遍 有 效 式 ， 违 反 
这 些 要 求 就 会 出 问题 。 
违反 第 一 条 ， 其 结果 不 合式 。 如 : 
A(u): p—pVEF(x), 
B, (x)G(x), 
A(u/B);: (X)G(x)—> (xX)G(x)VF(x), 
违反 第 二 条 ， 其 结果 不 合式 。 如 : 
A(n): (x) (F(X)VP)—> (xX)F(X) Vp, i 
` B, G(x), 
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A(u/B): (x) (F(x) VG(x)) — (x ) F(x> 
VG(x), 
违反 第 三 条 ， 其 结果 不 合式 。 如 ， 
AC(R):(X) (F(xX)VpP)—> (x)F(x) Vp 
B; (x)G(x), 
A(n/B): (x) (F(X)V (x)G(x) )— 
(x)F(x)V(x)G(x)o 
违反 第 二 条 ， 其 结果 失掉 普遍 有 效 性 。 如 ， 
A(u): p 一 >(Sz) ( (F(x)V-F(x) ) Ap), 
B; G(x), 
A(u/B): G(x)— (dz) ((F(xX)V F(x) >) 
AG(x)), G(x)— (HW. )G(x), 
@R, 一 ,( 自由 个 体 变 项 代入 规则 ) ”在 公式 A 中 出 现 的 自 
册 个 体 变 项 9， 可 由 另 一 个 体 变 项 6” 代 入。 其 要 求 是 ， 代 入 必须 
在 6 出 现 的 一 切 位置 上 进行 ， 并 且 6” 在 A 中 不 作为 约束 变 项 出 
现 ， 也 就 是 说 ，6” 在 A 中 必须 全 部 是 自由 的 。 这 情况 可 以 写 
作 ， 
如 果 A (8)， 那 么 A(8/6” ) 。 
违反 这 一 条 ， 其 结果 不 合式 。 如 ， 
ACO): (x)F(x)—F(y), 
e: x, 
A(0/9 ): (x)F(x)—F(x)., 
违反 这 一 条 ， 其 结果 会 失掉 普遍 有 效 性 。 如 ， 
A(9): (x) (g,) R(X, y)—> (qd,) R(z, Y), 
y, a : 
A(0/0 ): (x)(389,)R(x, y)—P.. 
(Hr )R(y, y)o ` 
@@R, 一 ,( 谓词 变 项 代入 规则 ) ”一 公式 A 中 的 n 元 谓词 变 项 
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QC Oa, Oa, ee, On) 可 处 处 代 之 以 一 复合 谓词 B(6，…> 
Oas O, ees Onin) (m>0) 。 这 情况 可 写作 ， 
ARACO, 0,, =, Oa) )， 
那么 A (Q (0 +, 0,)/B(0,., +, Ons Oasis "es 
0...) )。 
谓词 代入 要 遵守 下 列 要 求 ， 第 一 ， 代 入 的 结果 必须 是 合式 的 ; 第 
二 ， 信 中 的 自由 个 体 变 项 在 代入 后 不 得 为 B 中 的 量词 所 约束 ， 第 
三 ， 如 果 m>0，B (0 …，0. 90a) 中 的 变 项 bi， 
…，8::nm 等 在 代入 后 不 得 为 A 中 原 有 的 量词 所 约束 。 违 反 这 些 要 
求 就 会 出 现 问题 。 
”违反 第 一 条 ， 代 入 结果 不 合式 的 ， 

A(QC(…)): F(x)—>F(x)V (y)GGy), 

B(.»): R(0, y) 

A(Q/B):; R(x, y)— R (x, y) V ( y)G (I)o 
“y?” 在 公式 中 既 约 束 又 自由 。 违 反 了 第 一 条 要 求 。 

违反 第 二 条 ， 代 入 结果 失掉 普遍 有 效 性 的 : 

ACQ) ); (x)F(x)—F(y), 

B(…): (ar)RC9 y) 

A(Q/B); (x) (37) R(x, y) —>(9y)R(y,y), 
结果 不 普遍 有 效 。 由 于 原 公式 中 的 自由 变 项 yY， 在 代入 后 为 代入 
谓词 (9, ) R( 6，y ) 中 的 量词 所 约束 ， 违 反 了 第 二 条 要 求 。 

违反 第 三 条 ， 代 入 结果 失掉 普遍 有 效 性 的 ， 

A(e(…)):(x)FCx) 一 > (x) (FEC7)AG 
(x)V—-G(x) ), 

BC…):RXx 0), 

A(Q/B): (x)R(x, X) — (x)R(x, y), 
结果 不 普遍 有 效 。 由 于 R (x, 0) 中 6 以 外 的 变 项 x 在 代入 后 为 原 
公式 的 量词 所 约束 ， 违 反 了 第 三 条 要 求 。 
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(2 ) R,( 分离 规则 ) 
从 A 和 A 一 >B， 可 得 B。 
( 3 )Rs( 前 存 后 概 规则 ， 也 称 量词 推演 规则 ) 
@R, 一 !〈 前 件 存在 规则 ) 如 果 6 在 B 中 不 出 R, MACO) 
一 >B 可 得 (90 ) A (0) 一 >B。 
@R, 一 ; (后 件 概括 规则 ) 如 果 0 在 A 中 不 Hi W, 从 A 一 >B 
(9 ) 可 得 A 一 > (0)B(0)。 
《4 ) Ri ( 置换 规则 ) 
@R,—, ( 约束 个 体 变 项 易 字 规则 )” 公 式 A 中 的 一 约束 个 体 
变 项 6， 可 由 另 一 个 体 变 项 6” 置 换 。 这 情况 可 写作 ; 
如 果 A(6)， 那 么 A(6/6” ) 。 
在 这 里 ， 置 换 必 须 在 一 特定 量词 及 其 辖 域内 到 处 实现 。 如 0 在 多 
个 量词 肉 出现， 置换 可 以 只 在 一 量词 及 其 辖 域内 进行 。 置 换 的 要 
求 是 ， 第 一 ，9” 在 A 中 不 能 作 自由 变 项 出 现 ， 第 二 ， 如 果 8” 在 
人 中 约束 ， 那 么 被 置换 的 9 不 能 在 9” 的 辖 域 中 出 现 。 违 反 这 些 要 
求 就 会 出 现 问 题 。 
违反 第 一 条 ， 置 换 结果 不 合式 。 如 ， 
A(0);: (x)F(x)—F(y), 
0, y, 
A(0/0' ); (y)F(y)—F(y)o 
不 合式 的 原因 在 于 违反 了 第 一 条 要 求 ， 因 此 造成 “y” 在 公式 中 
”县 有 约束 又 有 自由 。 
违反 第 一 条 ， 置 换 结果 失掉 普遍 有 效 性 。 如 ;: 
A(0); (x) (g, )R (x, y)—> (3:)RCu，z)， 
6”: u, 
.A(0/0 ): (X) (H,)R(x, y) — (a, )R 
Tu, u)o 
失掉 普遍 有 效 性 的 原因 在 于 置换 约束 了 原 公式 的 一 个 自由 变 项 ， 
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违反 了 第 一 条 的 要 求 。 
违反 第 二 条 ， 置 换 结 果 不 合式 。 如 : 


AO): (x)(F(x)A(q,)G(y) ) 
— (x)P(x)A(3q3;)G(y), 

8° ; x, 

A(0/9' ): (X) (F(x)AC3)G(x) ) 


— (x)F(x)A(3;,)G(y)o 

蕴涵 式 左 方 不 合式 ， 因 为 违反 了 第 二 条 要 求 。 

@R, 一 ,( 定义 置换 规则 ) 定义 的 左右 两 方 可 以 互相 置 
换 ， 其 结果 真 假 值 不 变 。 

6. 导 出 规则 我 们 用 R 导 表示 ) 

上 述 推理 规则 是 谓词 演算 公理 系统 中 的 基本 推理 规则 ， 它 决 
定 着 推理 系统 能 否 得 以 展开 。 导 出 规则 虽然 也 是 推理 规则 ， 但 它 
只 是 上 述 基本 推理 规则 的 合理 补充 。 如 果 没 有 导出 规则 ， 只 按照 
上 述 推 理 规则 进行 推理 证 明 ， 那 么 整个 系统 也 可 以 展开 下 去 ， 但 
是 繁琐 很 多 。 导 出 规则 一 般 都 是 直观 性 较 强 的 推理 规则 ， 它 可 以 
大 大 简化 推理 证 明 。 

我 们 知道 ， 命 题 演算 是 谓词 演算 的 一 个 子 系统 ， 命 题 演算 的 
出 发 点 是 谓词 演算 出 发 点 的 一 部 分 。 因 此 ， 命 题 演算 的 定理 也 可 
以 看 作 是 谓词 演算 的 既成 定理 。 至 于 导出 规则 ( 这 是 一 种 语法 规 
则 或 语 形 规则 ) ， 命 题 演算 中 的 导出 规则 一 般 的 都 可 以 在 谓词 演 
算 中 继续 使 用 ， 但 是 有 的 需要 扩展 说 明 以 适应 谓词 演算 的 需要 。 
谓词 演算 本 身 也 有 独 具 的 导出 规则 。 我 们 列举 如 下 : 

CO RẸ: 析 取 交换 规则 ) ”从 AVB 可 直接 推 出 BV A。 
( 可 以 继续 使 用 ) 

(2 ) R 导 ,( 附加 规则 ) ”从 B 一 >C 可 直接 推 出 AVB 一 > 
AVC。《 可 以 继续 使 用 ) 

( 3 ) R 导 ,( 三 段 论 规 则 〉 从 B 一 >C 和 A 一 >B, 可 直接 
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30IMA—>C, ( 可 以 继续 使 用 ) 

( 4 ) R 导 ,(〈 假 言 易 位 规则 ) ”从 A 一 >B 可 直接 推出 一 B 一 > 
-一 A。( 可 以 继续 使 用 ) 

(5 ) R 导 。( 基本 置换 规则 ) 《需要 扩展 说 明 ) 

( 6 ) 及 导 。( 等 值 构成 规则 ) ”从 A 一 >B 和 B 一 >A, 可 得 A 
-< 一 >B。( 可 以 继续 使 用 ) 

(7 ) R, ( 求 否定 规则 ， 需 要 扩展 说 明 ) 

( 8 ) RẸ, 对 偶 规则 ， 需 要 扩展 说 明 ) 

( 9 ) R 导 。( 概括 规则 ， 独 具 导 出 规则 ) 

下 面 仅 就 (5) (7), (8), (9) 进行 若干 独立 的 阐释 
和 证 明 ， 这 种 证 明 称 作 语 法 或 语 形 证 明 。 

关于 R 导 。( 谓词 演算 的 基本 置换 规则 ) 

jk, QA ( 4,，…，9。 ) 和 B ( 9,，…， On) 是 谓词 演算 的 两 
-个 公式 ， 其 中 除 6,，…，6, 之 外 没有 其 他 自 由 个 体 变 项 ， @ 中 
( A ) 是 谓词 演算 的 一 个 合式 公式 ， 以 B 置 Ro (A ) 中 的 A 得 中 
《B)， 中 (B ) 仍 是 一 个 合式 公式 。 就 是 说 ， 

如 果 A ( 0,, =e, 0.) < 一 >B(d，…， 0, Fy 
那么 bp (A ) < 一 中 (了 B)。 

证 明 ， 如 果 $ (A ) 是 一 合式 公式 ， 并 且 简 单 地 说 假 设 A 在 
-$ CA) 中 只 出 现 一 次 ， 那 么 pb (A ) 的 可 能 形式 有 : OA © 
:CVA; @AVC;  @(0)A(b0，89:，… 和 ，0。)3 @(q40,) A 
( 6，6:，…，g,。) 。 前 三 种 情况 是 命题 演算 中 基本 置换 规则 的 
简单 推广 。 把 原 证 明 中 的 A，B，C 等 理解 为 谓词 演算 的 公式 ， 证 
明 仍然 可 以 成 立 。 只 有 后 两 种 情况 才 需 要 进一步 证 明 。 具 体 证 明 
从 略 。 

RFR, 谓词 演算 的 求 否定 规则 ) 

设 ，C 是 谓词 演算 的 公式 ， 在 其 中 没 有 一 > 和 < 一 > 出 现 ，C 
:的 否定 式 忆 可 用 以 下 方法 直接 求 得 DV 被 代 以 人 ; DARRA 
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V; 图 (9 ) ERACI); A) 被 代 以 (9 ) ， 回 一 被 代 - 
Du @—Q0,, =, 0.) 被 代 以 Q C 0,, <, 0.) ，@ 不 出 现 
于 部 分 合式 公式 一 中 的 h 被 代 以 一 k。 不 内 现 于 部 分 合式 公式 . 
一 8 中 的 Q CO, e, OaD 被 代 以 一 Q O, ee, Oa) 。 

证 明 ，C 的 可 能 形式 共有 以 下 六 种 : Oh 或 Q ( 6，…，6。)) 
@—A; @AVB; @AAB; 人 (0)A(b)@(d)A(0)。 
求 前 四 种 形式 的 否定 式 ， 其 方法 和 根据 与 命题 演算 中 是 相同 的 。 
只 是 后 两 种 形式 需要 进一步 证 明 。 在 此 从 略 。 

关于 了 R 导 ，( 对 偶 规则 ) Dis 

设 ，A 和 B 是 谓词 演算 的 两 个 公式 ， 和 和 B 是 在 A 和 B 中 进行 
如 下 变换 的 结果 : @ 把 V 和 人 互 换 ; @ 把 (9) 和 ( ds ). 互 换 。 
于 是 有 如 下 推理 :四 如 A 一 >3 是 重 言 式 ， 从 A 一 >B 可 得 B 一 > 
A，@@ 如 A<->B 是 重 言 式 ， 从 A< ->B 可 得 A< B, 

” 必须 看 到 ， 求 否定 的 A 和 马 与 求 对 侦 的 信和 B 是 有 同 有 异 
的 。 其 相同 点 在 于 ， 都 将 A 和 B 中 的 V 和 八 、(9) 和 (go) E 
换 。 其 不 同 点 在 于 : A 和 B 中 的 命题 变 项 k 和 谓词 变 项 Q (01,*…， 
6, ) ， 在 A 和 证 中 要 真 假 互 变 ， 而 在 信和 BB 中 却 完全 不 变 。 具 休 
证 明 从 略 。 

关于 了 R 导 。( 概括 规则 ) 

从 A (x ) ， 其 中 x 自 由 出 现 ， 可 得 (x)A(x)。 

证 明 ， 如 果 A( x ) 是 已 证 公式 ， 并 且 其 中 的 x 自 由 出 现 。 据 
命题 演算 定理 T,,p 一 > ( qd 一 >p ) 作 代入 可 得 谓词 演 算 公式 。 
具体 证 明 ， 

A(x) (CEA) 

A(x) 一 > (DY 一 p 一 > 人 A(x)) 《Tui 代入》 
pV 一 2 一 >A( x) (@，@ 分 离 ) 

pV 了 pp 一 > (XxX)A(x) (图 后 件 概括 ) 

pPV 一 p (已 知 永 真 ) 


@O@O0 
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© (x)A(x) ( 回 ，@ 分 离 ) (证 毕 ) 
狠 据 这 条 规则 ， 我 们 可 以 把 一 个 已 知 公式 里 的 自由 个 体 变 项 用 全 
称 量词 约束 起 来 ， 因 此 这 条 规则 称 为 “概括 规则 ”。 
系统 的 定理 推演 
在 前 面 系统 出 发 点 的 基础 上 ， 下 面 要 展开 系统 的 定理 证 明 。 
定理 都 是 普遍 有 效 公 式 ( 相当 于 命题 演算 中 的 重 言 式 或 永 真 公 
式 )。 虽 然 命题 演算 是 谓词 演算 的 一 个 子 系统 ， 但 是 在 公理 系统 上 
它们 还 是 有 所 区 分 的 。 我 们 对 命题 演算 和 谓词 演算 中 的 定理 都 用 
T 表 示 ， 只 不 过 命题 演算 中 比如 T: 表 示 定 理 1, 而 谓词 演算 中 划 比 
如 T-:: 表示 定理 1。 
T-: (x) (FGX)V 一 FCGX) ) 
这 是 谓词 逻辑 中 所 表现 的 排 中 律 ， 是 说 ， 对 于 一 切 x 来 说 ，z 或 是 
F 或 是 非 F。 
WEH: 
pV 一 p(T4) 
F(x)V-F(x) (R,-, p/F(x)) 
p—> ( q—p) CT.) 
F (x) V—F ( x) — (pV —p—>*F(x)V —F(x) ) 
(Ri_1, P/F(X)V F(x), qd/pV —p ) 
pVTp—>F(xX)V F(X) (R,) 
pV 一 p 一 > (x) (F(xX)VTF(xX)) (Rs-,) 
(x) (FIx)V 一 FCx)) (R2) (证 毕 ) 
T-2: (x)F(X)— (Hx) F. 
它 是 说 :如果 所 有 个 体 x 都 是 E， 那 么 就 有 个 体 x 是 FE。 它 说 明 全 
称 蕴 涵 存 在 。 
WH: 
-®© (x)F,—F,.;,, (As ) 
© Fo — (g. yE,o (Aa) 
-210° 


9o00 ©@OO 


@ (x)F(x)—>( z, )F(x) (©, @R 导 3 ) (证 毕 》 
T-3: (x) (FAG) ) — (x ) FOOA (x) G(x ) 
T-4: (x) F(x)A(xX)G(x)— (x) (FJ)AGCx) ) 
T-5: (x) ( Fx)AG(x)) <> (x )F(x) A ( x) G(x> 

这 三 条 定理 都 是 表明 全 称 量词 对 合 取 的 分 配 律 。 
证 明 (T-。) : 


®© (x)F(x)—>F(y) (As) 
®© (x) (F(x)AG(x) ) —F(y)AGG(y) 
(Ri-s, F(0)/F(0)AG(0) ) 

®© FO)AG(y)—F(y) (T) 
@ (x) (FOOAG(x))—> F(y) (RE, ) 
@ — ( y: Pcy) (R,-,) 
—> (x )F(x) (R,-, ) 
®© FO)AG(Oy)—G(y) (Tis) 
(x) (F(x)AG(x) )—>G(y) (RẸ) 
一 > (y)GCy) (R,-:> 
@ — (x )G(x) (及 -1) 
@ (x) (FAGA) ) — (x) F(x)AC(x)G(x) 

(Ts, ) (HEH) 
证 明 ( T-。)， 


®© (x)F(x)—>F(y) (As ) 
@ (x)G(x)— Gy) (Ri-s) 
®© (x)FO)ANM(xX)G(xX)—>F(Y)AG(Y) (T, Y 


@ —>(yXF(y)AG(y)) (R,-,y 
@ ~> ONF AG(x22 ( R,- > 
CER) 


证 明 ( T-。) : 据 T-* 和 T-, 得 证 。 
Taa (DFG) ) 一 >( (xz)FCG) 一 >(Cx)GCx) > 
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这 是 全 称 对 蕴涵 的 分 配 律 。 其 逆 命 题 并 不 成 立 。 
证 明 : 
D (x)F(x)—>F(y) (As) 
®© (x) (F(X)—>G(x))—> (F(y)—>G(y)) 
(Ri-s) 
®© F(y)— ( (x) (F(X)—>G(x) )—>G(y)) (T,, ) 
图 (x)F(x)— ( (x) (F(X)—>G(x) ) —>G(y) ) 
(RẸ) 
@ DFAA) (F(X)—>G(xX))—>G(y) (Ta) 
@ — (y)GG(y) (R,-, ) 
@ —> (x)G(x) (R,-, ) 
( XXXF(X)—G(x) ) — ( (x)F(X)—>(x)G(x) ) 
(T,.) (证 毕 ) 
T-7，(X) ( Kx) G(x) ) 一 > ((X)FCX)< 一 > 
(x)G(x)) 
这 是 全 称 对 蕴涵 的 分 配 律 。 其 逆 命题 也 不 成 立 。 
证 明 ， 
®© (x) (F(X)AG(x))—> (x)F(xX)N\(xX)G(x) 
(CTs) 
@ (x) ((F(x)— G(x) )A( G(GX)—>F(x)) ) 
— (x) ( Fix)— GOO ) A ( x) (GCx) 一 > 
F(x) ) (Ria) 
@ (x) (F(x)<—>G(x) ) — ( x) ( F(x)—>G(x) ) 
A (x) (G(x)—Fx)) (D,) 
@ … — (x) (F(X)— >G(x)) 人 了 
®© … — ( (x)F(x)—> (x)G(x) ) (T-。) 
->(X) (G(x)—>F(x)) (T,,) 
@ … 一 > ((x)G(x) 一 >(x)FIx) ) ( T_, ) 


© (x) (FEGX)< 一 GOX) )— ( (XIF(X)—>(x)G(x) ) 
人 ((x)GCx) 一 >(X)F(CX) ) (Tsi) 
@ 〈x)(EGCK)< 一 >G(X) ) — ( (X)F(x)<—(x)G(x)) 
(Ds) (证 毕 ) 
T_.,: (x) F(x)V (x)G(x)—> (x) (F(x)VG(x)) 
这 一 条 表明 全 称 对 于 析 取 可 以 提取 ， 但 不 能 分 配 ， 即 逆 命 题 并 不 
成 立 。 
证 明 : 
®© F(x)—>F(x)VG(x) (A,) 
@ .(x) (F(x)—>F(x)VG(x) ) (RE) 
图 (x)FO(X)— (x) ( F(x)VG(x)) (T_e) 
@ G(x)—>F(x)VG(x) (Tio) 
@ (x) (G(x)—>F(x)VG(x)) (RẸ) 
(x) G(x)—> (x) (F(x)VG(x)) (T) 
@ (x)F(x)V ( x) G(x)—> x ( F(x)VG(x)) (Ts ) 
(证 毕 ) 
Tas: Ca) FOD (x) Fx) 
T-io: (ax) —F(x)<—— (x ) F(x) 
Tai: (Ax) —F(x)<— ( x ) F(x) 
Taiz: (Hx) F(X)<—> ( x ) —F(x) 
这 4 条 定理 表明 全 称 与 特 称 的 换算 关系 。 
WEH (T e): 
( 先 证 左 侧 蕴涵 右 侧 ) 
© (x)F(x)—>F(y) CA; ) 
© (x)—F(OX2—>—F() (Ri) 
图 ——F(y)—. — (x ) F(X) ( T, ) 
®© F(Oy)— —F(y) (Ts ) 
®© FG) 一 > 一 (x) 一 F(CxX) (R 导 ,) 
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` @ (a FOCA (RL,) 
© (#H.)FO)—>—(x)—FOO) (R,-,) 
( 再 证 右 侧 曹 洱 左 侧 ) 


®© F(y)—> (9x)F(x) (As ) 

(x) PKX)2——>—F(y) (T,) 

ú) A) ED y) FY) (R,-,) 

@ Aa) FO (Xx) (Ri) 

O —(x)—F(x)—>——(q4x)F(x) (T,) 

@ 门 (x) 一 FGx) 一 > (3x)FG) (Te) 

@ (#,)FG22<——(x)—F(X2) (D,) 
(HEHE y 

证 明 ( T...) : 


© pp (Ts:) 

®© F(x)<———F(x) (R,-,) 

图 (x) (FO(<— EO) ) (RE) 

Q) (x)F(x)<——  (x)——F(x) (T-,) ' 

®© —(x)F(X)<——(x)—T—F(OX) (Ta) 

@ (zm,)F(xX)<——Kx)—F(x) (Ta) 

@ (a) 一 F(x)< 一 > 一 (x) 一 一 F(x) (R,-s) 

图 (9:) 一 F(x)< 一 > 一 (X)FCX) (及 导 3 ) (证 毕 》 
证 明 ( T...) 

© (zg,)—F(x)<——@—(x)F(x) (T-,,) 

图 Aa) 一 F(x)< 一 > 一 一 (x)EFE(x) (Ts) 

© (a) F(x) (x )F(x) (T) (证 毕 ) 
证 明 (T-:，) : 

© (gx )EFGx)< 一 > 一 (x) 一 FGx) (T-,) 

Aa) FO -> 一 HF (T) 

图 —(H#,)F(X)<— (x) F(x) (Ts ) (JEH) 


° 214, 


T-is: (x) (F(X)—>G(x)) 一 > ( (3DF —> 
(HG(x) ) 
“ 这 是 说 ， 如 果 所 有 F 都 是 G， 那 么 存在 F 就 存在 G。 
证 明 : 


(F(X)—>G(x) ) — (一 G(x) 一 > 一 F(x) ) (T, ) 
(x) ( (FÉËx)—G(x))—>(—G(x)——>—F(x) ) ) 
(及 导 。) 
( x ) (F(X) 一 >G(CX)) 一 >(X) 一 GCx) 一 > F(X) ) 
(T.s) 
ee —> ((x)—G(x)—>(xX)-HF(x)) (T-,) 
eee —> ( —(x)[F(X2———(x)G(x)) (T, 
及 导 :。) 
(x) (F(X)—>G(xX)) 入 一 (x) —F(x)|—> (x ) 
—G(x) (T) 
* ”一 >(3x)G(X) (T-, R 导 。) 
(Ax) F(x) 一 > 一 (X) 一 FOX) (T-。) 
(x) (F(X)—>G(x) ) A ( q, ) F&A) 一 > (3x) 
G(x) (Ti，R 导 。) 
(x) (ECX) 一 >GCx) )— ( (3x) F(X) 一 >(3x ) 
G(x)) (T, ) (HE) 
T-a: (x) (F(x)<—>G(x)) 
— ( Gr OF(x) —>(s,DG(x) ) 
这 是 说 : 如果 所 有 F 等 值 于 所 有 G， 那 么 有 的 F 等 值 于 有 的 G。 
证 明 : š: 
@ (x) (F(X)NG(xX))—> (Xx) F(X)A ( x ) G(x) 
(T-,) 
@ (x) ((F(x)—>G(x) ) Á ( G6(X) —F(x) ) 
— (x) ( Fix) —G(x)) A ( X) (G(X)—> 


© @ë © @e 


© ë @ 


e 
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F(x)) C(R,-,) 
@ (x) ( Fix)<—G(x) ) — ( x) ( F(x)—>G(x) ) 
A (x) (G(x)—>F(x)) (D, 
@ … —> (x) (F(X)—>G(x)) (T) 
© … 一 > ( (dz)FCGX) 一 >(Hz)GGCX) ) (Tis) 
© … 一 >(x) (G(X)—>F(x)) (T15) 
@ … —>( (4-)G(x)—>(4.)F(x)) (Tis) 
@ … 一 > ( (3 )F(x)—>(4-)G(x) ) 
A ((m,)GKx)y—a,F(x)) (®©, @T,, > 
… — > ( (A )F(x)<—(q,)G(x)) (D,) 
CHEE) 
T-is: (x) ( pVF(x) ) —pV (x) F(x) 
T-ie: pV (x) Kx)— (x) ( pVF(x)) 
T.,,: (x) ( pVF(x)) — pV ( x ) F(x) 
这 三 条 表明， 如果 析 取 式 的 前 一 支 没 有 x， 那 么 全 称 量词 放 在 析 
取 式 前 和 放 在 后 一 支 前 是 等 值 的 。 这 是 全 称 量词 对 析 取 的 移 置 
律 。 
证 明 ( Tis ) ， 
(x)F(x)—>F(y) (As ) 
(x) (pVF(X)—>pPVF(Y)) (Ri-s) 
* —> pVFG) (RŠ) 
—>(—p—> F(y)) (R,-,) 
(x) (pVF(X) ) Aqp—>FG(y) (T:s ) 
(x) (pVF(X) )A-p—> (y )F(y) (R,-,) 
“e —>(X)F(X) (R,-,) 
(x) (PVE) ) 一 > (mp —> (F(x) ) (Ta) 
一 > 一 人 DV(X)EFGX) (Di) 
(x) (pVE(X) )—>pV (X)F(x) (Tz) 


© 


目 因 四 日 @@@@e@ee 
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(证 毕 》 
WEH (Tie): 
© (x)F@)—F(y) (As) 
@ pV (x)F(xz)—>pVEFG(y) (A,) 


@ *— (y) (pVF(y)) (R,-,) 
@ pV (x)FG)— (x) (pVF(X)) (R,-,) 
CER) . 


WEBA < 了 -1; ): (从 T-,s 和 T-1。， 据 D, 得 证 。) 
T-, |: (x) ( pAF(X) ) 一 >p 人 人 (x)FCx) 
T-io: PA (X)F@—> (x) (DAFCx) ) 
T-, a: (x) (PAF) ) —PpAÀA (x ) FGO 


这 三 条 表明 : 如 果 合 取 式 的 前 一 支 没 有 x， 那 么 全 称 量词 放 在 各 
取 式 前 和 放 在 后 一 支 前 是 等 值 的 。 这 是 全 称 量词 对 合 取 的 移 置 律 。 


证 明 (T-is ) : 
(x)F(x)—>F(y) (As) 
(x) (pAF(X) ) —pAÁAF6Gy) (R,-,) 
pAFGy)—p (T) 
(x) (pAF(X) )—>p (R 导 ,) 
PAF(YYF(y) (Tis) 
(x) (pAF(x) )—>F(y) (RẸ) 
> (y)F(y) (R,-,) 
*—— (x)F(x) (R,-,) 
(x) (pAF0O2)—>pA(x)F(x) (Ts) 
(证 毕 ) 


e@e@@e@@e@eë@ë@eoeə 


证 明 (T-:。) : 

®© (x)F(x)—>F(y) (As ) 

© pA (x)F(X)—pAFGy) (T,) 

© > (Y) (PAFO) (Rs -:)》 
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@ pA (x)F(X)—> (x) (pAF@)) (Ri-i) 
(证 毕 ) 
证 明 (T-:。) : (从 T-,。 和 T-,。， 据 Ds 得 证 。) 
T.,,: (x) (p—>F(x) ) —>*p— F ( x ) F(x) 
这 是 说 ， 全 称 量 词 对 蕴涵 具有 移 置 律 。 
WEH: 
®© (X) (pVE(x))<«—>pV(XxX)F(x) (T-iy ) 
@ (x) (一 DVEFCX) ) < 一 > 一 DV(X)FGX) (R,-,) 
@ (x) (p—F(x)) —>*p—>(x)F(xX) (Di:) 
(HEHE ) 
Tazz: (x) (F(X)—>p) < 一 > (可 ) F(x)—>p 
这 是 说 ,全 称 量词 对 存在 量词 具有 转换 律 。 
HEB; 
(x) 一 F(X)< 一 > 一 (3x)FGX) (T-io) 
pV (x) 一 FIX)< 一 >pV 一 (3Sx)EFX) (A. ) 
(x) (pV 一 FCGx) )<>pV (Ax) FX) (CT-iy ) 
(x) ( —AF(X)Vp ) —pV—(3,) F(X) ( RS; ) 
(x) (TEF(X)VP) < 一 > 一 (3Sx)FGX)VP (RS) 
(x) (FVP ) 4> (m, )FGX) 一 >p (D,) 
(证 毕 ) 
Taas: (x) Cy)R(x, yy @(y) (x)RCx y) 
这 是 说 全 称 量词 具有 交换 律 。 
证 明 : 
CHEENA RAN ) 
®© (x)F(X)—F(y) (As ) 
®© (x)F(x)—>F(z) (R,-,) 
图 (w)|Xy)R(x,yy=—>(y)R(z,y) (R,-s) 
@ (y)F(y)—F(u) (As,Ri_:，Ri_i) 


ee@ëeë@ëg@ee 
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(y)R(z,7 ) 一 >R(zu) — (R,-;) 
(x)Xiy)R( xy) 一 >R(zu) (四 ，@R 导 , ) 
(x)XXy)R(x,y)—> (z)R ( z,u ) (Rs-z) 

… 一 >(U)(z)R(zu) (R,-,) 
(x)(Y)R (X，y ) —(yXx)R(x,y) (Ri)! 
再 证 右 侧 蓝 涵 左 侧 ) 

(y)F(y)——>F (u) (Ass Rines R.-,) 
(7) (x)R(x, y)—>(X)R(x, u) (Ri-s ) 
(Xx)F(x)—>F(z) (CAs,Ri-:) 
(x)R(Xx，u ) 一 >R(z，u) (R,-s) 
MERX, y) —R( z, u) (MO，@R 导 , ) 
“—>(u)R(z, u) 〈Rs-，) 
>(Z)CUJR (z, u) (R,_,) 
(y)XXxz)R( x, y) —(x)Xy)R ( x, y) (R...) 
( 从 国 ，@@， 据 Ds 证 得 T-,， ) (HEH ) 


T-as: (He) (y)R(x, y)— (y) (Hx)R(xX,y 
本 条 的 逆 命题 并 不 成 立 ， sss A 2 


HH: 


@ @ ë @ @ e 


e 


F(y)— (s. )F(xX) (A,) 

F(2)—> (9:)F(xX) (Ri-:) 

R(z, y)— (Z, )R( Xx, y) (Ri-s) 
(y)(R(z, y)—> (d. )R(x,y)) (RE ) 
(y)R(z, y)y— (y) (gm,)R(x,y) (T.a?) 
(H,) (y)R(z, y)—> (y) (Hz )R (x, y) 


(R,-,) 
(Hx) (y)R(x, yy)y—> (y) (9x) R(X, y) 
(R,-,) (WEE) 


T-:s: (x) (y)R(x, y)— (x)R(x, x) 
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这 是 说 ， 如 果 所 有 Xx 和 所 有 Y 具 有 R 关 系 ， 那 么 所 有 x 和 自身 也 都 
具有 R 关 系 。 


证 明 : 

@ (xX)F(x)—>F(z) (As，Ri-:) 

®© (x)(y)R(x, y)—>(y)R(z, y) Ris ) 

@ (y)F(y)—>F(u) CAs, R,_,, Rs-1) 

®© (y)R(z, y)—>R(z, u) (Rs) 

@ (x) (y)R(x, y)—R(z, u) (@, DR 
F) 

(x) (y)R(x, y)—R(z, z) (Ri-:) 


@ (x)(y)RCx y) 一 >(z)R(z 2) (R,-,) 
@ (x)(y)RCx y)y— (x)R(x, x) 
(R,-,) (证 毕 ) 

Tazo: (Ax) (F(X)VG(x))<—> (qd.)F(x) V 
( qx) G(X) 

这 是 说 ， 许 在 量词 对 于 析 取 具有 分 配 律 。 

证 明 : 

© 〈x)(F(x) 人 G(Cx))< 一 >(x)FCX) 人 ACx)GCx) (T—5) 

®© (as) (FJ)VGCx)) 4> (4x) FV (Ax) 
Go (RẸ8) (证 毕 ) 

Tar: (ADEA) ) — ( q, ) FODA C(I) G w 

这 是 说 ， 存 在 量词 对 于 合 取 具有 分 配 律 ， 但 不 能 提取 。 

证 HH: 

@(x)F(Cx)V(x)GCx) 一 >(x) (F(x)VG(x)) (T—8) 

®© (ax) ( FOOAG(x) ) — ( q, ) FCX) 人 
《3z)Gtx (及 导 8) (证 毕 ) 

T-:s : (Ex) (PAF(x)) —pPA (x) F(X) 
这 是 说 ， 存在 量词 对 于 合 取 具 有 移 置 律 。 
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WEH: CD R 导 ,。 ) 。 
T-29: (Hz) (PVE) ) —pV (Tx) F(X) 
这 是 说 : 存在 量词 对 于 析 取 具有 移 置 律 。 

WE: (Tozo RFs )o 

T-s0: (Hx) (q;,)R(x,y)<——(Cq,)(OR(,y) 
这 是 说 : 存在 量词 具有 交换 律 。 

WEH: (了 -,8，R 导 。) 。 

Tasi: (Ax) RIx,X) 一 >( 了 xz)(Sy)RCX,Y) 

这 是 说 : 如 果 有 的 x 和 自身 具有 有 关系， 那么 有 的 x 和 有 的 了 就 F 
有 了 R 关 系 。 

WEH: (Tae; R 导 。)。 

(二 ) 玫 系统 这 也 是 一 种 谓词 演算 的 公理 推理 系统 ,我们 先 
介绍 它 的 一 阶 语言 ， 然 后 简介 系统 本 身 。 

1. 一 阶 语言 一 阶 谓词 逻辑 的 语言 是 一 阶 语言 。 一 阶 语言 由 
两 部 分 构成 ， 即 由 初始 符号 (字母 表 ) 和 形成 规则 构成 。 初 始 符 
号 有 三 种 ， 第 一 种 叫 关 系 符号 ， 第 二 种 叫 函 数 ( 或 运算 ) 符号 ， 
第 三 种 叫 ( 个体 ) 常量 符号 。 人 们 根据 初始 符号 和 形成 规则 ， 就 
可 以 把 自然 语言 符号 化 成 一 阶 语言 的 合式 公式 。 这 种 符号 本 身 没 
有 什么 意义 ， 它 们 只 有 在 人 们 的 不 同 解释 中 才能 得 到 某 种 意义 。 

我 们 用 德 文章 体 多 表示 一 阶 语 言 。 儿 的 初始 符号 如 下 ， 

(1 ) 个 体 变 项 ， xi ，xa， e; 

(2) 个 体 常 项 ( 可 能 空 ) : al ，az，…3; 

( 3 ) 谓词 符号 ; AF (i, n>1); 

( 4 ) 函数 符号 : fi (i, n>1, THER ); 

(5 ) 联结 词 : 一 ， 一 >， 

(6 ) 量词 : Vy (全称 “所 有 ” ); 

《7) 插 号 ( ) 和 逗号 ，。 
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定义 1: 多 中 的 项 。 

(1 ) 个体 变 项 和 个 体 常 项 是 项 

(2 ) 如 果 开 是 多 的 函数 符号 ,ti ta 是 多 的 项 , 则 全 (tl 
t, ) 是 项 ; 

(3) 只 有 (1 ) 或 (2 ) 才 是 项 。 

定义 2， 多 中 的 原子 公式 。 

如 果 Ai 是 多 的 谓词 符号 ， 并 且 t，… ， ta 是 多 的 项 ， 则 


Ailt ta) 是 多 的 原子 公式 。 
原子 公式 是 一 阶 语言 中 最 简单 的 表达 式 ， 它 们 可 以 被 解释 成 
简单 命题 。 例 如 A ix, x: ) 可 以 解释 成 xl = xX,。 
定义 3， 多 中 的 合式 公式 。 
(1) 多 中 的 原子 公式 是 合式 公式 
(2 ) 如 果 人 A，B 是 合式 公式 M| (A), (A 一 >B)， 
( VXiA ) 也 都 是 合式 公式 ， 其 中 i 宇 1， 即 x: 是 任意 的 个 体 变 项 
(上述 括号 在 不 造成 歧义 时 可 省 略 ) ; 
(3) 只 有 (1) 或 (2 ) 才 是 合式 公式 。 
定义 4: 关于 量词 9 ( 特 称 “存在 ” ) 。 
9XiA 是 合式 公式 一 ( vxi—A ) 的 简写 。 
定义 5: 合式 公式 的 层次 。 
(1) A 是 0 层 的 当 且 仅 当 A 是 原子 公式 ， 
《2 ) A 是 k +I 层 的 当 且 仅 当 A 是 下 列 情况 之 一 (k>0 ) + 
@A= (一 B ) ，B 是 k 层 的 ， 
@A= (B— C), max (i, j) =k， 其 中 i， 汾 别 为 B， 
C 的 层次 ; 
@A= (VXiB ) ，B 是 k 层 的 。 
定义 6: 量词 的 辖 域 及 个 体 变 项 的 约束 与 自由 。 
在 合式 公式 VXiA 中 ， 称 A 为 VXi 的 辖 域 。 当 VX;A 为 合式 公 


* 222 ° 


式 B 的 子 公式 时 ， 称 Vxi 在 B 中 的 辖 域 为 A。 

车 变 项 Xx; 是 VX; 中 的 xX; 或 出 现在 VX; 的 辖 域 中 ， 则 称 X; 为 约束 
出 现 的 ， 反 之 ,不 是 或 不 出 现 其 中 的 就 称 为 自由 出 现 的 。 

定义 7: 令 A (xi ) 是 多 中 的 任意 合式 公式 ，xi: 在 其 中 自由 出 
现 。 称 项 t 对 A (x) 中 的 xi 是 自由 的 ， 如 果 下 面 两 点 不 同 时 成 
M: 

(1 ) xi 在 Vxi 的 辖 域 中 (jsi)5 

(2) t 中 有 Xj。 

例如 ， 对 于 合式 公式 VX1A? (Xl, x, ) — 

VXsA?2 (Xi, Xa), Ji ft (x,, x, ) 对 于 其 中 自由 出 现 的 X， 
是 不 自由 的 ， 而 对 于 自由 出 现 的 x: 是 自由 的 。 简 言 之 ， 所 YB 项 
t 对 A ( x; ) 中 的 x; 是 自由 的 ， 是 指 当 用 t 去 置换 A ( x; ) 中 自由 
出 现 的 Xx; 时 ,不 引起 t 中 变 项 和 A ( x, ) 中 量 词 的 任何 相互 (E 
用 。 

2. 公理 系统 ”在 上 述 一 阶 语 言 多 的 基础 上 ， 下 面 就 是 A pR 
(1 ) 初始 符号 ;， 同 于 多 中 的 初始 符号 。 

( 2 ) 合式 公式 : 同 于 多 中 的 合式 公式 。 

(3) 公理 模式 ( 用 K 来 表示 ) 

DK: (A—>(B—>A)) 

@K,: ( A-—> ( B—C) ) 一 > ((A 一 >B ) -一 > 

{ A——C) ) 

@K,: ( (一 A 一 > 一 B ) 一 > (B— A) ) 
@K.,: (VXiA 一 >A ) (Xx; 不 自由 出 现在 A 中 ) 
@K;,: (VxXiA(x;)—>A(t)) 

(t 是 对 ACXx;) 中 的 x; 自 由 的 项 ) 
@K,: ((Vx; (A—>B)—> (A 一 >VxiB) ) 
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(A 中 无 自由 出 现 的 xi > 
( 4 ) 推理 规则 
@MP 规 则 ”从 A 和 ( A 一 >B ) 可 以 推出 B; 
@UG 规 则 ”从 A 可 以 推出 VXi:A， 其 中 x; 为 任意 的 个 体 变 
项 ， 
@HS 规 则 ”从 (A 一 >B) 和 (CB 一 >C) 可 以 推出 (A 一 >C)。 
有 了 以 上 的 出 发 点 部 分 ， 就 可 以 进行 公理 系统 k 中 定理 的 证 
明了 。 
定义 1: 中 的 证 明 是 多 中 的 有 穷 非 空 合式 公式 序 p|, Ais 
,A,， 使 得 对 于 每 个 1( 1<i<n ) ，A ;或 者 是 K 的 公理 ， 或 者 
是 由 序列 前 面 的 合式 公式 用 MP 规则 或 UG 规则 得 到 。 其 中 A, 称 
EKREM, IBEA 
定义 2: 如 果 工 是 多 中 的 合式 公式 集 ,K 中 的 工 的 推演 是 一 个 类 
似 于 证 明 的 序列 ,所 不 同 的 是 Ai 可 能 为 中 的 合式 公 式 。 其 PA, 
称 作 在 K 中 的 结论 ， 记 作 工 A。。 
定理 1，K 的 演绎 定理 。 令 全， 为 多 B 中 的 合 RBA, TAL 
中 的 合式 公式 集 C 可 能 空 ) 。 如 果 FU (A) kB， 并 且 在 推演 
过 程 中 没有 对 出 现在 A 中 的 自由 个 体 变 项 应 用 UG 规 则 ， 则 及 
(A 一 >B )。 (HEB E) 
定义 3: 车 A 是 个 无 自由 个 体 变 项 出 现 的 合式 公式 ， 则 称 A 为 
封闭 公式 。 
推论 2， 如 果 PFU { A } 片 B， 并 且 人 A 为 封闭 公式 ， 则 有 I 
(A 一 >B ) 。( 证 明 从 上 略 ) 
Hit: 对 于 K 的 任意 合式 公式 A，B，C， 有 { (A 一 >B)， 
(3B 一 >C) } k (A—>C)., (HAK ) 
有 了 以 上 的 定理 和 推论 ，K 中 的 定理 证 明 就 可 以 得 到 简化 。- 


下 面 只 举 一 例 。 
求证 : K ( A— (VXiB) )— (VXi(A—>B ) ) ， 
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其 中 xi 不 自由 出 现在 A 中 。 
证 明 : 先 证 { (A 一 > (VxiB ) ) ) ç ( vx; ( A— B) ) 
®© (A— ( vx;B) ) ( 假设) 
© ( (VxB)—>B) (K, 或 Ks ) 


®© (A 一 >B) (@, HS) 
@ (vx ( A— B) ) (UG) ` 
“由 x; 不 自由 出 现在 A 中 ， 有 xXx; 不 自由 出 现在 ( A 一 > 
(VXiB ) ) th, 


SARAZM, AK ( A 一 > (VxiB) ) 一 > 
(VXi(A—>B) ) 。 
(证 毕 ) 


三 自然 推理 系统 š 

和 命题 演算 一 样 ， 谓 词 演算 也 有 各 种 形式 的 自然 推理 系统 。 
所 谓 自然 推理 ， 就 是 其 出 发 点 不 是 公理 而 是 推理 时 引进 的 假 乌 ， 
或 者 说 其 公理 集合 为 零 而 只 靠 假设 和 推理 规则 进行 的 形式 演绎 推 
理 。 由 于 这 种 推理 很 象 自然 科学 尤其 是 数学 中 常用 的 那些 演绎 推 
EB ( 如 定律 、 定 理 的 证 明 ) ， 所 以 称 作 “ 自 然 推 理 ”。 我 们 在 此 
对 谓词 演算 只 介绍 两 种 自然 推理 系统 。 

(一 ) 普通 系统 ”所谓 普通 系统 ， 就 是 人 们 常 接触 到 的 、 或 
者 说 其 方法 简易 而 直观 性 又 比较 强 的 一 些 系统 。 我 们 在 此 介绍 两 
种 。 

QU 系统 “利用 命题 公式 间 的 各 种 等 值 关 系 和 蕴涵 关系 ， 通 过 
一 些 推理 规则 ， 从 已 知 的 命题 公式 推出 另 一 些 新 的 命题 公式 ， 这 
是 命题 演算 中 的 推 型。 类 似 地 ， 利 用 谓词 公式 闻 的 各 种 等 值 : 
系 和 芥 涵 关系 ， 通 过 一 些 推理 规则 ， 从 一 些 谓词 公式 推出 另 一 些 
谓词 公式 ， 这 就 是 谓词 演算 中 的 推理 。 在 谓词 演算 中 机 进行 正确 
的 推理 ， 也 必须 构造 一 个 结构 严谨 的 形式 证 明 ， 因 此 也 要 求 给 出 
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一 些 相 应 的 推理 规则 。 命 题 演算 中 所 使 用 的 推理 规则 都 可 以 应 用 
于 谓词 演算 的 推理 中 。 除 此 以 外 ， 由 于 谓词 逻辑 中 引进 了 个 体 
词 、 谓 词 和 量词 等 ， 因 此 又 增加 了 一 些 推理 规则 。 

关于 推理 规则 : 

1. 前 提 引 入 规则 在 证 明 的 任何 步骤 上 都 可 以 引用 前 提 。 

2. 结 论 引用 规则 ”在 证 明 的 任何 步骤 上 所 得 到 的 结论 都 可 以 
在 其 后 的 证 明 中 引用 。 

3. 分 离 规则 在 证 明 过 程 中 如 果 出 现 了 某 个 推理 定 律 的 前 
件 ， 立 刻 就 可 得 到 由 这 个 前 件 所 推出 的 后 件 。 

4. 全 称 特定 化 规则 ( US ) ， 

(VxX)A(xX)—>A(y) 

A (y) 是 将 A (x) 中 的 x 处 处 代 之 以 y。 要 求 y 在 A (Xx) 中 不 约 
束 出 现 。 这 里 自由 变 项 y 也 可 以 写成 个 体 常 项 c， 这 时 c 为 个 体 R 
中 任意 一 个 确定 的 个 体 。 这 个 规则 的 意思 是 说 ， 如 果 个 体 域 的 所 
有 元 素 都 具有 性 质 A， 那 么 个 体 域 中 的 任 一 个 元 素 就 具有 性质 
Ao 

5. 存 在 特定 化 规则 ( ES ) : 

(3x)A(CX) 一 >A(c) 
这 里 "是 个 体 域 中 的 某 个 确定 的 个 体 。 这 条 规则 是 说 ， 如 果 个 体 
域 中 存在 有 性 质 A 的 元 素 ， 那 么 个 体 域 中 必 有 某 一 元 素 c 具 有 性 
质 A。 但 是 ， 如 果 ( 9x ) A ( xX ) 中 有 其 他 自由 个 体 变 项 出 现 ， 
并 且 x 是 随 其 他 自由 个 体 变 项 的 值 而 变 ， 那 么 就 不 存在 唯一 的 c 使 
得 A(e ) 对 自由 个 体 变 项 的 任意 值 都 是 成 立 的 。 这 时 ， 就 不 能 
应 用 存在 特定 化 规则 。 

6 .全称 一 般 化 规则 ( UG ) : 

A(x)— (vyv;,)A(y) 
这 个 规则 是 说 ， 如 果 个 体 域 中 任意 一 个 个 体 都 具有 性 质 A， 那 么 
个 体 域 中 的 爹 体 个 体 就 都 具有 性 质 A。 这 里 要 求 x 必须 是 自由 变 
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项 ， 并 且 y 不 出 现在 A(X) 中 。 

7. 存 在 一 般 化 规则 ( EG ) ， 

A(c)—>(9)A(y) 

这 个 规则 是 说 ， 如 果 个 体 域 中 有 某 一 元 素 c 具 有 性 质 A， 那 Z 个 
体 域 中 就 存在 着 具有 性 质 A 的 元 素 。 这 里 要 求 y 不 在 A (c) 中 出 
现 。 

在 以 上 规则 的 基础 上 ， 本 系统 还 给 出 了 车 干 常 用 公式 ， 并 认 
为 这 些 公 式 的 有 效 性 是 极为 明显 和 极 容易 证 明 的 ， 比 如 其 中 的 命 
题 公 式 就 可 以 用 真 值 表 验 证 。 这 些 公式 大 致 如 下 。 

首先 是 等 值 式 ( < 一 > ) : 

(1 ) 交换 律 : DpVq< ->qVDp; 

@pAq<—>qaApo 
( 2 ) 结合 律 : (pVq) Vre=>pV (qVr); 
@(pAq) Ar—pÁA (qAr), 
(3) 分 配 律 : Op 人 (qVr) <> (p4) V (pAT) s 
DpV (qAr) <—> (pVq)A (pVtz) o 
(4) 同一 律 ， @pV0<—ho 
pA po 
(5) 互 否 律 : OpV Tpl; 
加 p 人 一 p< 一 >0。 
(6 ) 双重 否定 律 : O, Omp ) < 一 >p。 
(7) $R: Qp Vp—p; 
p AP<—> po 
(8 ) 零 一 律 : OpPVi<>l; 
@pA0—0, 
(9 ) 吸 收 律 : OPV (PAA) —p; 
@pA ( pVq ) —>p, 
(10) 德 。 摩 根 定律 : @—(pVq ) < 一 > 一 D 人 一 di 
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®© (pAq) > PV de 
(11 ) 蕴涵 定义 : p—>qa<——p Vas. 
(12) 等 值 定义 : Q (p< 一 >d) <—— (pAq) V ( pA — 
q); 
@ (p——@udn) — (p—q) A ( q 一 > 
p), 
(13) ARBE: 一 (p—>q ) < 一 >p 人 一 q。 
(14 ) 等 值 否定 : — (pe—q)<— (p<>7d)。 
( 15 ) 假 言 易 位 ，p 一 >q< 一 > 一 4 一 > 一 p。 
( 16 ) REA R, p— (q— r) < 一 > (pA 人 qd) 一 >T。 
(17 ) 量词 分 配 : O(A) CA (x) VBX) ) — (fx) 
A(X) V (Hx)B(X); 
@(vx) (A(X) AB(X) )— 
(YX)A(X)A(VX)B(X)% 
(18 ) 量词 否定 : Qa ( q, ) A( x) >(Vx) 一 ACX ) 5 
@— (v, )A (x) — (Gq. AC)... 
(19) 量词 移 置 : 
DV:) (AVB(x)<——vV (Vx )B(xX); 
@(I) (AAB(x)<——AA (Hz)B(xX).。 
@(vyv,)A(x)— B< (dx) (A(x)—B); 
@ (a) A(x)—>B< (V, ) (A (x) —B), 
@A— (Vx)B(x)<— (V,) (A—B(x) ); 
G@A 一 > (q, )B(x)<—— (dx) (A—>B(x) )。 
其 次 是 蕴涵 式 (一 > ) : 
(20) 合 取 消去 : DP 人 4d 一 >Ps 
@p 人 qd 一 >p。 
(21 ) 析 取消 去 : @ (pVa ) 人 (一 >T) 人 (qd 一 >T) 一 >T。. 
(pV) 人 一 p 一 >q 
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(22) ARA: DpA 人 (了 p 一 >d ) 一 >q8 

OTUA ( p—q)—> pe 
(23) 合 取 构成 : P, q—p Aq, 
(24) 析 取 引 入 :，@p 一 >pVds 

@q—>pVq。 
(25) ARTE: @— ( p—q))—>D; 

n (p—>q ) 一 > 一 q。 
(26) 蕴涵 怪 论 : Op 一 > (p—>q) ;5 

@q 一 > (p-—>q)。 
(27) 三 段 论 法 : (Pp 一 >4) 八 (gd 一 >r) 一 >p 一 >q。 
(28) EREM: (v.) A(x) V ( vv) B(x) — 


(vx) (A(x)VB(x) )。 


( 29 ) 特 称 分 配 ，( 9x) (A(x) 八 B(x)) 一 > (dx y 


A(xX) 人 (HH)B(xX)., 


下 面 举例 说 明 本 系统 谓词 演算 的 推理 过 程 。 

例 1 .证 明 (Vx) ( A ( x) —B (xXx)) 八 A(c)—>B(c)。 ` 
WEH: 

(Vi) (A(x)—B(x) ) 〈 前 提 ) 


@A (c )—B (c) ( QUS ) 

@A (c) (前提 ) 

@B (c) (@, @# (22) 一 
@) (证 毕 ) 


这 就 是 逻辑 中 的 “三 段 论 推理 ”。 例 如 “所 有 人 都 是 有 肤色 的 ， 
欧洲 人 是 人 ， 所 以 欧洲 人 是 有 肤色 的 > o 


例 2. 证 明 (Sxz) CA(xX)AB(X) ) —> (4x) A(x} 


人 (az)B(Cx) 


证 明 : 
OIx) (A(x)AB(x)) (前提 ) 
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@A (c) AB(c) CO, ES) 


@A (c) = (@®, (2—0) 
@B(c) (®©, (20)—®) 
@@(dz)ACX) (@, EG) 
@(u.)B(x) (@, EG) 
(I)A(xX)A(I)B(x) (@, @, (23)) 
(证 毕 ) 


在 使 用 US，ES，UG，EG 这 四 条 规则 时 ， 要 注意 严格 按 照 


AB( x) ) 并 不 是 有 效 公 式 ， 但 是 会 有 下 列 证 明 : 


D(A(X)A(I)B(X) ( 前提) 

四 (gx)ACX) (@，(20 ) 一 @) 
@(a,)B(x) (@O，(20 一 @ ) 

@A Cc) (@, ES ) 

@B (c) (@, ES) 
@A(c)ABCc) (@, @ (23) ) 

TI) (A(x)AB(x) ) (@, EG) (证 毕 ) 


这 个 证 明 是 错误 ， 错 误 在 于 @@，@ 两 步 使 用 ES 规则 时 得 到 的 
A (c) 和 B(c) 中 的 个 体 元 素 c 不 应 该 是 相同 的 。 
我 们 看 到 ， 本 系统 在 基本 形式 上 是 属于 自然 推理 系统 ， 比 如 
从 谁 理 规则 出 发 ， 从 假设 前 提出 发 等 等 。 但 是 其 中 也 预先 给 出 了 
若干 常用 公式 ， 并 在 具体 证 明 中 经 常 使 用 ， 而 这 些 常 用 公式 实际 
上 是 起 到 蘑 种 推理 规则 的 作用 。 
了 系统 “我们 先 讲 这 一 系统 的 推理 规则 。 
1. 将 涵 引入 (一 > 引入 ) 。 由 CAJ*…B, 可 以 推 得 A 一 >B。 
外 面 有 方 括 弧 的 公式 ， 例 如 CA]， 只 是 暂时 的 假设 。 它 是 说 ， 如 
果 假 设 了 A 从 而 可 以 推演 出 B， 那 么 A 就 蕴涵 B。A 是 被 解除 了 的 
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假设 公式 ， 它 不 是 结论 “A 一 >B” 的 前 提 或 根据 。 但 是 整个 推 
演 “[A]…B2?” 却 是 结论 “A 一 >B?” 的 前 提 或 根据 。 这 是 合 平 数 
学 中 的 实际 推理 方 靶 的 。 在 数学 中 ， 假 如 要 证 明 ， 如 果 A， 那 么 . 
了 。 人 和 人们 的 方法 时 常 不 是 直接 去 证 明 “A 草 涵 B” ( 即 A 一 >B)， 
而 是 设法 得 到 以 下 的 推 芽 : 假设 A( 或 者 再 进一步 假设 其 他 ) ， 
那么 根据 已 知 推理 规则 ( 或 者 已 知 定理 、 特 质 等 ) 最 终 可 以 推 得 
B。 这 样 ， 就 间接 地 证 明了 原 命题 ， 如 果 A， 那 么 B( 即 “A 蕴 活 
B”， 即 “A 一 >B” ) 。 我 们 举 个 例子 。 
求证 ， 如果 a>b,， 那 么 (a+c)>>(b+c)。 


证 明 ， 

Oit: a>b, 

@ 于 是 ，a-b>0， (H>) 
@(a-b) + (c-c)>0, ( 据 > 性 质 ) 
D(atc)- (b+c)>0, ( 据 交 换 律 ) 


回 最 终 得 ，(a+c) 之 (b+c) ( 据 > 性 质 ) (证 毕 》 
作为 数学 题 ,这 样 的 证 法 就 可 以 了 ,最 后 也 不 用 再 写 “如果 a>b, 
那么 (a+c)>>(b+c)”。 但 是 作为 揭示 这 种 普遍 性 证 明 方法 
的 逻辑 学 ， 则 要 求 写 得 详尽 一 些 。 

2. 蕴涵 销 去 (一 > 销 去 ) 。 由 A 和 A 一 >B， 可 以 推 得 B. 
这 是 充分 条 件 中 肯定 式 假 言 推理 的 反映 ， 只 要 符合 这 条 规则 的 要 
求 ， 推 理 的 结论 就 会 准确 无 误 。 

3. 合 取 引入 ( 八 引入 ) o HAM B， 可 以 推 得 A 八 B。 这 是 
联 言 构成 式 推理 的 反映 ， 就 是 说 ， 只 要 有 两 个 命题 是 可 以 被 断定 
的 ， 那 么 这 两 个 命题 就 可 以 合 取 起 来 。 

4. 合 取 销 去 ( 八 销 去 ) 。 由 A 八 B， 既 可 以 推 得 A， 也 可 以 
推 得 B。 这 是 联 言 分 解 式 推 理 的 反映 ， 就 是 说 ， 只 要 合 取 式 被 断 
定 ， 那 么 支 命 题 就 可 以 被 分 别 断 定 。 

5. 析 取 引入 ( V 引 入 ) 。 由 A， 可 以 推 得 AVB; 由 B, t 
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可 以 推 得 AVB。 这 是 选 言 ( 相 容 的 ) 均 成 式 推理 的 反 映 ， 就 是 
说 ， 只 要 某 命 题 可 以 被 断定 ， 那 么 另外 一 个 命题 (不 管 或 真 或 
假 ) 就 可 以 与 此 命题 构成 析 取 。 这 条 规则 相当 于 前 述 公理 系统 中 
的 第 2 条 公理 。 

6。 析 取 销 去 ( V 销 去 ) 。 由 AVB, 以 及 CA]…C 和 [B]…C， 
可 以 推 得 C。 这 是 假 言 选 言 推理 中 肯定 式 的 反映 , 也 称 二 难 推理 。 
它 在 证 明 中 也 称 分 情况 证 明 方法 。C 是 我 们 所 要 证 明 的 命题 。 设 
AVB 穷 尽 了 一 切 可 能 的 情况 。 虽然 我 们 不 知道 A 和 B 何 者 为 真 ， 
但 是 ， 如 果 能 够 证 明 ， 从 A 可 以 推 得 C， 从 B 也 可 以 推 塌 C， 那 么 
我 们 就 可 以 证 得 C。AVB 是 C 真 的 前 提 ，[A] 和 CB) 都 是 在 证 明 
中 立 出 的 假设 公式 ， 最 后 都 要 通过 进一步 推理 中 解除 。 

7。 非 的 引入 ( 一 引入 ) 。 由 [A]…B 和 [A]… 一 B， 可 以 扒 
得 一 A。 如 果 从 A 可 以 推 得 B， 从 A 又 可 以 推 得 一 B， 那 么 从 A 就 
可 以 推出 逻辑 矛盾 ， 因 而 一 A。 显 然 一 A 不 是 以 A 为 前 提 ， 而 是 
以 CA]…B 和 CAJ… 一 B 为 前 提 ，CAJ 是 要 被 解除 的 假设 公式 。 

8， 非 的 销 去 ( 一 销 去 ) 。 由 一 一 A， 可 以 推 得 Ao KEN 
重 否定 可 得 肯定 。 

9. 全 称 引 入 ( V 引 入 ) 。 由 A(91)， 可 以 推 得 (V9,) A(0,)。 
其 中 ，0, 不 得 在 曾经 引用 本 规则 的 任 一 被 解除 的 公式 中 作为 自由 
变 项 出 现 。 这 条 规则 是 说 :如果 从 其 个 个 体 域 中 任 取 一 个 个 体 而 
得 知 它 具 有 A 性 质 ， 那 么 也 就 能 推出 这 个 个 体 域 中 的 所 有 个 体 都 
有 这 个 性 质 。 

10. 全 称 销 去 ( V 销 去 ) 。 由 (901)A(91)， 可 以 推 得 A(0,)。 
这 是 说 ， 如 果 已 经 断定 甚 个 个 体 域 中 的 一 切 个 体 都 有 某 个 性 质 
那么 任 取 该 个 体 域 由 的 一 个 个 体 ， 就 可 以 推 知 这 个 个 仁 伍 具有 那 
个 性 质 。 这 条 规则 相当 于 前 述 公理 系统 中 的 第 5 条 公 站 。 

11。 特 称 引入 ( 9 引入 ) HACO), WAHE AOAO, Jo 
这 是 说 ， 如 果 已 经 断定 某 个 个 体 域 中 的 任意 个 体 具 有 其 个 答 质 ， 
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那么 就 能 断定 这 个 个 体 域 中 存在 着 某 个 体 有 具有 这 个 性 质 。 这 条 规 
则 相当 于 前 述 公理 系统 中 的 第 6 条 公理 。 

12. 特 称 销 去 ( 3 销 去 ) 。 由 《C9361)A(91), 以 及 CAO) 
B， 其 中 B 没 有 09,> 就 可 以 推 得 B。 就 是 说 ，6: 除 了 在 本 规则 被 解 
除 公式 中 自由 出 现 外 ， 不 得 在 曾经 引用 本 规则 的 其 他 任 一 被 解除 
公式 中 作为 自由 变 项 出 现 。 

13. 假设 和 自 返 规则 。 根 据 证 明 需 要 ， 随 时 可 以 引入 假设 ， 
而 且 对 以 前 的 假设 还 可 以 随时 再 使 用 ， 因 此 称 为 自 返 。 

下 面 上 基体 介绍 几 个 证 明 。 
Ti: (Vx)F(x)—>F(y) 


WH: 

© I CVx)FCx) 《假设 》 

e| FO) (CY 销 去 ) 
@@CVx)FCxz) 一 >FC7) (一 > 引入 ) (证 毕 ) 
Te F(y)—> (Ix)F(x) ¥ 

证 明 ， 

@ —IFey) (假设 》 

@ | (Hx)F(x) (33 入) 


@F(y)—> (Hx)F(x) (一 > 引入 ) (证 毕 》 
Ts: CVX) ( p—>F(x) ) — ( p—>(yx)F(x) ) 


证 明 ， 

@ | Cyx)(p—>F(x)) 《假设 》 
@ p—>F(x) 《VYV 销 去 ) 
@| — p> 《假设 ) 
ej | Fo ( 一 > 销 去 ) 
@| | (Vx)F(x) | (va 入) 
©! p—>(Vvx)F(x) (一 > 引入 ) 
@1 (vx) (5 一 >F(x) )—> (p—>( yx)F(x)) 


〈 一 > 引入 )〈 


Ta: (g.)F(x)—>—yx)—F(x) 


证 明 ， 

© —I CHz)F(x) 《假设 》 
四 — F Cy) 《假设 》 
@ | 一 -| (yx) —FG) 《假设 》 
@ | aF) (VvV 销 去 》 
© | FCy) € Big > 
@ | Vr) F(X) (-3 入 ) 
@ — (vx) F(x) CHE) 


图 (Hz)F(z) 一 > 一 (Vx) 一 FG) (一 > 引入 )( 证 毕 ) 
(二 ) 了 系统 逻辑 的 主要 任务 之 一 就 是 要 阅 明 逻辑 后 承 和 
晕 和 纸 有 效 性 的 概念 。 现 在 ， 我 们 要 用 公式 的 可 证 性 概念 来 描述 它 : 
的 逻辑 有 效 性 。 一 阶 逻 辑 主要 研究 推理 ， 它 的 许多 有 效 公式 都 是 
有 效 的 推理 形式 的 反映 。 或 者 说 ， 一 个 有 效 推理 的 形式 是 一 阶 歇 
辑 的 一 个 逻辑 有 效 的 草 涵 式 ， 推 理 的 前 提 是 此 蕴涵 式 的 前 件 ， 结 
论 是 后 件 。 因 此 ,在 完全 性 定理 下 ,一 个 有 效 推理 的 形式 是 一 阶 逻 
辑 的 一 个 可 证 公式 。 给 定 一 个 具体 的 推理 ,在 我 们 确定 用 来 表示 该 
推理 中 出 现 的 特殊 个 体 和 关系 所 需要 的 常 项 和 关系 符号 后 ， 我 们 
就 可 利用 这 些 符号 和 个 体 变 项 、 联 结 词 、 量 词 把 这 一 推理 的 形式 表 
示 成 一 阶 逻辑 中 的 一 个 蕴涵 式 。 如 果 所 给 推理 是 有 效 的 , 那么 表示 
这 一 推理 的 形式 的 旨 涵 式 就 应 当 是 一 个 可 证 公式 ; 如 果 这 个 蕴涵 
式 不 是 可 证 的 ， 那 么 所 给 推 理 一 定 是 无 效 的 下 面具 体 看 F 系 统 。 
1. 结构 规则 
(1) Hyp ( 假设 引入 规则 ) ”可 按 需 要 随时 引入 一 个 假设 。 
(2) Rep ( 重复 规则 ) ”在 一 个 假设 下 出 现 的 公式 ( 包括 假 
设 ) 可 允许 重复 出 现 。 
(G) Reit ( 重 述 规则 ) ”在 一 个 假设 下 出 现 的 公式 ( 包括 假 
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HO 可 在 随后 的 假设 下 重复 出 现 。 
2 联结 词 规则 
a) 一 >1( 一 > 引入 ): 从 由 A 到 B 的 子 证 明 可 以 推出 A 一 >B。 
(2) 一 >E (一 > 消去 ) ， 从 A 和 A 一 >B 可 以 推出 B。 
G) 和 I( A 引 入 ) : 从 A 和 B 可 以 推出 (AAB ) 。 
(4) AE( 和 消去) :从 (AAB ) 可 以 推出 A; 从 (AAB) 


也 可 以 推出 B。 

《5) VI(V 引 入 ) : 从 A 可 以 推出 (AVB)， 从 了 也 可 以 
HH (AVB). 

(6) VE(V 消 去 ) : M (AVA: ), Ai 一 >B 和 和 A, 一 >B 
可 以 推出 B。 


(7) < >I( —B|À ) : 从 (A 一 >B ) 和 (B-->A ) 可 以 
推出 (A< >B ) 。 š 

G) —*E ( < > 消去 ) ， À ( A<—B ) 和 A 可 以 推出 B， 
或 者 可 以 推出 ( A— B); 从 (A<->B ) 和 B 可 以 推出 A, 或 
-者 可 以 推出 (B 一 >A ) 。. 

(9) 一 ( 非 ): 从 由 一 A 到 一 B 和 B 的 子 证 明 可 以 推出 A。 

3、 量 词 规则 

GD VI( V3 引入 ) ”从 ACy/x) 可 以 推出 (Vx)A， 这 里 ,y 既 
:不 在 (VX)A 中 自由 出 现 ， 也 不 在 A(Y/x) 所 依赖 的 假设 中 自由 出 
现 ? y 被 称 为 关键 变 项 。 这 条 规则 称 作 “ 全 称 引 入 规则 ”， 它 反 
- 映 演绎 推理 中 这 样 的 规则 ， 如 果 从 个 体 域 中 任意 取 一 个 个 体 a 而 
能 推出 a 具有 某 个 性 质 ， 那 么 也 就 能 推出 这 个 个 体 域 中 的 所 有 个 
体 都 具有 这 个 性 质 。 在 应 用 这 个 规则 时 ， 一 定 要 注意 对 关键 变 项 
所 附加 的 限制 条 件 。 规 则 中 所 说 的 “也 不 在 ACy/x) 所 依赖 的 假 
设 中 自由 出 现 ” 是 指 ，y 不 在 ACyY/x) 所 属 子 证 明 利 用 Hyp 规 则 引 
人 的 公式 中 自由 出 现 ， 也 不 在 该 子 证 明 所 从 属 的 子 证 明 、 所 从 属 
的 子 证 明 所 从 属 的 子 证 明 、…… 利 用 Hyp 规 则 引入 的 公式 中 自由 
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出 现 。 这 样 ， 当 x 在 A 中 有 自由 出 现 而 A(Y/x) 本 身 是 Hyp 规则 引 
人 和信 时 ， 就 不 能 直接 引用 VI 规则 而 得 到 (Vx)A。 

Q) VECV 消 去 ) 从 (Vx)A 可 以 推出 A(t/x)。 这 是 全 称 消 
去 规则 ， 它 反映 演绎 推理 中 这 样 的 规则 ， 如 果 已 经 断定 某 个 个 体 
域 中 的 一 切 个 体 都 有 某 个 性 质 ， 那 么 任 取 该 个 体 域 中 的 一 个 个 
体 ， 就 可 以 推 知 这 个 个 体 也 具有 那个 性 质 。 

《3) 3IT(3 引 入 ) 从 ACt/x) 可 以 推出 (9:)A。 这 是 存在 引 
入 规则 ， 它 反映 演绎 推理 中 这 样 的 规则 ， 如 果 某 个 个 体 域 中 任 取 
一 个 个 体 都 具有 某 个 性 质 ， 那 公 这 个 个 体 域 中 就 存在 着 某 个 体 具 
有 那个 性 质 。 

(4) JE (IWE) 从 (3x) A 和 A(y/x) 一 >B, 可 以 推出 B， 
这 里 的 y 也 称 为 关键 变 项 ， 它 既 不 在 (I.)A 和 B 中 自由 出 现 ， 也 
不 在 A(y/X) 一 >B 所 依赖 的 假设 中 自由 出 现 。 这 是 存在 消去 规 
则 ， 它 反映 演绎 推理 中 的 下 述 规则 ， 任 取 个 体 域 中 一 个 个 体 a, 
从 这 个 个 体 有 某 个 性 质 能 推出 某 个 命题 ， 那 么 从 个 体 域 中 至 少 有 - 
一 个 个 体 具 有 这 一 性 质 ， 也 就 能 推出 这 个 命题 。 因 此 ， 当 我 们 想 
要 从 给 定 前 提 (9:)A 推 出 B 时 ， 我 们 不 必 直 接 从 (9x)A 出 发 来 进 
行 推导 ， 而 可 以 从 ACY/X) 出 发 ， 只 要 能 从 ACyY/x) 推 出 B， 我 们 
PREH TANIEC.) A 能 推出 B。 跟 VI 规则 相 类 似 ， 在 引用 这 
一 规则 时 一 定 要 注意 对 关键 变 项 所 附加 的 限制 条 件 。 规 则 中 所 说 
“也 不 在 A(Y/x) 一 >B 所 依赖 的 假设 中 自由 出 现 ” 是 指 ，y 不 在 
A(Y/x) 一 >B 所 属 子 证 明 、 该 子 证 明 所 从 属 的 子 证 明 、 所 从 属 的 子 
证 明 所 从 属 的 子 证 明 、…… 利 用 Hyp 规 则 引入 的 公式 中 自由 出 现 。 

F 的 一 个 证 明 就 是 按 上 述 规则 构造 出 来 的 一 系列 公式 。 如 果 
一 个 证 明 在 其 论证 过 程 中 引进 的 假设 并 未 都 用 一 和 一 >I 消 除 ， 
则 称 该 证 明 为 假设 性 证 明 。 当 A 是 某 个 非 假设 性 证 明 的 最 后 一 步 
时 ， 则 称 A 为 ( 形式 ) 可 证 的 或 称 为 F 的 定理 ， 同 时 也 称 该 证 明 
为 4 的 一 个 ( 形式 ) 证 明 。 
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由 于 YI 和 3 了 E 两 条 规则 比较 复杂 ， 我 们 在 使 用 这 两 条 规则 时 
必须 注意 对 关键 变 项 所 附加 的 限制 条 件 ， 否 则 将 会 使 并 非 有 效 的 
公式 成 为 可 证 公式 。 

下 面 我 们 按照 规则 要 求证 明 若干 公式 为 定理 ( 用 T 表示 ) ， 
为 简略 起 见 ， 省 掉 一 些 括号 。 

Ti: A—>(Hz)A 


证 明 ， 
@ OA CHyp) 
© CH) A cal) 
@ A—>(Ix)A (— 1) CiEtE y 
T,:《9X)A 一 >A，x 不 在 A 中 自由 出 现 。 
WH: 
@ O (gz)A (Hyp) 
© OA (x/x)BJA . (Hyp) 
@ JA (Rep) 
A 一 > 人 (>l) 
A (Ez) 
(Iz)A—>A (>I) CEE) 
T,: (gx)A 一 >(VX)A，x 不 在 A 中 自由 出 现 。 
证 明 : 
@ O (Ix)A (Hyp) 
© OA (x/x ) 即 A (Hyp ) 
© la (Rep) 
@ jn (— p 
© A (CJE) 
© Cyx)A . (VI) 
© (dz)A 一 >(Vxz)A (—I) GER) 
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由于 x 不 在 A 中 自由 出 现 ， 当 然 更 不 在 (Yz)A 和 (qz) A 中 自由 出 
现 ， 因 此 5E 和 YI 两 规则 在 这 里 都 是 可 以 用 的 。 : 


T4:，(Vz)(Vy)A 一 >(Vr)CVz)A 
证 明 ， 


© O (vxr) (vy)A 
© (vy)A 

@ A 

@ | (vx)A 

@ (yy) (Vx)A 


© yx) (Vy) A— (yy) (Vx)A 


Ts: (Hz)(H7)A—>(H)(Hx)A 
证 明 ， 


@ O (gz) (q: A 

@ O (Hq)A 

@ OA 

@ (qx)A 

© (dr) (Hz)A 

A 一 >(Ey) (4z)A 
@ CHO (Hz) A 

®© Car) A—> (Hr) (Iz)A 
‘qr) (gx)A 

@ Hz) (中 )A 一 >(dy) C.) A 


一 


证 明 : 
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(CHyp> 

C yE) 

(VE) 
《VI,x 是 关键 变 项 》 
《V1,y 是 关键 变 项 》 
(>I) CEE) 


(Hyp) 

(Hyp) 

(Hyp) 

CHI) 

(qI) 

(~>1) 
(9E,y 是 关键 变 项 》 
(>l) 

〈 9E,x 是 关键 交 项 》 
《>1)〈 证 毕 》 


|: 《9x)(A 八 B) 一 >(9x)A 八 B，x 不 在 B 中 自由 出 现 。 


© O (Hx) (AAB) (Hyp) 


© O AAB (Hyp) 

© A CAE) 

@ | CH) A (3I) 

@ B CAE) 

Caz) AAB CAD 

@ AAB—> (Jx) AAB (>I) 

CH IO AAB 《了 下 ,x 是 关键 变 项 》 


@(qxz)(AAB) 一 >(qz)AAB (~>I) (证 毕 ) 


四 ”演绎 定理 

演绎 定理 是 谓词 演算 中 的 重要 定理 。 我 们 讲 过 ， 萄 涵 式 一 般 
都 相当 于 推理 形式 ， 但 是 一 个 正确 的 推理 如 果 是 以 狭 谓 词 演算 作 
工具 进行 的 ， 那 么 ， 与 其 形式 相当 的 蕴涵 式 是 否 就 必然 是 狭 谓词 
演算 的 一 个 定理 ? 演绎 定理 就 是 要 从 理论 上 对 这 问题 给 予 说 明 。 
简单 地 说 : 

设 在 狭 谓词 演算 中 给 定 AR A As, e, An (M>0), 
并 令 A=Al 八 A;, 八 … 八 A。， 如 果 从 A 可 以 推演 出 公式 B， 并 且 
在 推演 过 程 中 A 里 的 自由 变 项 保持 不 变 ， 另 外 ( A 一 >B ) 为 合 
式 公 式 ， 那 么 ，( A 一 >B ) 就 是 谓词 演算 中 的 一 个 普 j 有 效 公 
式 。 所 谓 “ 在 推演 过 程 中 A 里 的 自由 变 项 保持 不 变 ” 就 是 在 推演 
过 程 中 ， 对 于 自由 出 现在 一 切 依赖 A 的 公式 里 的 变 项 ( 命题 的 、 
谓词 的 、 个 体 的 ) 未 曾 引用 变 项 代入 规则 、 前 件 存 在 规则 及 后 件 
概括 规则 。 演 经 定理 可 以 简化 谓词 演算 中 定理 的 证 虹 。 例 如 ， 在 
证 明 (X) (F(X) 一 >G(X)) 一 >((X)F(X) 一 >《x)GC(Xx) ) 时 ， 如 
果 从 公理 出 发 直接 应 用 推理 规则 去 证 明 ， 证 明 将 很 繁 元 ， 应 用 演 
绎 定理 后 ， 证 明 的 步 又 就 会 减少 。 我 们 具体 说 明和 如下: 
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演绎 定理 (一 ) 

定理 ”如果 I 是 合式 公式 的 集合 ，A 和 3 是 合式 公式 ， 并 且 工 
U {A}FB, 那么 TF (A 一 >B) 。 

HEB; 通过 对 形成 由 FU (A } 演绎 出 B 的 序列 中 的 合式 公 
式 的 数目 施 归纳 来 证 明 这 个 定理 。 

基 始 步骤 ”假设 这 个 序列 只 有 一 个 元 素 ， 那 么 这 个 元 素 一 定 
是 B 本 身 ， 而 且 B 或 者 是 命题 逻辑 系统 的 公理 ， 式 者 是 TU (A) 
的 元 素 。 

情况 1，B 是 公理 。 于 是 由 TT 演绎 出 ( A 一 >B ) 如 下 ， 


CDB ( 命题 逻辑 公理 ) 

@B— ( A—>B) CT; 3 

@(A— B) (@D，@ 分 离 规则 ) 
情况 2: B ECHT. EADH ( A 一 >B ) 的 演绎 如 下 : 
@B ( T ñ93638) 

@B— ( A—>B) š 《Ti ) 

® (A—>B) (O, ODRA ) 


情况 3: B 是 A。 命 题 公理 推理 系统 中 T,: ( A 一 >A )。 所 
议 我 们 可 以 把 ( A 一 >A ) 从 演绎 出 来 ， 而 ( A— A ) 也 可 和 写 
成 (A 一 >B ) 。 因 此 在 这 一 情况 下 我 们 有 TH- ( A 一 >B ) 。 

归纳 步骤 ”假设 由 人 TU { A } 得 出 B 是 有 nn 个 元 素 的 序列 ， 
在 这 里 n 之 1， 并 且 假 设 这 个 定理 对 于 有 少 于 mn 个 元 R 的 序列 成 
立 。 于 是 有 下 述 4 种 情况 需要 考察 。 

情况 1， B 是 命题 逻辑 的 公理 。 这 正 是 基 始 步骤 的 情况 1， 于 
是 证 明了 TH (A 一 >B) o 

情况 2: B 是 工 的 元 素 。 这 正 是 基 始 步骤 的 情况 2?， 于 是 证 明 
TTH (A 一 >B) 。 

情况 3，B 是 A。 这 与 基 始 步骤 步 的 情况 R, FEADH 
(A—>P ). 
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情况 4，B 是 由 演绎 中 前 面 的 两 个 合式 公式 借助 分 离 规则 得 到 
的 。 这 两 个 公式 一 定 有 形式 B 和 ( C 一 >B ) ， 并 且 它 们 每 一 个 都 . 
一 定 可 通过 有 少 于 n 个 的 元 素 的 序列 由 TU (A } 演绎 出 来 。 在 
每 一 场合 刚好 省 略 掉 原来 演绎 中 的 后 面 的 元 素 而 剩 下 的 是 所 需要 
的 序列 。 我 们 有 TU { A} 上 FB 和 TU {A} (C—>B), 并 且 
应 用 归纳 假 RAH ( A 一 >C ) 和 TH (A 一 >(C 一 >B) ) 。 

我 们 可 以 把 所 要 求 的 由 本 得 出 B 的 演绎 给 出 如 下 : 

(1) 


: Jaran (A—C ) 的 演绎 ， 
(K) (A—>C)) 


(k+1) 
: 由 工 得 出 〈A 一 > (C 一 >B)) 的 
(L) (A—>(C—>B) 


演绎 ， 
(L+1) (A—>(C—>B)) >( (A— C) >(A 
—B) )(T:s)， 
(L+2) (A—>C)— (A— B) (L, L+1, 286 


规则 ) ， 

(L+3) (A—>B) (K，L+2， 分 离 规 则 ) ， 
所 以 ， TH ( A 一 >B ) 对 所 有 四 种 情况 都 成 立 。 
演绎 定理 (二 ) 


定理 ， 设 在 狭 谓词 演算 中 给 定 公式 Ai，A:，…，An (M> 
0 ) ， 并 令 A=A: 人 As 人 … 人 人 Au, 如 果 从 A 可 以 推演 出 公式 B， 并 : 
且 在 推演 过 程 中 A 里 的 自由 变 项 ( 命题 的 、 谓 词 的 、 个 体 的 ) 保 
持 不 变 ( 即 不 能 应 用 变 项 代入 规则 、 前 件 存在 规则 和 后 件 概括 规 
则 ) ， 另 外 ( A 一 >B ) 为 合式 公式 ， 那 么 ，( A 一 >B ) 就 是 谓 
词 演算 中 的 一 个 普遍 有 效 公式 。 

此 定理 的 证 明 比较 复杂 ， 大 致 情况 是 ， 

设 给 定 一 个 从 A 得 B 的 推演 由 以 下 一 系列 公式 组 成 ， 并 且 A- 
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中 自由 变 项 保持 不 变 。 

(E,) :E,, E}, =, E,(=B) 
:我们 可 以 将 此 推演 的 每 一 公式 前 都 加 上 “A 一 >”: { A 一 > 
E, } : A—E,, ,A—>E,( =A—>B )。 
-这 一 系列 的 公式 如 果 加 以 适当 的 补充 和 整理 ， 最 后 必然 可 以 得 到 
( A 一 >B ) 的 证 明 。 

演绎 定理 的 意义 

一) 狭 谓词 演算 是 逻辑 系统 ， 它 是 我 们 推理 和 证 明 的 理论 基 
础 和 工具 。 如 果 我 们 要 研究 某 个 一 阶 公理 系统 的 性 质 , 例 如 初等 数 
论 的 一 致 性 和 完全 性 ， 我 们 就 必须 明确 在 此 公理 系统 里 进行 推理 
和 证 明 的 逻辑 工具 是 什么 ， 就 有 必要 把 这 数学 理论 和 疾 谓 词 演 算 
结合 起 来 ,成 为 一 个 整体 。 这 样 , 在 这 公理 系统 里 的 推理 就 是 以 狭 
谓词 演算 为 工具 ,以 这 系统 的 公理 为 前 提 的 推理 。 由 于 这 系统 的 公 
理 里 没有 谓词 变 项 和 自由 个 体 变 项 ， 这 种 有 前 提 的 推理 也 必然 是 
限制 的 推理 。 根 据 演绎 定理 ， 这 种 推理 如 果 是 合乎 推演 规则 的 ， 
那么 它 的 形式 必然 是 犹 谓词 演算 的 定理 ， 即 相当 于 一 个 普遍 有 效 
的 蕴涵 式 。 这 也 就 是 说 ， 推 理 的 结果 是 公理 系统 合乎 逻辑 的 结论 
或 是 可 以 成 立 的 定理 。 

( 二 ) 通过 对 狭 谓 词 演算 中 推演 规则 和 演 经 定理 的 研究 ， 何 
以 更 明确 理解 等 值 和 “可 互 推 ” 这 两 个 逻辑 关系 的 区 别 。 设 公式 
. A 和 B 等 值 ， 即 A 和 B 同 真 同 假 。 用 符号 表示 是 ， A<—B, 但 是 

“可 互 推 ” 的 定义 是 : 两 公式 A 和 B 可 互 推 ， 如 果 根 据 狭 谓词 演 
算 的 推理 规则 ， 从 A 可 以 推 B 并 且 从 B 可 以 推 A。 用 符号 表示 是 : 
-AFHAB。 显 然 ， 等 值 是 较 强 的 关系 ， 等 值 的 两 个 公式 可 以 互 
推 ， 但 是 可 互 推 的 公式 却 不 一 定 等 值 。 用 符号 表示 是 : 
( A<—B )—> (AHB) 

例 1. 公 式 p 和 一 p 可 以 互 推 。 从 p 经 过 代入 可 以 得 一 p， 从 一 p 

部 过 代入 可 以 得 一 p 即 p。 但 是 p 和 一 p 并 不 等 值 ， 它 们 的 真 值 
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正好 相反 。 

例 2. 公 式 ( 工 ) A(Xx) MA (Y) 也 是 可 以 互 推 的 。 据 公理: 
5: (xX)F(X)—>F(y), 可 得 (xX)A(X)—>A(y), 
BK, MA (Y) 经 过 概括 和 约束 个 体 变 项 易 字 ， 又 可 推出 
《X)A(x)，, 但 是 这 种 推出 并 不 表明 A (y) 一 > (xX)Alx) 
成 立 ， 而 且 这 个 公式 并 不 是 定理 。 因 此 (xX)A(x)<->A(y) 
并 不 成 立 ，( xX ) A ( x ) 和 A (y ) 并 不 等 值 。 

由 此 可 见 ，A 和 B 可 以 互 推 时 并 不 一 定 等 值 。 在 例 二 中 ， 根 . 
据 狭 谓词 演算 的 概括 规则 ， 如 果 A 和 B 可 以 互 推 并 且 A 为 普遍 有 
效 公 式 ， 那 么 B 也 为 普遍 有 效 公 式 ， 反 之 亦 然 。 这 就 是 说 ， 设 A 
和 和 B 可 互 推 ， 那 么 A 普遍 有 效 的 充分 必要 条 件 是 B 普 遍 有 效 。 至 于 
等 值 关系 则 更 强 ， 如 果 A 和 B 等 值 ， 则 不 但 作为 公式 的 整体 ，A 
和 了 B 在 推导 中 可 以 相互 代替 ， 而 且 根 据 基本 置换 规则 ， 作 为 某 公 
式 的 一 部 分 也 可 以 相互 置换 。 正 象 重 言 式 和 重 言 等 值 式 不 是 全 等 
概念 一样 ， 普 遍 有 效 式 和 普遍 有 效 等 值 式 也 不 是 全 等 概念 。 
A< 一 >B 说 明 : 此 式 作为 整体 是 重 言 式 或 普遍 有 效 式 ， 其 中 A 和 BB 
可 是 也 可 不 是 重 言 式 或 普 A 有 效 式 ， 但 它们 彼此 等 值 则 是 绝对 
的 。A HB 说 明 ，A 和 B 可 以 互 推 ， 但 并 不 一 定 等 值 ， 只 要 A( 或 . 
B) 是 重 言 式 或 普遍 有 效 式 ( 或 非 重 言 式 、 非 普遍 有 效 式 ) ， 就 . 
能 推出 B〈 或 A ) 是 重 言 式 或 普遍 有 效 式 ( 或 非 重 言 式 、 非 普遍 
AAR) 。 


五 范式 

和 前 面 讲 的 命题 逻辑 的 公式 一 样 ， 谓 词 逻辑 的 公式 也 有 范 
式 。 谓 词 逻 辑 的 范式 可 以 显示 出 谓词 公式 的 一 些 重要 性 质 ， 这 为 
某 些 类 型 的 谓词 公式 的 判定 问题 的 解决 提供 了 工具 。 我 们 讨论 两 
种 范式 ， 前 束 范式 和 司 寇 伦 范式 。 

(一 ) 前 未 范式 ”量词 都 非 否 定 地 处 于 公式 最 前 方 ， 并 且 其 
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辖 域 都 延伸 至 公式 末端 的 狭 谓词 演算 公式 ， 称 作 前 束 范 式 。 例 
如 
(x) (F(X)—>G(xX)) 
(x) (Hy) (R(x, yy—R(y, y) ) 
都 是 前 束 范式 。 这 种 范式 的 优点 在 于 ， 当 对 谓词 演算 作 一 般 性 的 
研究 时 ， 在 量词 以 后 的 整个 表达 式 可 以 当 作 命题 演算 中 的 复合 命 
题 处 理 。 前 束 范 式 有 一 存在 定理 ， 犹 谓 词 演 算 的 每 一 公式 都 有 前 
束 范 式 ， 而 某 公 式 的 前 束 范式 不 是 唯一 的 。 关 于 求 前 束 范式 的 方 
法 ， 我 们 可 以 根据 下 述 一 些 定理 ， 把 量词 逐步 前 移 ， 最 后 移 至 公 
式 的 前 方 。 
1 .消除 量词 否定 。 凡 是 带 有 否定 一 的 量词 ， 都 要 消除 此 否定 
一 。 消 除根 据 是 如 下 两 条 定理 ， 
T. :一 (xX)R(x)< >( gz) 一 PFC(x)， 
Tai? (Jx) F(X) <> (XxX) F(X). 
这 种 消除 方法 ， 只 要 用 上 述 等 值 式 中 右 侧 的 公式 置换 左 侧 带 否定 
量词 的 公式 即 可 。 
2. 相 同 量词 易 字 。 对 于 带 有 相同 变 项 的 量词 ， 可 以 根据 约束 
变 项 易 字 的 规则 ， 对 其 逐步 易 字 以 达到 所 有 量词 中 的 变 项 都 不 采 
用 相同 字母 。 但 是 如 果 可 以 引用 下 面 定理 : 
Tars | (Hx)F(X)V (q. )G(x)<— (Hx) (F(x ) 
VG(x) ), 
T-s:(x)FCX)A 人 人 (Cx)G(CX)< >(x) (F(x)AG 
(X) )。 
就 可 以 用 右 侧 的 公式 置换 左 侧 带 有 相同 变 项 量词 的 公式 ， 而 不 采 
用 约束 变 项 易 字 的 方法 。 
3 .消除 某 种 等 值 式 。 有 某 种 等 值 式 只 是 部 分 公式 含有 量词 ， 
这 时 需要 把 此 等 值 消除 ， 根 据 : 
Ta : (p—@q)—<— (p—4q)A (q—p);, 
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T, | (pe—>q)<—— (pAq)A (PATA) o 
这 种 消除 的 目的 在 于 为 下 一 步 的 量词 逐渐 前 移 做 出 准备 。 

4. 量 词 逐 渐 前 移 。 根 据 下 述 定理 

关于 析 取 

T-i1 IpV (Xx)F(x)<——(x) (pDVEC) )， 

T-29:pPV (%.)F(x)——(q,) (pVF(x) ), ` 

T-:e | (TF(X)V (q,0G(X)<—(q,)X( F(X ) VG(x)); 

关于 合 取 

T. IpA(x)F(x)<——(x)(pAF(x)), 

T-ss PA (Hx:)F(X)<—> (Jx) (PAF(x) )， 

T-s: (X)F(X)A(X)G(Xx) <—>(x)(F(xX) 人 人 

G(x) ); 

关于 蕴涵 

T.,,1p—>(x)F(x)<—— (x) (p— F(x) )， 

T- | (x)F(x)—>p<— (se) (F(x) — p), 

T_.,, 1 (Hx) Fx) —p<—> (x) (F(x)— p), 

T- : p—> (Ix) F(x) (s e) (p—>*F(x) )。 
仍然 用 上 述 等 值 式 中 右 侧 的 公式 直接 置换 左 侧 的 公式 ， 并 且 不 厌 
其 烦 地 逐渐 进行 置换 ， 达 到 最 终 将 量词 逐步 向 左前 移 到 全 公式 的 
最 前 方 ， 并 使 其 辖 域 都 延伸 到 全 公式 的 最 右 端 。 

下 面 我 们 求 几 个 谓词 公式 的 前 束 范式 。 

例 1. 求 F(x ) VY) GY ) 的 前 束 范式 。 

F(x)V (H, ) QG (y) 0 

@(I) (F(x)V—G(y) ) (Taas) CRK) 

W2. R (ZH. )F(x)V(x)G(x))A (p— (x) 

H (x) ) 的 前 束 范式 。 

@(CCx) 一 PFCx)VCXx)G(X)) AD 一 >(x)HOx)) 

(T-,,) 
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— T. 
Cs 


@( (x) F(x) V (x)G(x))ACGO(p—>H( x) ) 


(T21) 
@((y)—F(y)V (x)G(x)) A(x) (p—H 
(X) ) (R,-,) 
@(x)((y)—-F (y) VG (x) ) A (x).(p—H 
(x) ) (T2) 
@(x)( ( (y)—-F(—°y)VG(x) ) A(p—>H(x)) ) 
(T_,) 


@(x) ( (y) (F(Y) VG( x))A ( p— HG@2)) 

(T-11) 

D(X) (y) ( (—QF(y)VG(x) )ACD 一 > HOX)) ) 

(T-:。) CRE) 

例 3. 求 (x) (F(x) 一 >G(x) )— (a) (F(x)AG 
《x) ) 的 前 束 范式 。 我 们 可 以 采取 两 种 不 同 的 步 晴 来 求 ， 并 且 从 
中 可 以 看 出 ， 由 于 步 又 不 同 ， 所 得 前 束 范式 也 不 同 。 

第 一 种 : 

@(x)(FCx) 一 >G(x) ) 一 > (g;) (F(y)AG 

(yx J: CR Oy 

@O(I) (ar) ( (F(x)—>G(x))— . (F(yY 

AG(y)) )( 工 -加 !，T- 加 2 ) CRE) 

第 二 种 ， 

OXF ( X))VG(x)) VOI)F ( x) AG(x))(D, ) 

D(a) (F(x)A-G (x)) V (g,) (F (x) A 

G(x)) (T-,, D+ M) 

®©) ( (F(X)A—G(x) ) V ( F(x ) A Gx) 

CTs) 

(A) (F(X) 八 (G(x)VG(x)) ) (化 简 ) 

加 (gz)FRCx) (GERD CRH) 
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可 以 看 出 ， 求 前 束 范 式 的 步骤 不 同 ， 得 到 的 前 东 范 式 也 不 
聘 。 不 管 怎样 ， 我 们 求 得 一 个 公式 的 前 束 范式 以 后 ， 都 可 以 将 量 
词 后 的 整个 表达 式 当 作 命 题 演算 中 的 复合 命题 来 看 待 。 但 是 ， 我 
们 从 上 例 中 也 可 看 到 ， 前 束 量词 可 以 有 许多 不 同 的 排列 方法 ， 因 
此 就 得 到 不 同形 式 的 前 束 范式 ， 这 对 我 们 研究 谓词 演算 的 判定 问 
题 很 不 方便 。 如 果 能 得 到 一 种 特定 类 型 的 范式 ， 使 我 们 考虑 问题 
的 范围 能 进一步 缩小 ， 那 会 对 我 们 研究 谓词 演算 的 判定 问题 有 所 
帮助 。 下 面 我 们 就 介绍 司 寇 伦 范式 。 š 

(二 ) 司 冠 伦 范 式 ”对 于 谓词 公式 A 而 言 ， 如 果 它 的 前 束 范 
式 是 B， 并 且 B 中 无 自由 个 体 变 项 ， 至 少 有 一 存在 量词 而 且 所 有 
存在 量词 都 在 全 称 量 词 之 前 ， 那 么 我 们 就 称 前 束 范 式 B 是 公式 A 
的 司 寇 伦 范式 。 例 如 ， 

(Hx) (Hy) (z) (F(X, y, z) AG(x, y, z) 一 > 

H(x, y, z) ) (gx ) (q,) (z) (H (x,y,z)<— F 

(x,y,z2)VG(x, y,z) ) 就 都 是 司 寇 伦 范式 。 相 反 

(Ax) (y) (F(x,y) AG(x,y,z)) 《其 中 有 自由 
个 体 变 项 z ) 

(x)(F(x)—G(x)) (其 中 无 存在 量词 ) 

(x) (gy) ( (F(x) —G(x) ) 一 >FIY)AGCz) ) 

〈 其 中 全 称 量词 在 存在 量词 之 前 ) 
这 些 就 不 是 司 寇 伦 范式 。 ç 

司 寇 伦 范 式 的 存在 定理 ”任何 狭 谓 词 公式 A 都 有 一 个 习 室 伦 
范式 B， 而 且 A 和 B 是 可 以 互 推 的 ， 即 A 4B，A 的 普遍 有 效 性 
是 B 的 普遍 有 效 性 的 充分 和 必要 条 件 。 下 面 进行 证 明 。 

对 于 狭 谓词 公式 A 而 言 ， 大 致 有 如 下 情况 : 

1. 狭 谓词 公式 A 必定 有 一 前 束 范 式 B;,， + HAB. 4 
果 B: 中 无 自由 个 体 变 项 ， 至 少 有 一 存在 量词 并 且 所 有 存在 量词 
都 在 全 称 量词 之 前 ， 那 么 B: 就 是 A 的 司 寇 伦 范式 否则 还 不 是 ， 
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还 要 继续 寻求 。 

2 .如果 Bi 中 有 m 个 自由 个 体 变 项 ， 即 9;，b:,…，*b-， 则 可 用 
概括 规则 得 到 B:， 这 时 

B:=(6)(6:)…(b。)Bi (m>0) 
于 是 B, 和 B: 可 以 互 推 ， 具 体 说 : 

(1) 假 设 B! (Oi, Oz, =, 0.) 。 

〈2) 用 概括 规则 得 (9 ) (0, ) ee C On ) Bi (0,,0,, > 
On) 。 这 就 是 B,， 因 此 Bi 一 B, 。 从 另 一 方面 

(1) 假 设 (901 ) C8: ) e (Oa ) B, (8i, b2, eati 0,), 

( 2 ) 据 公 理 五 等 得 (6 ) (06, ) ee (On) Bi (Oi, Orey 

bu) 一 >Bl (01, 0,, **, On), 

( 3 ) 由 分 离 规则 得 B, (Oi, 0,, =, 0.) o 
这 说 明 B: 上 六 Bi。 如 果 B: 中 没有 自由 个 体 变 项 ， 则 B: 就 是 Bl。 

3. 如 果 B, 中 只 有 命题 变 项 而 无 谓词 变 项 ， 即 B, 是 一 个 命题 
公式 ， 就 可 以 引用 复合 命题 等 值 式 

P> (A) ( (F(x)V—-F(x) )Ap) 
这 个 公式 就 是 引进 一 个 处 于 最 前 方 的 存在 量词 。 它 来 自 这 样 的 推 
导 : 

CDRT 2s APA (A) F(x) <> (ax) (pAF 

(xX) )， 
《2 ) 谓词 代入 得 p 人 (9x) (F(x) V F(x) ) <> 
(3x) (pA (F(x)V-F(x) )， 

(3 ) 消除 ， 得 p< 一 > (9x) ( (F(x)V 一 F(x)) 人 \p )。 

4. 如 果 B: 不 是 司 寇 伦 范式 ,那么 假设 B, 中 的 A (xi ,Xs,*…， 
Xo， 了 ) ， 其 中 n 宇 0，x;，x。，…，X。，y 是 自由 个 体 变 项 。B。 
可 能 有 如 下 两 种 情况 : 〈 1 ) 全 称 量词 (y ) 之 前 无 存 在 量词， 
在 其 后 也 无 存在 量词 ，( 2 ) 全 称 量词 ( y ) 之 后 只 有 k-1 个 全 称 
量词 出 现在 存在 量词 之 前 。 于 是 我 们 可 以 证 明 ， 由 上 述 两 种 情况 
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能 够 求 得 一 前 束 范式 Bs BMB, AA fE, HB, MB: RE 
说 ， 如 果 是 情况 (1 ) ， 那 么 根据 上 面 的 等 值 式 p<-> ( 9x ) 
( (F(x) VF(x)) Ap) 

则 Bs 最 前 方 可 以 引入 一 存在 量词 ， 即 Bs 成 为 一 个 司 E 伦 范式 。 
如 果 是 情况 ( 2 ) ， 经 过 k 次 这 样 的 转换 ， 就 可 以 得 到 司 寇 伦 范 
式 。 为 了 得 到 Bs， 我 们 现在 先 构 造 一 个 B* 如 下 : 

(Ha ) (Azz ) e (Axa) ( (Hí) (A(XI, X,, oy) 

AS ( X1, X2, e, XY) ) V (z) S(Xi ,Xs peee, Xs, 2) ) 其 中 

S ( = ) 是 在 A 中 不 出 现 的 谓词 变 项 ，z 是 在 A 中 不 出 现 的 个 
体 变 项 。 于 是 我 们 证 明 下 述 情况 。 

5,B, 和 B' 可 以 互 推 ， 即 B, I B’. 

6.Bs 和 B" 也 可 以 互 推 ， 即 Bs B". 

这 种 可 以 互 推 的 具体 证 明 ， 我 们 在 此 从 略 。 总 之 它们 都 证 明了 司 
寇 伦 范 式 存在 定理 的 成立 。 下 面具 Ek A) (y) (3: ) 互 
(x, y, z) 的 司 寇 伦 范式 。 

此 处 的 A (x, y ) 是 ( g. ) 了 (x, y, u). 。 作 一 构 ER: 
(gz)((3Sr) C(A) H(x, y, u) AS (x, y ))V 
(z)S(x, z) ) 

再 将 Ca), C) 前 移 ， 则 得 : 

(ax) Ay) (I.) ((H(X,y,u) MATS(x,y) ) VCZ? 
S(x, z) ) 

再 将 ( z ) 前 移 ， 则 得 
Cu.) (Hy) (UCZ) ((H(x,y,u) A QS(x,y))VS(x, z))。 
最 后 一 式 就 是 原 谓词 公式 的 司 寇 伦 范式 。 


A TZANA 
所 谓 元 逻辑 问题 ， 就 是 把 逻辑 本 身 作为 研究 对 象 ， 考 察 其 内 
在 的 逻辑 问题 。 对 于 谓词 逻辑 的 元 逻辑 问题 ， 我 们 讨论 的 仍然 
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是 : 推理 系统 是 否 一 致 ? 推理 系统 是 否 完全 ? 公理 和 推理 规则 相 
对 于 公理 系统 是 否 独立 ? 

《一 )—#&W% 

一 致 性 也 称 相 容 性 、 协 调 性 、 可 靠 性 或 无 了 矛盾 性 。 一 个 逻辑 
系统 或 理论 系统 如 果 是 内 含 逻 辑 矛 盾 的 ， 那 么 这 个 R 统 就 不 可 
靠 ， 而 不 可 靠 的 系统 还 有 什么 意义 昵 ? 我 们 肯定 ， 谓 词 演算 系统 
是 一 致 的 ， 它 不 可 能 推出 逻辑 了 矛盾， 因此 也 是 可 靠 的 逻辑 系统 。 

定理 一 ”在 谓词 演算 系统 里 ， 不 可 能 有 一 公式 A， 并 且 A 和 
一 A 都 是 在 演算 系统 里 可 证 的 。 这 个 定理 是 说 ， 在 谓词 演算 系统 
里 A 与 一 A 不 能 同时 都 真 ， 即 该 系统 是 无 矛盾 的 。 

定理 二 “在 谓词 演算 系统 里 ， 有 一 公式 A，A 在 演算 系统 里 
是 不 可 证 的 。 这 个 定理 是 说 ， 对 于 谓词 演算 系统 而 言 ， 并 非 任 
何 公式 都 是 可 以 证 明 的 ， 否 则 的 话 A 和 一 A 就 都 可 以 证 明了 ， 就 
会 出 现 逻 辑 矛 盾 。 

一 致 性 定理 的 证 明 可 以 应 用 归 雇 法 ;在 谓词 演算 里 ， 如 果 存 
在 一 公式 A，A 与 "A 都 是 可 证 的 ， 而 且 B 是 任意 公式 ( 包括 极其 
荒 雇 的 命题 或 假 命题 ) ， 那 么 B 就 是 可 证 的 。 因 为 

@A 可 证 ， 一 A 也 可 证 (假设 ) 

@AA—A ( 合 取 构 成 Ti ; p 一 > (q—pAq) ) 

@—AVA 〈 附 加 定理 Ti。: p 一 >qVDp ) 

@—AVAVB(T,o ) 


@  (AA—A)5 VB (D. MẸ) 
@AA—A—B (一 > 定义 ) 
OB ( 假 命 题 ) (@，@ 分 离 ) 


为 了 便于 证 明 谓 词 演 算 系 统 的 一 致 性 ， 我 们 先 给 谓词 演算 系 
统 以 某 种 算术 解释 ， 从 而 使 谓词 演算 系统 的 一 致 性 问题 转换 成 算 
术 演 算 中 的 一 致 性 问题 。 一 个 命题 或 一 个 形式 系统 是 否 真实 ， 单 
说 形式 本 身 是 不 能 检验 的 ， 必 须 给 它 财 予 某 种 意义 才能 检验 。 因 
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此 ， 在 给 予 谓词 演算 以 具体 解释 下 ， 所 有 普遍 有 效 公式 都 具有 性 
ORO, KERIEN: 第 一 ， 所 有 谓词 演算 的 公理 都 具有 性质 
中 ， 第 二 ， 如 果 前 提 具 有 性 质 中 ， 那 么 应 用 推理 规 则 于 这 些 前 
提 , 所 得 结论 也 应 具有 性 质 中 ， 第 三 ，A 与 一 A 不 能 同时 都 具有 性 
质 忠 。 于 是 ，~` 致 性 问题 就 得 到 了 证 明 。 为 便于 元 多 得 证 明 ， 我 
们 考虑 的 对 象 域 只 是 在 有 限 的 范围 内 。 如 果 论 域 只 有 一 个 个 体 ， 
则 我 们 就 把 谓词 演算 的 一 切 量词 销 去 ， 用 相间 的 命题 变 项 代替 相 
伺 的 谓词 变 项 ， 从 而 把 谓词 演算 的 公式 转换 为 命题 演算 的 公式 来 
讨论 。 这 时 只 取 真 假 二 值 ( 1，0 ) 。 

第 一 ， 所 有 谓词 演算 的 公理 都 具 有 性 ub C BB k 8 E, 中 
三 1 ) 、 换 句 话 说， 公理 都 是 重 言 式 或 普遍 有 效 式 。 下 W 进行 证 
B: 

A(1), (2), (3), (4) REER, XE A 
算 中 已 经 证 明 。 现 在 主要 是 公理 (5)、〈6 ) 。 

公理 ( 5 ) 是 全 称 列举 ， (xX )F (x) 一 >F (y)， 简 化 后 
变 为 E(a ) 一 >F(a) =p—p=—pVp=1 

公理 ( 6 ) 是 列举 存在 : FE(y ) -一 > F(X), Kite 
后 变 为 F (a) 一 >F (a) =p— p=-pVp=1 

因此 ， 所 有 谓词 演算 的 公理 都 具有 性 质 中 。 

第 二 ， 如 果 前 提 具 有 性 质 中 ， 那 么 应 用 推理 规则 于 这 些 前 
提 ， 所 得 结论 也 应 具有 性 质 中 。 下 面 进行 证 明 ， 

1. 代 入 规则 ”代入 分 三 种 情况 : 命题 变 项 代入 ， 自 由 个 体 变 
项 代入 ， 谓 词 变 项 代入 。 现 在 分 别 证 明 这 些 代入 后 的 结果 都 具有 
性 质 中 。 

(1 ) 命题 变 项 代 人 规则 其 图 式 为 ; 

如 果 A ( 员 ) ， 那 么 A(R/B ) 。 

AAPA (u) 表示 公式 A 中 有 命题 变 项 hn， 其 取 值 只 能 是 真 和 
假 (1 和 0 )。A (Rh/B ) 表示 对 A 中 的 所 有 4 都 代 之 以 B， 当 然 B 
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到 值 也 只 能 是 真 和 假 。 如 果 A (u) 三 1， 是 永 真 的 ， 即 上 面 图 式 
的 永 真 性 与 它 的 形式 结构 有 关 ， 而 不 与 其 命 EN 变 项 的 表达 符号 
有 关 。 因 此 用 B 代 hk，B 也 只 能 取 值 为 真 和 假 。A ( h/B ) =l. 
(2) 自由 个 体 变 项 代入 规则 ”其 图 式 为 : 
如 果 A (0), WAA (0/0' )。 
这 个 图 式 也 可 以 推出 : 
如 果 A (0) 三 1， 那 么 A (6/0: ) 三 1。 
这 是 因为 A(0) =A(a)=A(0”) 三 1。 即 这 个 图 式 都 可 化 
为 相同 的 命题 变 项 。 
“(3 ) 谓词 变 项 代入 规则 其 图 式 C 简化 ) 为 
如 果 A(Q)， 那 么 (B) 。 
这 个 图 式 也 可 以 推出 : 
WRA (Q) =1， 那 么 A (B ) =1。 
这 是 因为 Q 和 B 都 是 谓词 ， 它 们 只 能 到 值 为 真 和 假 ， 而 且 Q ( 9,， 
9 ) 和 B (0，…，0。 Oasis es 9...) 具有 一 定 的 对 应 
关系 ， 因 此 ， 从 永 真 式 只 能 得 到 永 真 式 。 
2. 分 离 规则 其 图 式 为 
从 A 和 A 一 >B， 可 得 B。 
由 这 个 图 式 可 以 推出 ， 因 为 A=1， 而 且 A 一 >B= 一 AVB=1， 
得 到 一 AVB= 一 1VB=0VB， 所 以 B=1。 
3. 前 存 后 概 规则 ( 也 称 量词 推演 规则 ) ”这 里 分 为 前 件 存在 
规则 和 后 件 概括 规则 。 
〈1) 前 件 存在 规则 其 图 式 为 ， 
从 A (6 ) 一 >B， 可 得 (ae)A(6) 一 >B。 这 个 图 式 也 
可 以 推出 : 
从 A (0) -一 >B= 一 A(60) VB=1， 
可 得 (qd )A(6) 一 >3B= 一 (36)A(0) VB=1。 
这 里 因为 TIA (0) VB=—A (a ) VB=1, M s) A(0) 
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VB= 一 A (a) VB=1， 所 以 前 后 一 致 。 
( 2) 后 件 概括 规则 其 图 式 为 : 

从 A 一 >B (8)， 可 得 A 一 > (0)B(60)。 

由 这 个 图 式 我 们 可 以 推出 ， 由 于 一 AVB (8 ) 具有 性 质 中 ， 所 以 
一 AVB (0 ) 三 1， 而 一 AVB (60 》= 一 AVB(a ) 三 1， 对 于 A 
一 > (0) B(0) KH, 把 它 简 化 后 ， 一 AV (0)B (0) = 一 
AVB(a) 1， 所 以 ， 它 也 具有 性 质 @。 

4. 约 束 个 体 变 项 易 字 规则 HARA: 

如 果 A (0), WAA (0/0' ) 。 
当然 ， 这 里 的 A 中 是 包含 量词 的 ， 如 果 我 们 把 它 展开 来 写 ， 也 可 
RA: 

如 果 (09)A(9) 或 (30)A(0)， 

IAP JAP RIP JAW )。 
HRH, ERRA HERD, MEA @ MH A (Ca b J. A FE 
质 中 ， 而 后 者 结论 简化 后 也 为 命题 A(a) ， 所 以 它 必 然 上 共有 
HRO. 

5. 现 在 证 明 A 与 一 A 不 能 同时 具有 中 =1 的 性 质 。 证 明 ， 

AREA =1, JDZ—A=0; 

如 果 A 三 0， 那 么 一 A 三 1。 
因此 ，A 与 "A 不 能 同时 具有 性 质 趾 三 1。 

上 述 对 于 谓词 演算 系统 一 致 性 的 证 明 ， 我 们 采用 了 与 谓词 演 
算 相 对 应 的 简化 了 的 命题 演算 形式 ， 即 当 个 体 域 只 有 一 个 对 象 
时 ， 经 过 转换 而 得 到 相应 的 命题 演算 形式 。 这 种 简化 方法 可 以 方 
便 对 问题 的 研究 ， 而 且 只 要 将 其 渐次 扩展 开 来 ， 就 可 以 使 研究 结 
果 成 为 普遍 化 结论 。 

(二 ) 完全 性 

完全 性 或 完备 性 对 于 逻辑 系统 而 言 不 是 非 有 不 可 的 ， 这 跟 一 
致 性 非 有 不 可 是 有 所 差别 的 。 就 是 说 ， 作 为 一 个 逻辑 系统 必须 是 


. 253 o 


一 致 的 即 没有 逻辑 矛盾 的 ， 但 不 一 定 是 完全 的 ， 尽 管 具有 完全 性 
的 系统 是 更 理想 的 系统 。 狭 谓词 演算 具有 完全 性 。 狭 谓词 演算 的 
完全 性 早 在 1928 年 已 由 哥 德 尔 予 以 证 明 ， 因 此 被 称 为 哥 德 尔 完 全 
性 定理 。 完 全 性 包括 三 种 : 语义 完全 性 ( 又 称 广义 完全 性 ， 或 相 
对 完全 性 ) ， 语 法 完全 性 ( 又 称 狭义 完全 性 ， 或 绝对 完全 性 ) ， 
古典 完全 性 。 狂 谓词 演算 并 不 具备 古典 完全 性 ， 因 为 在 狭 谓词 演 
算 中 有 的 公式 ， 例 如 A 和 一 A 可 以 都 不 是 普遍 有 效 的 ， 这 样 ， 在 
犹 谓词 演算 中 就 推 不 出 来 即 都 不 可 证 : 但 是 古典 完全 性 则 要 求 对 
于 任 一 合式 公式 A 而 言 ， 或 者 A 是 可 证 的 ， 或 者 一 A 是 可 证 的 。 
狭 谓 词 演算 ”不 具备 语法 完全 性 ， 因 为 在 狭 谓 词 演算 中 把 一 个 推 
不 出 的 公式 加 到 公理 中 去 ， 并 不 能 使 该 系统 中 的 一 切 公式 都 可 
证 ; 但 是 语法 完全 性 则 要 求 如 果 把 一 个 推 不 出 的 公式 加 到 公理 中 
去 ， 则 该 系统 中 的 一 切 公式 都 可 证 ， 当 然 包括 极其 莞 雇 的 命题 也 
可 证 ， 因 此 会 出 现 逻 辑 矛 盾 而 造成 不 一 致 。 狭 谓词 演算 具有 语义 
完全 性 。 

语义 完全 性 定理 ”对 于 狭 谓词 演算 中 任 一 合式 公式 A， 如 果 
A 是 普遍 有 效 的 , 则 证 明 A 在 该 系统 中 是 可 推出 的 即 可 证 的 ;如 果 
A 不 是 普遍 有 效 的 ， 则 证 明 一 A 是 可 满足 的 。 下 面 进行 证 明 。 

设 A 的 司 寇 伦 范式 为 SA， 其 一 般 形 式 为 

(Ha) ee (Hxa) (yi) ee o (Ya) BC Xi, = Xas 
Yi e, Ya) 其 中 m，n 宇 0。 

我 们 知道 ， 狭 谓词 演算 中 的 任 一 合式 公式 A 都 可 以 转换 为 它 
的 司 寇 伦 范 式 SA， 而 且 A 与 SA 可 以 互 推 ， 而 推理 规则 又 能 保障 这 
种 互 推 中 的 普 志 有 效 性 的 实现 ， 因 此 我 们 讨论 A 的 可 推出 或 可 证 
性 以 及 可 满足 性 ， 就 可 以 转换 成 对 SA 的 可 推出 或 可 证 性 以 及 可 满 
足 性 的 讨论 。 

先 说 SA 的 可 推出 或 可 证 性 。 这 需要 先 判定 SA 的 普遍 有 效 性 ， 
为 此 把 SA 转换 为 比较 具体 的 一 系列 不 带 量词 的 公式。 我 们 先 为 
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SA 中 谓词 的 变 目 式 构造 个体 变 项 组 ， 设 个 体 变 项 的 序列 为 ，x。， 
Xi，Xs，*…。 为 了 跟 Ss 的 存在 量词 个 数 m 相 对 应 ， 可 把 无 穷 个 
体 域 的 自由 个 体 变 项 编 成 无 穷 多 个 可 数 的 m 项 组 ,例如 当 m =3 
时 ，m 项 组 之 一 就 是 x。，Xx,，Xx。。 而 所 谓 可 数 就 是 能 够 把 这 些 m 
项 组 按 一 定 次 序 排列 下 去 。 这 种 排列 ， 先 按 足 码 之 和 的 增长 排 ， 
再 按 字典 顺序 排列 相同 足 码 内 的 顺序 。 为 了 跟 SA 的 全 称 量词 个 数 
n 相 对 应 ， 在 每 一 mm 项 组 后 加 一 n 项 组 ， 于 是 构成 m+n 项 组 的 无 
穷 序 列 。 有 了 这 种 变 项 组 ， 就 可 以 构造 不 带 量词 的 公式 如 下 ， 

B, B(xXo, e, Xo; Xi, **,X,) 

B, B (X, ,Xo Xis Xi+ a ** Xon) 

B; B(X Xis “ts Xin XG-Datis 9 Xia) 在 这 
当中 ,i 可 以 是 任意 大 的 一 个 自 然 数 。 这 样 RJ 造 的 B: Ba 
…，B; 等 公式 可 以 有 无 穷 多 个 ， 而 每 一 个 公式 都 表 明 SA 中 包含 
的 m+n 个 自由 个 体 变 项 排列 的 一 种 可 能 性 。 我 们 设 : 

C; = B, VB, V e VBio 

WESA: Caa) (dz ) (Yi) (Fa 一 > (Gy 一 > 
Fx ) ) ， 其 中 m=2，n=1。 当 i=3 时 ， 有 : 

B, Fx,—> ( Gx,— Fx, ) 

B, Fx,— ( Gx, —>FXx, ) 

B, Fx — (Gx,—> Fx, ) 

C; =B, VB; VB. 

由 此 可 以 看 出 ，Ci 中 没有 量词 ， 如 果 把 Ci 中 不 同 的 谓词 变 项 
看 作 是 不 同 的 命题 变 项 ， 把 相同 的 谓词 变 项 但 有 不 相同 的 变 目 式 
也 看 作 是 不 同 的 命题 变 项 ， 于 是 Ci 就 成 了 命题 演算 的 一 个 公式 ， 
这 样 对 于 任 一 特定 的 自然 数 i,C; 或 者 是 一 个 重 言 式 ,或 者 不 是 一 
个 重 言 式 ， 二 者 必 居 其 一 而 且 只 居 其 一 。 这 在 命题 演算 中 是 可 以 
证 明 的 。 因 此 ， 对 Ci 就 有 如 下 的 两 种 可 能 性 ， 
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第 一 种 ， 存 在 一 个 i， 使 得 Ci 是 命题 演算 中 的 重 言 式 ; 

第 二 种 ， 不 存在 一 个 i， 使 得 C; 是 命题 演算 中 的 重 言 式 。 

如 果 第 一 种 情况 成 立 ， 那 么 就 会 证 得 SA 可 以 由 谓词 演算 的 公 

理 系 统 中 推出 ， 即 SA 可 证 ， 任 意 普遍 有 效 公 式 A 也 可 证 。 如 RE 
二 种 情况 成 立 ,那么 Ci 不 是 一 重 言 式 ,说 明 SA 的 否定 是 可 满足 的 。 
通过 对 这 两 种 情况 的 详细 证 明 ( 在 此 从 略 ) ， 狭 谓词 演算 的 语义 
完全 性 定理 得 证 。 

(三 ) 独立 性 

在 公理 系统 中 某 一 公理 A 是 否 能 从 读 系 统 中 其 余 的 公理 中 推 

演出 来 ， 如 果 能 从 其 余 的 公理 中 推演 出 来 ， 则 A 不 是 独立 的 ， 如 
果 不 能 从 其 余 的 公理 中 推演 出 来 ， 则 A 就 是 独立 的 。 如 果 设 A 是 
一 个 不 属于 谓词 演算 公理 系统 中 的 一 个 公式 ， 在 证 明 时 先 给 谓词 
演算 以 具体 解释 。 当 谓词 演算 系统 不 包含 公式 A 时 ， 它 推演 出 的 
公式 都 具有 性 质 中 ， 谓 词 演算 系统 不 包含 公式 A， 它 是 一 致 的 ， 
无 矛盾 的 ， 它 不 能 推演 出 任 一 公式 B。 但 是 ， 如 果 谓 词 演算 系统 
包含 了 公式 A 时 ， 它 能 推演 出 任 一 公式 B， 其 中 当然 包 aim 
的 命题 ， 因 此 是 不 一 致 的 、 了 矛盾 的。 因为 关于 公理 (1)、 
(2)、(3)、(4) ĦA, Az, As, ARIEN, BE 
命题 逻辑 部 分 中 证 过 ; 现 只 证 公理 (5)、(6) 即 As、Ae 的 
独立 性 问题 。 

1.As: (xX)F(X)—>F(y)o 如 果 证 得 Ai 一 一 人 :及 

As 再 加 上 推理 规则 之 后 ， 推 出 的 公式 都 具有 性 MO, m As 推出 
的 公式 不 具有 性 质 中 ， 那 么 就 证 得 了 As 是 独立 的 。 

(1 ) 假设 把 公式 作 如 下 变换 : 
(xX)A(xX) 变 成 (x)A(x)V7TpVPp 
(9Hy)A(y) 变 成 (9;)A(y)V7TpVp 

它们 仍然 是 谓词 演算 中 的 可 推出 公式 ， 都 具有 性 质 中 。 经 过 这 种 
变换 后 ， 很 明显 A: 一 A4 及 A。 不 受 影响 ， 仍 具有 性 质 中 。 就 以 As 
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来 说 ， 经 过 变换 后 所 得 : 

F(y)— (gz) F(x) V 一 pVD 明 显 是 可 推出 公式 ， 因 
为 后 件 是 永 真 的 、 所 以 整个 公式 是 : 

(F(y)— (Hz)F(xX) V—p Vp) = P=16 

(2) 从 推理 规则 看 ， 代 和 规则、 分 离 规则 和 约 束 变 项 易 字 
规则 等 都 不 受 上 述 变换 的 影响 。 关 于 前 存 后 概 规则 ( 也 称 量词 推 
演 规则 ) 也 可 具体 分 析 如 下 : 

前 件 存 在 规则 : 从 人 (09) 一 >B, 可 得 (90) A(C9) 一 > 
B。 按 照 上 述 变换 情况 ， 可 以 得 出 ; 

MA (0) 一 >B, w" fl (a, ) A (0) V—p Vp 一 >B。 十 
分 明显 ， 其 性 质 不 受 变换 的 影响 ， 仍 具有 性 质 中 。 

后 件 概 括 规则 ， 从 A 一 >B ( 0) ， 可 得 A 一 >(0 )B(0)。 
按照 上 述 变换 情况 ， 可 以 得 出 : 

从 A 一 >B (0)， 可 得 A 一 > (09)B(0) V 一 pVp。 其 性 
质 也 不 受 变换 的 影响 ， 仍 具有 性 质 。 

〈3 ) 但 是 ， 唯 独 As。 经 过 上 述 变换 后 得 到 的 公式 ， 不 具有 性 
质 中 。 具 体 说 明 如 下 。 

As: (X)F(Xx) 一 >F (y)， 变 换 后 为 

(x)F(x)V—pVp—>F(y)o 

我 们 可 以 证 出 ，(x ).F( x) V—pVp—F (y ) 在 谓词 演算 公 
理 系 统 中 推 不 出 来 ， 即 不 可 证 ， 因 为 它 不 具有 性 质 中 即 不 是 普遍 
有 效 公 式 。 

HEH: (用 归 廖 法 ) 


Q (x)F(x)V—pVp—>F(y) (假设 ) 
@ pVp (T,) 
图 —pVpV (x)F(x) (附加 ) 
@ (x)F(x)V—pVp (交换 ) 
© F(y) (®, O, 分 离 ) 


+ 257 < 


—F(y) ( 谓词 代入 ) 

© 并 非 @ (©, OFJ) (WEE) 

因此 ，As 是 独立 的 。 

(3 ) 同样 ，A, 也 具有 独立 性 。 对 于 这 种 独立 性 的 证 明 ， 我 
们 采取 不 全 同 于 As 独 立 性 的 证 明 方法 。 就 是 说 ，A。 独 立 性 的 证 
明 方 法 是 :A1 一 一 As 加 上 推理 规则 推出 来 的 公式 都 具有 性 质 中 ， 
唯 独 Ae 推 出 的 公式 不 具有 性 质 中 ， 所 以 A。 是 独立 的 必须 看 到 ， 
我 们 的 目的 是 要 证 明 独 立 性 ， 而 要 达到 这 个 目的 ， 其 方法 是 可 以 
不 同 的 ， 也 就 是 说 ， 可 以 采用 不 同 的 构造 方 式 以 证 明 独 立 性 问 
题 。Ae 独 立 性 的 具体 证 明 步骤 :由 其 他 公理 推出 来 的 公 式 都 具 
有 性 质 p， 可 以 把 公式 作 如 下 的 变换 : (x) A (x) 变换 成 (x ) 
A(x)A—-pAp, (DFV) ZKR A) F(Y) AP 
Ap, 再 证 明 ，A: 一 一 As 加 上 推理 规则 推出 的 公式 仍然 是 谓词 演 
算 中 可 以 推出 的 公式 ， 而 A。 推 出 的 公式 则 不 是 谓 词 演算 中 可 以 
推出 的 公式 ， 因 此 A。 是 独立 的 。 

证 明 ， 

首先 ， 按 照 上 述 变换 方法 ，A: 
性 质 中 。 如 ， 

As: (x)F(x)—F(y), 

变换 后 为 ，(x ) F (x ) 八 一 p 八 p 一 >F (y ) 。 变 换 后 的 公 - 
式 ， 其 前 件 永 假 ， 整 个 公式 则 永 真 ， 因 此 具有 性 质 中 。 

各 条 推理 规则 经 变换 后 也 不 受 影响 。 如 : 

前 件 存 在 规则 : 从 A (0 ) 一 >B， 可 得 (3e) A(6) 一 > 
B。 按 照 上 述 变换 情况 ， 可 以 得 出 : 

从 A (9 ) 一 >B， 可 得 ( q, ) A (0) AQqpAp—>B, RH 
Ë, (s) A CO) AQqpAp 一 >B 仍 是 谓词 演算 中 可 推出 的 公 
式 ， 即 可 证 公式 。 但 是 ， 

As: F(y)— (d.)F(x), 


As 并 不 受 影 M, PRE 
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变换 后 为 : F(Y) 一 > ( gx ) F(x) 和 一 DA 人 Ap。 变换 后 的 
公式 ， 在 谓词 演算 的 公理 系统 中 并 推 不 出 来 。 具 体 证 明 如 下 ( 用 
HBA): 


e@ @ @ @ @ ë @ @ e 


F(y)—> (qK )F(x)A—pAp (假设 ) 
—( (q.) FIX) AQpAnp) ——F(y ) ( 易 位 ) 
(x)—-F(x)VpV p—> F(y) (D.M) 


—pVp (T, ) 
—pVpV (x)—F(x) (附加 ) 
(x)—F(x)VpV—p (交换 ) 
一 PCy) (分 离 ) 
F(y) ( 谓词 代入 ) 
并 非 @ (O, @#J8 ) (WEH ) 


由 此 可 见 ，F(y ) 一 > ( q.) F ( x) Ap Ap 能 在 谓词 演算 
中 推出 ， 即 不 可 证 。 所 以 ， 人 A。 是 独立 的 。 


第 四 章 逻辑 代数 


如 果 说 现代 逻辑 的 发 展 成 熟 阶段 是 以 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 作 
为 基础 理论 部 分 的 话 ， 那 么 现代 逻辑 的 早期 形成 阶段 却 是 以 逻辑 
代数 作为 基础 理论 部 分 。 尽 管 迎 辑 代 数 也 包括 若干 命题 逻辑 的 内 
容 ， 但 是 它 总 没有 现代 命题 逻辑 那样 系统 和 完备 。 我 们 知道 ， 代 
数 是 关于 运算 规则 及 运算 展开 的 学 说 。 代 数 与 算术 不 同 之 处 在 于 
它 不 是 对 具体 数字 的 运算 ， 而 是 对 符号 的 运算 。 如 果 说 普通 代数 
的 符号 运算 还 可 以 只 理解 成 代替 各 种 数字 运算 ， 那 么 逻辑 代数 的 
符号 运算 就 不 可 以 这 样 狭义 理解 了 ， 它 的 符 号 运算 代替 着 更 广 
证、 更 一 般 的 各 种 元 素 运 算 〈 如 数字 、 真 值 、 命 题 、 集 合 、 开 关 
等 等 ) 。 逻 辑 代数 的 创始 人 是 英国 数学 家 乔治 布尔 ( 1815 一 一 
1864 ) 。 布 尔 认为 ， 由 于 代数 理论 的 有 效 性 并 不 依赖 于 对 使 用 符 
号 所 作 的 解释 ， 而 只 依赖 于 符号 的 结合 规律 ， 同 时 逻辑 关系 和 某 
些 数 学 运算 有 类 似 的 性 质 ， 如 逻辑 的 概念 、 命 题 、 推 理 与 代数 的 
字母 、 方 程 、 变 换 有 某 种 形式 的 相似 ， 概 念 、 命 题 的 析 取 与 合 取 
跟 数量 的 加 法 与 乘法 有 某 种 相似 之 处 ， 因 此 ， 如 果 将 符号 的 解释 
推广 到 更 广泛 的 逻辑 领域 ， 就 可 以 构造 成 一 个 思维 的 演算 。 逻 辑 
代数 就 是 逻辑 史上 由 布尔 第 一 个 提出 的 逻辑 演算 。 

在 逻辑 代数 中 ， 不 做 任何 具体 解释 的 最 抽象 的 理论 体系 是 布 
泵 代数 ， 它 的 运算 又 称 作 布 尔 运算 。 进 一 步 ， 将 布尔 代数 给 以 具 
体 应 用 和 解释 ， 比 如 将 布尔 运算 解释 成 真 值 运算 ， 就 成 为 真 值 代 
数 ， 解 释 成 命题 运算 ， 就 成 为 命题 代数 ， 解 释 成 词 项 运算 ， 就 成 
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为 类 逻辑 代数 ， 解 释 成 集合 运算 ， 就 成 为 集合 代数 ， 解 释 成 电路 
运算 ， 就 成 为 开关 代数 ， 解 释 成 事件 运算 ， 就 成 为 概 素 代数， 等 
等 。 人 们 将 上 述 的 具体 应 用 和 解释 也 有 统称 作 布尔 代数 的 ， 但 是 
这 里 也 要 有 所 区 别 。 


第 一 节 布尔 代数 


一 代数 含义 

布尔 代数 是 一 个 抽象 的 代数 系统 ， 这 个 系统 在 数学 上 被 看 成 
是 一 个 带 有 若干 运算 的 、 元 素 的 集合 。 这 些 运 算 具 有 一 些 基本 性 
质 ， 服 从 一 些 基本 的 运算 规则 。 从 这 些 基本 运算 规则 出 发 ， 运 用 
演绎 推理 可 以 推出 其 他 的 运算 规则 。 

我 们 用 字母 B 来 指称 布尔 代数 。B 是 一 个 至 少 含 有 两 个 〈 不 局 : 
的 ) 特定 元 素 0 和 I 的 集合 ，0 和 1 是 常 项 ， 我 们 用 x，y，z，xi， 
y:，zl，… 表 示 B 中 任意 元 素 的 变 项 ， 对 TB 中 的 元 素 ， 存 在 两 
个 二 元 运算 U 和 以 及 一 个 一 元 运算 一 ， 它 们 分 别称 为 布尔 加 : 
法 ， 布 尔 乘法 和 布尔 求 补 !B 对 于 这 三 个 运算 是 封闭 的 ， 就 是 说 ， 
对 于 B 中 任何 元 素 x 和 y，xUy、xny 及 x 作 为 运 算 的 结果 ( 分别 
称 作 布尔 和 、 布 尔 积 、 布 尔 补 ) 都 仍 是 B 的 元 素 。 此 外 ，B 中 还 
包括 等 号 = 、 不 等 号 二、 括号 ( ). A 件 号 一 > 和 双 条 件 号 
— 

布尔 和 的 写法 XUyY， 也 有 写成 x+y、XVy 等 情况 的 。 布 尔 
积 的 写法 xn y， 也 有 写成 xxy、XAy、x。y、xy 等 情况 的 。 布 - 
尔 补 的 写法 工 ， 也 有 写成 一 xX、~X、Xx” 等 情 况 的 。 这 些 写法 的 : 
实质 意义 相同 。 

这 三 个 运算 具有 下 列 基本 性 质 : 

(一 ) 交换 律 (1) xUy=yUx, [2] xny=ynx 

(二 ) 分 配 律 : C3) xUCyNz)= (xUy) 由 (xUz) 
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[4] xn (yUz) = (xNy) U ( xfly) 
三 ) 基 元 律 ( 也 称 同 一 律 ) : 

[5] xUO=x, [6] xNI=x 
(四) 互补 律 (也 称 补 元 律 ): 

(7) xUx =I, (8) xnz =O 
(五 ) 结合 律 (9) (xUy ) Uz=xU (yUz) 

(13 (xny)nz=xn(ynzy) 
(六 ) 泛 界 律 ( 也 称 0 - 1 律 、 零 一 律 : 

(11) xUI=I, (12) xnO=O 
(七 ) 对 合 律 x=x 
CAD 48 + 摩根 律 ( 也 称 D。M 律 )， 

[13] xUy=x Ny 

[14] xNy=x Uy 
(JL) RRR (也 称 重 言 律 、 等 客 律 ) 

[15] xUx=xX, (16) xNx=xX 
(+) 条 件 律 : (17) x 一 >y=x Uy 
(十 一 ) 双 条 件 律 : [18] (x<—y) 

= ( x— y) N ( y—>x ) 
= (xNy)U(xNy) 


如 果 我 们 把 B 解 释 为 由 所 有 整数 组 成 的 集合 ， 令 CO 和 I 分 别 是 


omi, EU, NA ”分别 是 整数 的 加 法 、 乘 法 和 取 负 运算 ， 那 么 


容易 看 出 ， 这 种 普通 的 整数 代数 不 构成 布尔 代数 。 虽 然 上 述 基本 


性 质 有 些 是 跟 数 的 运算 规律 相同 ， 如 交换 律 、 结 合 律 , 对 合 律 等 8 


但 也 有 一 些 是 不 相同 的 ,例如 在 普通 代数 中 不 存在 [3] (7) 和 
[8] , 即 加 法 对 乘法 的 分 配 律 和 两 个 互补 律 ， 也 就 是 说 一 般 地 没 
有 如 下 情况 : 


X+ (YXZ) = (X+y)X (X+2), 
x+ ( —x) =], 
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xx ( -—x) =0o 
上 述 基 本 性 质 或 定律 可 以 根据 推理 规则 逻辑 地 推出 其 他 的 性 
质 或 定律 。 人 们 也 把 这 类 基本 定律 叫做 公理 或 公设 ， 由 它们 根据 
各 种 推理 规则 可 以 推出 定理 。 这 就 是 说 ， 布 尔 代数 理论 是 公理 化 
理论 。 


二 基本 规则 

我 们 可 以 建立 布尔 代数 的 三 个 基本 规则 。 

(一 ) 代入 规则 

规则 : 在 一 个 包含 原子 P 的 等 式 中 ， 如 果 将 所 有 出 现 卫 的 位 
置 都 代 以 一 个 逐 辑 式 A， 则 等 式 仍 成 立 。 

前 述 我 们 已 经 给 出 了 布尔 代数 的 基本 公式 ， 如 果 再 利用 代入 
规则 ， 那 就 可 以 将 这 些 等 式 中 的 原子 用 任意 逻辑 式 代 替 而 得 到 新 
公式 ， 从 而 扩大 了 等 式 的 应 用 范围 。 例 如 由 公式 〔4] 

xn(yUz)=(xñy)U(x nz), 
如 果 将 所 有 出 现 z 的 地 方 都 代 以 另 一 逻辑 式 Xx1 Uy:， 则 可 得 新 等 
A: 
XN (yU(x, UY:)) . (代入 规则 ) 
= (xNy)UxN (x, Uy ) (分 配 律 ) 
= (XNY) U (CxXNX1DUCxNy1)) (ARH) 
=(XNY)U (INX) UCIN) (结合 律 ) 

(二 ) 反 演 规则 

规则 ， 设 F 为 一 逻辑 式 ， 如 果 将 所 有 的 “Nn” 换 为 《“U”、 
“U?” 换 为 “n” 、“0O” 换 为 “I” N “I” 换 为 “O” u 原 子 换 为 
其 否定 、 否 定 换 为 原子 ， 则 这 样 互 换 后 的 结果 即 为 F 的 否 EF o 

其 实 这 个 规则 就 是 德 ， 摩根 律 的 推广 。 例 如 : 

设 F=(xzny)U(Cznx)， 则 

F=(xUy)n(CzuUzE)。 
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WF=xUyUzUx,Uy5 MI 
E= xf) (yU z Ux, Uy: ) 
=xf (yUzU(xify: ) )o 
( 三) 对偶 规则 
规则 ， 如 果 二 逻辑 式 世 和 G 相 等 ,那么 它们 的 对 偶 式 了 MG 
也 相等 。 
对 偶 式 了 和 G-“ 跟 否定 式 豆 和 G 一 般 是 不 同 的 , 因 为 H G 
并 不 要 求 将 原子 和 它 的 否定 互 换 。 例 如 : 
H= (xNy)U(zNxr)， 则 
H’=(xUy)N(zUzi), 而 
五 = (xUy)N(zUx,)， 所 以 
H +H. 
HR, ERDAN F nf Gë HRH =H, @| 2 H= 
(xny)U(Eny)， 那 么 
H'=(xUy)nGCxzuUuy)=(xuUy)nCxuUy)= 互 。 
和 普通 代数 的 便 等 变形 一 样 ， 我 们 利用 上 面 讲 的 基本 性 质 和 
基本 规则 可 以 对 逻辑 式 进行 恒 等 变 形 。 这 种 恒 等 变 形 的 意义 很 
大 ， 它 即 可 以 用 来 证 明 某 种 新 的 逻辑 性 质 或 定理 ， 又 可 以 用 来 化 
MEER 
D1. 证 明 逻 辑 性 质 ( 十 二 ) 吸收 律 〈 编号 与 前 述 基本 性 质 接 


HF): [19] xU (xny) =x, C20) XN (XUY) =x, 
HE: C19) xU (xNy)= (xNI) U CINY) ( 基 元 律 ) 
=xN (IUy) (分 配 律 ) 

=xNI ( 泛 界 律 ) 

=x ( 基 元 律 ) 


[20] xn (XUY) =xU (xNy) (对 偶 规则 ) 
=x (吸收 律 [19] )( 证 毕 ) 
例 2. 求证 (21) (x 一 > (x—y ) ) =I, 
= 264 。 


[22] ( (xny ) 一 >x ) =L, 

RE, (21 (一 > (x 一 >y ))=XU(CxUYyY) (条 件 律 ) 
=xUCxUy) (对 合 律 ) 
=@Ux)Uy (结合 律 ) 


=IUy (互补 律 ) 
=I ` ( 泛 界 律 ) 


[22] ( (xNy)—>x) =CxNy) UX 〈 条件 律 ) 
=(xUy )Ux (D-M ít) 
=CxUx)UYy (交换 律 、 


结合 律 ) 
=IUy ( 互补 律 ) 
=I ( 泛 界 律 )( 证 毕 ) 

例 3. 设 xny=xnz， 且 xUy=xUz， 求 证 = z; 

HE: y=yñn (yUx) (吸收 祭 ) 
=yN (zJx) ( 题 设 ) 
=(yNz)U(yNx) (分 配 律 ) 
=(yNz)U(zNx) ( 题 没 ) 
=zN(yUx) (分 配 律 》 
=zN (zUx) ( 题 设 ) 
=z (吸收 律 )〈 证 毕 ) 


对 于 逻辑 性 质 或 定理 的 汪 明 ， 也 可 以 从 布尔 代数 B 集 合 与 其 
元 素 的 关系 上 考虑 。 我 们 引入 符号 “E ”表示 某 元 素 M FHR 
合 ， 比 如 XE B， 即 元 素 x 属 于 集合 B。 
例 4. 对 每 一 个 x<EB， 若 有 yE B 使 得 XUy=I,，xNy=O， 则 
=。( 此 即 说 明 互 补 律 和 一 是 B 上 的 运算 ， 两 者 是 一 致 的 ) 


WE: y=yNI . ( 基 元 律 ) 
=yN (xUx) (互补 律 ) 
=(ynx)U(yñ x) (分配 律 ) 
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=0U (yNx) 〈 交换 律 、 假 设 ) 


=《xNx)U(yNxz) (互补 律 》 
=(xNx)U(xNy) (交换 律 ) 
=xf (xUy) (分 配 律 ) 
=xNI . (假设 ) 
=x ( 基 元 律 ) (证 毕 ) 


例 5. 对 每 一 个 XE B,x =x, ( 此 即 对 合 律 ) 

iE hE, xU x =I, xn Z =O, X H % B Re 
FUx=I, 去 hx=O。 于 是 由 例 4 得 和 =x。 (证 毕 ) 

Bie. 对 任意 的 xEB, 有 [15] xUx=x, [16] XNX=X o 
(此 即 寡 等 律 ) 


HE: [15]'xUx= (xUx)nNI ( 基 元 律 ) 
= (xUx) ñ (xU x ) (互补 律 ) 
=xU(xNF) (分 配 律 ) 
=xUO (互补 律 ) 
=x ( 基 元 律 )( 证 毕 》 

例 7. 对 任意 的 xEB, 有 [11] xUI=I, (12) xnO=O, 

(HEZITE) 

证 ， C11) xUI= (xUI) NI ( 基 元 律 ) 
=(xUI)N(xUz) (互补 律 ) 
=xU (INX) (分 配 律 ) 
=xUx ( 交换 律 、 基 元 律 ) 
=I (互补 律 ) (证 毕 》 


例 8. 对 任意 的 x,y，zE B， 若 xNy=xNz,x 由 y= x (z, 
则 y =z。 ( 称 作 吸 等 律 ) 
证 :因为 
(xny)UCny)=yn(Cxuzr)=ynhI=yy 
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(xnz)UGCznz)=zn(CxUx)=znI=z， 
斯 以 y=zo 《证 毕 ) 
例 9. 对 任意 的 x，y，zEB， 有 
(93 (xUy) Uz=xU (YUz), 
(103 (xNy) Nz=xN (ynNx)。( 此 即 结合 律 》 
证 ， [9] 令 L= (xUy) Uz, M=xU (YUz), 

则 xNL=xN ( (XUY) UZ) =(xN(xUy)U CxNz ) 
=XU (xNz) =x, 

xNM=xfN (xU (yUz) ) =x, 

所 以 xNL=xNM。 

又 因 xNL=xN(CxXUy)Uz)= ( X< 0 GxUy))U CxNz) 
=((xñ0x)UCx0y))U ( x z ) 
=(xny)UCxznz)， 

x M= xñ (xUCGyUz)=(x(x)UCx [I (yUz) ) 
=OU (xñn(GyUz)) =<<xñny)U (Nz), 

所 以 ”xNL=xNM。 

于 是 由 例 .8 的 吸 等 律 ， 我 们 有 工 = M， 这 就 证 明了 并 的 结合 律 。 

(证 毕 ) 
例 10. 对 任意 的 x，yEB, 有 
[13] xUy= FNF, 
[14] xNyY=xUyo (HEMD. Mik) 

证 ， (13) 由 分 配 律 可 知 : 
(XxXUy)U(xNy)=(xUyUx) N(xUyUT) 
=INI=I 
(xUD NxNy)=(xN rN y)UGyn x [Y y) 
=0U0=0 

由 互补 律 可 得 XUy= x 站 了 。 (证 毕 ) 

以 上 是 从 基本 性 质 和 基本 规则 出 发 ， 通 过 恒 等 变形 证 明 逻 辑 
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性 质 或 定理 。 其 实 通 过 恒 等 变 形 还 可 以 化 简 逻 辑 式 ， 这 在 自动 化 
电路 的 逻辑 设计 中 具有 很 大 的 意义 , 它 在 逻辑 代数 中 被 称 为 “最 小 


化 问题 ”。 我 们 在 下 一 


含 的 原子 个 数 最 少 。 
例 11. 化 简 (Cxny)Uz )U NZ) Uys 


部 分 将 作 介绍 ， 这 里 只 把 化 简 理 解 为 使 所 


解 : ERUF) NZ) UNZ) Uy (FRAN) 
=(xñz)U (yñnz)UCx 012)Uy (分 配 律 ) 
=(xnz)U(C7nz)Uy CEEE ) 
=(xñz)U((yñz)Uy) (结合 律 7 
=(x<nz)UG7Uy)n(zuy) (分 配 律 ) 
=(xNz)UIN(zUy) (互补 律 ) 
=(xNz)UzUy ( 泛 界 律 ) 
=((xNz) Uz)Uy ( 结合 律 ) 
=zUy (吸收 律 》 

三 ”公式 化 简 


公式 化 简 主 要 使 用 前 述 十 二 个 基本 性 质 的 公式 ( 交换 律 、 分 
配 律 、 基 元 律 、 互 补 律 、 结 合 律 、 泛 界 律 、 对 合 律 、 德 “摩根 
律 、 塞 等 律 、 条 件 律 、 双 条 件 律 、 吸 收 律 ) 以 及 下 述 六 个 公式 。 

(十 三 ) (xny)U (xn 了 7) =X I 


(十 四 )xU (x Dy) =xUy 


( 消去 律 ) 


(十 五 ) (xny)UCxznz)UGznz)=CGx”y)UCznz) 
(十 六 )(Cxny)UCxznz)UCGnznx)=CGxny)UCznzy 


(十 七 ) (xny)UCxny)=Cxny)ucxny) 


CHAD (xny)UCxnz)=(Cxny)UCxznz) 
这 些 公式 都 是 可 以 证 明 的 。 我 们 只 举例 证 明 公式 (十 八 ): 


证 : (xzny7UCxznz)=(CxU7)nGxUz) ( 反 演 规则 ) 
=(xñx)UC(x ( z)UCy NADU CO Nz)( 直 接 展开 》 
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=(xNyY UCXNzZ) UG ND rNx)=0) 
=(xNy)U(xNz) 《公式 (十 五 ) ) GEH ) 
下 面 介绍 一 些 常用 的 公式 化 简 方法 。 
(一 ) 并 项 法 襄 是 利用 公式 (十 三 )(xXNy)U (xN y)=x 
将 两 项 合并 为 一 项 ， 因 而 能 消去 一 个 变 元 的 方法 。 在 我 们 下 面 的 
讲述 中 ， 布 尔 积 的 写法 准备 简化 ， 比 如 xny， 就 S 成 xyi xU 
(ynz ) 就 写成 XUyz， 等 等 。 
例 1. xyzUXyz =xy。 
例 2. xyz Uxyz= x, 
例 3. x(yzUyz)Ux(yzUyz) 


=x(yzU yz ) UxyzU yz (公式 (十 八 ) 》 
nX; 

(二 ) 吸 收 法 就 是 利用 公式 (十 三 )〈 吸收 律 ) 消去 多 余 
的 项 的 方法 。 


例 4. xy Uxyzxi (yiUz ) =xy。 
例 5. YUxyz=y。 
(三 ) 消去 法 就 是 利用 公式 (十 四 ) ( 消去 律 ) 消去 多 余 
元 素 的 方法 。 
例 6. x UxyUzxi= xUyU zx 
例 7. xyU xzU yz=xyU (xUY)z 
=xyUxyz 
=xyUz 
例 8. xy U xyUxyzxiU x 了 ZX 
= (xyUxy)U(xyUx y ) zx 
= (xy Uxy) Uxy U xyzx, 
=xyUxyUzx,, 
(四 ) 配 项 法 就 是 加 入 某 些 元 素 进 行 化 简 的 方法 。 
例 9. 化 简 H=xy UxzU xx, y, U zx, 
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解 : 因为 在 公式 H 中 xz 和 zx; 两 项 中 都 分 别 含有 元 素 z Az, 

而 这 两 项 的 其 余 元 素 x 和 Xi 又 都 包含 在 XX1y1 当中， 所 以 根据 公 

式 (十 六 ) xxiy, 可 以 消去 ， 所 以 
H=xy UxzU zx, 

例 10. 化 简 H=xy UyzU yzU xy 
R: 没有 可 直接 满足 公式 (十 五 ) 的 条 件 ， 但 是 yz 配 上 

元 素 xU x 后 可 析 成 xYz、x yz， 前 者 可 被 xy 吸收 ; 再 将 XY 

项 配 元 素 zU z 后 可 析 成 xyz、xyz， 后 者 可 被 yz 吸收 ; 最 后 

剩 下 的 x 了 Yz 和 xyz 可 合并 成 xz， 所 以 

H=xyUyzU (xUx )yzUxy(zUz ) 
=xyUyzUxyzU x yzU xyzU xyz 
=(xyUxyz)U(yzUxyz)U(x YyzUYxyz) 
=xy Uyz Uz, 

当然 ， 以 上 的 并 项 法 、 吸 收 法 、 消 去 法 和 配 项 法 都 不 是 绝对 

章 一 的 ， 它 们 可 以 综合 运用 。 如 下 举例 。 

例 11. 化 简 H= xx, Uxx, U XY U xzUyx, 

U XZY: Zi U yyizi Uxiy)Zix, 
解 :  H=(XUxyUXxzy:zı)U xzUyx,U yyizi 
Uxiyizix; 

《把 第 一 、 二 项 并 项 后 集中 含 x 的 各 项 ， 以 便 被 x 所 “吸收 ” ) 
=(XU xZz)U (YX, U y yiZi UXiyiziX,) 
=(xUz)U (yx, UYyyizi )( 消 去 律 ， 及 公式 

(十 六 )) 


=xJzUyX, Uyyizio 
例 12. 化 简 H= xy U xyx, U xzUyzxi。 
解 : H = ( xyÚxyx, ) U xzU yzx, 
=XyU xzUyzx, (吸收 律 ) 
=XyU xz 《公式 (十 六 ) ) 
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例 13. 化 简 H= xyUxzU yzUzyUyx; 
UxiyUxx,y, (zi UX, )。 
Ñ H=x(yU z )UYyzUzyUYyx,iUxiyU xx,y (zi Ü 
x,) = (xyzUyz)UzyUyxiUxiy 
Uxxiy1 (Zi UX; ) 〈 反 演 规则 ) 
=XUyzuU2zyU7xXIUXIYUXxXI7I ( z; U x, ) 
=(xUxxiy (Zz UX) U yzÚ zyYU yX U xy 
=xUÚyzUzyU 7X UXY Riki ) 
=xU yz (Xx Ux) UzyU yx, Uxıy (zUz) 
=xUÚ y 2X, U y zx, U zyÚ yx: Ux yzU xyz 
=xU (了 zxiUyxi)U(7zxUXIYZ) 
U(ZyUxiyz ) 
=XUT7xIUzxUyz。 ( 吸收 律 及 并 项 法 > 


第 二 节 ” 真 值 代数 和 命题 代数 


我 们 说 过 ， 当 把 布尔 运算 解释 成 真 值 运算 时 就 成 为 真 值 代 - 
数 ， 当 把 布尔 运算 解释 成 命题 运算 时 就 成 为 命题 代数 。 由 于 真 值 . 
代数 和 命题 代数 的 联系 更 加 密切 ， 所 以 穆 们 放 在 一 起 来 讲 。 


一 真 值 代数 的 含义 

令 布尔 代数 中 只 含有 I 和 9 两 个 元 素 ， 并 分 别 解释 成 命题 的 真 
和 假 。 入 们 常用 数字 1 或 字母 {表示 真 ， 用 数字 0 或 字母 f 表 示 假 。 
把 U、N、 一 分 别 解释 成 逻辑 析 取 、 合 取 和 否定 , 记 作 V、 八 、 一 。 
它们 原来 是 命题 联结 词 ， 指 “或 者 ”、“ 并 且 ” 和 “并 非 ”, 在 
这 里 则 可 称 为 真 值 ( 即 真 假 值 ) 联结 词 ， 都 算 作 运算 符号 。 我 们 
用 字母 Z 来 指称 真 值 代数 。 由 于 其 中 只 含有 两 个 元 素 ， 因 此 它 被 
说 成 是 一 个 二 元 布尔 代数 。Z 之 所 以 构成 一 个 布尔 代数 ， 是 因 为 
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-我 们 有 如 下 的 真 值 表 ( 在 此 将 用 a， b, c, REET 的 x，y， š 
Zz，… 作 为 真 值 变 项 ) ， 


a b i a Vb a Ab el A ` 


° o = = 
= 

° == = 
° 
= 

= ° = ° 


0 š 


当 我 们 把 联结 词 看 成 真 值 运算 符号 的 时 候 ， 上 表 也 就 是 真 值 运算 
表 。 此 表 定 义 的 V、 八 、 一 三 种 运算 ， 能 够 满足 布尔 代数 B 所 要 
求 的 全 部 条 件 ， 就 是 说 ，B 的 公理 经 过 解释 在 Z 中 都 成 立 . 因 此 ， 
所 推出 的 全 部 定理 或 演算 规则 也 都 在 Z 中 成 立 。 
真 值 代数 中 还 有 另外 两 个 基本 联结 词 ， 即 一 > 和 <-->， 分 别 

指 “ 如 果 ， 则 ”和 “ 当 且 仅 当 ”.。 它 们 都 可 以 在 Z 中 定义 出 来 。 设 
A 和 B 是 合式 的 真 值 运算 表达 式 ， 则 有 : 

A 一 >B= df 一 AVB ` 

A<—>B=df (A—>B) 八 (B—>A) 
符号 = df 表 定 义 。 但 是 符号 < 一 > 跟 = 不 同 ， 虽 然 <-> 通 常 称 为 等 
值 词 或 等 值 符 ， 而 = 也 是 表示 真 值 的 等 同 ， 但 是 前 者 在 Z 中 是 象 
普通 数学 中 的 +、-、x、+ 那 样 的 运算 符 号， 而 = 是 关系 符 
号 。Z 作 为 二 元 布尔 代数 ， 它 有 一 些 特 殊 的 运算 规则 是 多 元 布 尔 
代数 所 不 具备 的 ， 比 如 : 如 果 aVb = 1， 那 么 4= 1 或 b= D 如果 
a 人 Ab= 0， 那 么 a= 0 或 b= 0。 


二 命题 代数 的 含义 
我 们 用 字母 M 表 示 命 题 代 数 。 在 一 定 范围 内 ，M 是 所 有 命题 
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的 集合 ， 其 中 至 少 有 两 个 特定 的 命题 : 未 真 命题 和 永 假 命题 。 前 - 
者 记 作 1， 后 者 记 作 0。 这 里 用 p，q，r，p1i，q1:、Tf1，*… 作 为 命 
题 变 项 。V ， 八 ， 一 是 三 个 命题 联结 词 ， 它 们 在 M 中 是 命题 运算 
符号 。 符 号 = 现在 是 指 命题 的 真 假 值 的 等 园 。 经 过 这 样 解释 ，B 
中 的 公理 在 M 中 都 成 立 ， 只 要 把 前 者 的 符号 都 相应 地 变换 成 后 
者 就 可 以 了 。 因 此 ，M 构 成 一 个 仍 带 有 普遍 意义 的 布尔 代数 。 

命题 代数 和 真 值 代数 是 紧密 结合 着 的 ， 但 是 它们 之 间 又 有 区 
别 。 第 一 ， 研 究 对 象 不 同 。 在 命题 运算 当中 所 运算 的 对 象 是 命 
题 ， 而 运算 的 结果 也 是 命题 ， 只 是 当 谈 到 命题 的 相等 与 不 等 时 才 
涉及 命题 真 假 值 的 比较 。 在 真 值 运算 当中 所 运算 的 对 象 是 真 假 
值 ， 而 运算 的 结果 也 是 真 假 值 ， 它 们 的 相等 与 否 直接 就 是 真 假 什 
的 比较 。 真 值 一 般 是 命题 的 真 假 值 ， 但 是 命题 的 真 假 值 与 真 假 命 
题 还 是 有 所 不 同 的 。 第 二 ， 发 挥 作用 不 同 。 真 值 代数 是 用 来 计算 命 
题 的 真 假 值 的 ， 而 命题 代数 则 主要 是 通过 对 命题 真 值 的 计算 来 确 
定 命题 形式 之 间 的 关系 ， 特 别 是 确定 永 真 式 或 重 言 式 。 

所 谓 重 言 式 就 是 这 样 的 命题 形式 ， 无 论 其 命题 变 项 代入 什么 
命题 ， 有 什么 真 假 值 ， 所 得 整个 复合 命题 总 是 真 的 。 因 此 ， 重 言 
式 构 成 命题 逻辑 的 定律 或 规律 。 而 重 言 草 涵 式 和 重 言 等 值 式 都 是 - 
复合 命题 推理 的 根据 。 例 如 ， 由 于 我 们 有 重 言 更 涵 式 

((p 一 >d ) 人 (4 一 >T ) )—>(p—>:r), 
所 以 我 们 有 假 言 三 段 论 推理 
如 果 p， 那 么 q 
如 果 q， 那 么 r 
“如 果 p， 那 么 r 

人 们 常用 的 重 言 式 主要 有 : 

同一 律 了 一 >p 

FER —(pA<p) 

排 中 律 PV™Pp 
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附加 律 p 一 >(PVq) 

削减 律 (pAq)—p 

肯定 肯定 律 (pA (p—q) ) 一 >d 

否定 否定 律 (qA (p—q) ) 一 > 一 p 

否定 肯定 律 (一 p 人 入 (pDVq) ) —q 
假 言 三 段 论 ((—>q) Ala—>r))—>(p—>r) 


BER “(Pp 一 > (qd4A 一 4 ) ) 一 > 一 p 
反 三 段 论 ((pPAd) 一 >T7) 人 (p 人 一 T)) 一 > 一 Id 
双重 否定 律  p< 一 一 p 
交换 律 pPA 人 q< 一 >q 人 p 
pVq<—>qVp 


假 言 易 位 律 (Pp—>q)<—> (Tq—>™p) 

德 ， 摩 根 律 (pA) < 一 > 一 DV 一 qd 
= (pVa) < 一 一 D 人 一 4 

移入 移出 律 ” 〈(p 一 > (qd 一 >ID)< 一 >((PAd) 一 >z) 

列 涵 化 归 律 (p 一 >q ) < 一 一 pVd 
(p—>q)*<———(pA—q) 

等 值 化 归 律 (P ((p— QO A(q— p) 
(pe—q)y — ((pAq) VCopA +Q) 

命题 代数 的 基本 内 容 和 前 述 命题 逻辑 相 一 致 ， 在 此 不 多重 

复 。 如 下 只 重点 讲述 实质 蕴涵 和 建立 范式 问题 。 


= 实质 蕴涵 

命题 代数 将 “如 果 p， 那 么 q” 的 假 言 命题 表 示 为 “p 一 > 
q”， 我 们 称 符号 一 > 为 实质 蕴涵 号 ，p 一 >q 读 为 “p 实 质 益 ñ 
q”。 我 们 知道 ， 假 言 命题 只 是 断定 前 、 后 件 之 间 在 真 、 假 上 的 
一 种 必然 联系 ， 即 正确 的 假 言 命 题 当 其 前 件 真 时 后 件 也 真 ， 或 者 
说 不 会 有 前 件 真 而 后 件 假 的 情况 。 假 言 命题 既 不 断定 前 件 的 内 容 
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事实 上 是 真 拘 或 是 假 的 ， 也 不 断定 后 件 的 内 容 事实 上 是 真 的 或 是 
Rio 它 只 是 讲 “ 如 果 ” 前 件 是 真 的 ，“ 那 么 ”后 件 必 真 而 不 可 
能 假 ， 前 件 真 而 后 件 假 的 假 言 命题 是 假 命题 。p 一 >q 的 完全 真 - 
值 表 如 下 ， 


p q |r—>q 


3 L 1 
1 o0 | 0 
0 1 1 
0 0 | 1 

这 说 明 实质 蕴涵 p 一 >q 只 是 从 最 抽象 、 最 一 般 的 意 义 上 讲 “ 如 
果 p， 那 么 4” 命 题 的 前 后 件 的 真 假 联系 。 事 实 上 ， 前 后 件 的 其 
体 联系 是 多 种 情况 的 。 举 例 来 说 ，( 1 ) 如 果 画 动物 都 要 画 足 并 
且 蛇 是 动物 ， 那 么 画 蛇 就 得 添 足 ， ( 2 ) 如 果 这 个 图 形 是 梯 JE, 
那么 它 有 四 条 边 ; (3) 如 果 人 长 时 缺 氧 ， 那 么 人 就 会 死亡 ; (4) 
如 果 他 创 出 成 绩 ， 那 么 我 就 向 他 学 习 。 其 中 ，( 1) 断定 了 它 的 
前 后 件 之 间 有 一 种 逻辑 联系 ， 即 其 后 件 可 从 前 件 逻 辑 地 推 出 。 
《2 ) 断定 了 它 的 前 后 件 之 间 有 一 种 定义 上 的 联系 ， 即 其 后 件 可 
根据 “梯形 ”的 定义 从 前 件 导出 。 (3) 断定 了 它 的 前 后 件 之 间 
有 一 种 因果 联系 ， 因 为 其 后 件 从 前 件 得 出 既 不 能 根据 逻辑 也 不 能 
根据 定义 ， 只 能 根据 实际 观察 。 ( 4 ) 断定 了 它 的 前 后 件 之 间 有 
一 种 决定 性 联系 ， 即 主体 “我 ”在 前 件 情况 下 将 决定 采取 后 件 做 
法 。 

尽管 有 如 上 多 种 联系 ， 但 是 它们 之 间 有 一 个 共同 的 性 质 ， 即 
无 论 何 种 联系 ( 逻辑 的 、 定 义 的 、 因 果 的 、 决 定 的 等 ) 都 包含 着 
前 后 件 的 真 假 联系 。 比 如 ( 2 ) ， 当 “这 个 图 形 是 梯 形 ” 为 真 ， 
而 “ 它 有 四 条 边 ”为 假 的 时 候 , 命题 ( 2 ) 整个 就 是 假 的 ;但 是 ， 
当 “ 这 个 图 形 是 梯形 ”为 假 时 并 不 必然 影响 这 个 图 形 有 四 条 边 ， 
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因此 后 件 可 能 为 真 ， 命 题 (2 ) 整个 应 该 说 是 真 的 。 其 他 例子 也 
一 样 。 所 以 实质 蕴涵 p 一 >q 高 度 概括 了 假 言 命题 “如 Rp MA 
4?” 的 基本 性 质 。 当 然 这 种 高 度 概括 跟 自 然 语言 的 具体 情 况 产 生 
了 一 定 距离 。 第 一 ， 自 然 语 言 中 的 “如 Rp, BA” E 求 p 和 q 
之 间 必 须 有 一 种 内 容 上 或 事理 上 的 联系 ， 因 此 很 难 接受 类 似 “ 如 
果 2+2= 4， 那 么 雪 是 白 的 ”说 法 ， 但 是 实质 蕴涵 p 一 >q 从 真 假 
值 上 却 肯定 这 类 说 法 。 第 二 ， 自 然 语 言 中 也 很 难 接受 实质 蕴涵 中 
前 件 p 为 假 而 后 件 q 为 真 则 整个 p 一 > q 为 真 的 情况 ( 前 述 真 值 # 
的 第 三 行 ) ， 比 如 “如 果 雪 是 黑 的 ， 那 么 冰 是 固体 ”， 这 对 自然 
语言 来 说 很 古怪 ， 但 对 实质 蕴涵 来 说 却 完 全 肯定 。 尽 管 前 后 有 这 
样 的 距离 ， 我 们 也 必须 充分 肯定 实质 草 涵 的 理论 意义 和 实践 意 
义 。 实 质 蕴涵 商定 了 现代 逻辑 对 命题 和 推理 问题 进行 形式 化 研究 
的 基础 ， 特 别 是 它 对 检验 推理 有 效 性 方面 很 有 作用 。 实 质 荀 涵 在 
数学 中 的 运用 更 为 突出 。 


建立 范式 

如 果 一 个 命题 公式 满足 这 样 两 个 条 件 ， 一 是 不 包含 符号 一 > 
和 < 一 >， 二 是 其 中 否定 符号 一 只 属于 变 项 ， 那 么 这 个 公式 就 是 范 
式 。 例 如 ，( pVq ) 人 T 就 是 范 式 ， 而 ( p 一 >dq ) Ark #— 
(PAA) 人 z 就 不 是 范式 。 范 式 有 两 种 ， 一 是 合 取 范 式 ， 一 是 
析 取 范式 。 

合 取 范式 是 一 个 合 取 式 ， 其 合 取 的 各 个 支 命题 都 是 简单 的 析 
取 式 。 因 光合 取 范 式 又 称 作 析 取 的 合 取 式 。 例 如 : 

(1) (一 DVdqd)A(CpPV 一 q) 

(2) (™pVa) A (aV—q )A ( +pVp) 

(3) (pVqV—p) A ( qqV—p Va) 
就 都 是 合 取 范式 。 一 个 合 取 范式 是 永 真 公式 ， 当 且 仅 当 所 有 的 合 
到 项 ( 即 合 取 的 支 命 题 或 简单 的 析 取 式 ) 都 是 重 言 式 。 ( 如 果 一 
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个 简单 的 析 取 同时 包含 着 一 个 命题 变 项 及 其 否定 ,如 “pV 一 p” 
形式 ， 那 么 它 就 是 重 言 式 。 因 此 ， 一 个 合 取 范式 是 否 是 重 言 式 ， 
也 可 以 用 极 简单 的 方法 在 有 穷 步 骤 内 加 以 判定 。 比 如 上 面 的 例子 
中 ，(1 ) 的 两 个 合 取 项 即 两 个 简单 析 取 式 都 不 是 重 言 式 ， 因此 
(1 ) 不 是 重 言 式 ，〈( 2 ) 中 虽然 有 两 个 合 取 项 是 重 言 式 ， 但 因为 
有 一 个 不 是 重 言 式 ， 所 以 ( 2 ) 也 不 是 重 言 式 ! 只 有 (3 ) 的 所 有 
合 取 项 都 是 重 言 式 ， 所 以 ( 3 ) 是 重 言 式 。 

合 取 范 式 的 作用 在 于 显示 重 言 式 。 一 个 命题 公式 是 不 是 重 言 
式 ， 可 以 借助 于 化 归 合 取 范 式 来 判定 。 比 如 命题 公式 p< 一 >q， 
化 归 成 合 取 范式 就 是 上 例 的 ( 1 ) ， 由 于 (1 ) 不 是 重 言 式 ， 所 以 
上 述 命题 公式 也 不 是 重 言 式 。 再 如 命题 公式 ( p— q ) 一 > ( 一 
q— p), ， 化 归 成 合 取 范 式 就 是 上 例 的 (3)， 由 于 (3 ) 是 
重 言 式 ， 所 以 上 述 命 题 公 式 也 是 重 言 式 。 

析 取 范式 是 一 个 析 取 式 ， 其 析 取 的 各 个 支 命题 都 是 简单 的 合 
取 式 。 因 此 析 取 范式 又 称 作 合 取 的 析 取 式 。 例 如 ， 

(1) (PADa) V (一 p 人 q) 

(2) (mpa) V (aAa) V ( qpAp) 

(3) (—pA—qApA—-r)V (—pArApA— 1) 

V (qA—qApA—r) V (qArApA 1) 

就 都 是 析 取 范式 。 一 个 析 取 范式 是 永 假 公 式 ， 当 且 仅 当 所 有 的 析 
取 项 ( 即 析 取 的 支 命题 或 简单 的 合 取 式 ) 都 是 矛盾 式 。 因 为 每 一 
析 取 范式 都 是 几 个 简单 合 取 的 析 取 ， 而 判定 一 个 简单 合 取 是 否 为 
了 矛盾 式 的 方法 极为 容易 。 如 果 一 个 简单 合 取 同 时 包含 着 一 个 命题 
变 项 及 其 否定 ， 如 “p 人 一 p?” 形 式 ， 那 么 它 就 是 矛盾 式 。 因 此 ， 
一 个 析 取 范式 是 否 是 矛盾 式 ， 也 可 以 用 极 简单 的 方法 在 有 穷 步骤 
内 加 以 判定 。 比 如 上 面 的 例子 中 ，( 1 ) 的 两 个 析 取 项 即 两 个 简 
单 合 取 式 都 不 是 矛盾 式 ， 因 此 ( 1 ) 不 是 矛盾 式 ，( 2 ) 中 虽然 有 
匡 个 析 取 项 是 矛盾 式 ， 但 因为 有 一 个 不 是 了 矛盾 式 ， 所 以 (2 ) 也 
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不 是 矛盾 式 ! 只 有 ( 3 ) 的 所 有 析 取 项 都 是 矛盾 式 ， 所 以 (3 ) 是 : 
FER 

析 取 范式 的 作用 在 于 显示 矛盾 式 即 永 假 式 。 一 个 命题 公式 是 : 
不 是 矛盾 式 ， 可 以 借助 于 化 归 析 到 范 式 来 判定 。 比 如 命题 公式 
—(p<—>q), ， 化 归 成 析 取 范式 就 是 上 例 的 (1)， 由 于 (1) 
不 是 矛盾 式 ， 所 以 上 述 命题 公式 也 不 是 矛盾 式 。 再 如 命题 公式 ` 
(pq) A (gar) 人 (pp 一 >r ) ， 化 归 成 析 取 范式 就 
是 上 例 的 (3 )， 由 于 《3 ) 是 矛盾 式 ， 所 以 上 述 命题 公式 也 是 矛 - 
盾 式 或 永 假 式 。 

合 取 范式 和 析 取 范式 虽然 可 以 显示 命题 公式 的 一 些 逻辑 特 : 
征 ， 可 以 判定 重 言 式 和 矛盾 式 ， 但 是 一 般 的 范式 也 有 其 局 限 性 ， 
那 就 是 一 公式 的 合 取 范 式 或 析 取 范式 不 是 唯一 的 ， 不 同 的 范式 可 
以 表达 同一 的 真 值 国 项 。 因 此 需要 构造 一 种 优 范式 ， 这 种 范式 能 . 
够 表达 唯一 的 真 值 函 项 。 

优 范式 的 作用 很 重要 。 优 范式 除了 和 一 般 范式 一 样 可 以 作为 
命题 公式 的 判定 方法 ( 即 用 优 合 取 范式 可 以 判定 重 言 式 ， 用 优 析 
取 范 式 可 以 判定 矛盾 式 ) 外 ， 由 于 它 是 具有 唯一 性 的 范式 ， 因 此 . 
优 范式 还 有 着 一 般 范 式 所 没有 的 其 他 作用 。 比 如 我 们 可 以 运用 化 
公式 为 优 合 取 范式 的 过 程 米 解决 从 某 些 前 提 寻 求 逻 辑 推断 的 问 
题 。 我 们 可 以 把 前 提 公 式 用 合 取 符 号 连接 起 来 ， 再 把 这 样 得 到 的 
公式 化 为 优 合 取 范式 。 这 样 ， 优 合 取 范式 的 每 一 合 取 项 ， 以 及 合 
取 项 的 任 一 合 取 都 是 前 提 合 取 的 推断 。 

例如 ， 设 给 定 两 个 前 提 p 和 p 一 ->q。 我 们 可 以 把 这 两 个 前 BE 
连接 为 合 取 式 ，: 

pP 八 (p 一 >q ) ， 求 它 的 优 合 取 范式 为 : 
(pVq)A(pV—-q)AC pVa)>o 
我 们 借助 这 个 优 合 取 范 式 ， 对 于 从 这 两 个 前 提 所 能 得 出 的 全 部 推 . 
断 就 可 以 有 一 个 概观 。 这 些 推断 是 : 
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(1)pVq; 

(2)pDV 一 9 

(3)—pVdq; 

(4) (pVq)A (pV—a):# 

(5) (pVq)A ( +pVq)# 

(6) (pV—q)A (—pVa); 

(7) (pnVq)A(pV—q)A ( TpVa ) 。 

然后 ， 如 果 运 用 等 值 式 (pPVq) A ( —pVa ) —q, TA 
将 得 到 的 公式 简化 ， 从 上 面 ( 5 ) 中 得 出 推断 q。 

至 于 优 析 取 范式 的 作用 ， 它 可 以 明确 地 列举 出 一 个 公式 的 真 
假 情况 。 比 如 ， 要 判明 p 一 > ( gr ) 的 真 假 情 况 ， 就 可 以 通过 
求 它 的 优 析 取 范式 得 到 。 其 优 析 取 范式 为 ; 

(pAqAr)V ( ppAqAr) V ( <pAqA—1r) V (— 
PATAC) V ( TpA—qA Tr ) 。 
从 式 中 可 以 看 出 ， 原 公式 只 有 在 这 五 种 真 值 情 况 C 即 真 假 组 合 ) 
下 是 真 的 。 


第 三 节 ”类 逻辑 代数 和 集合 代数 


我 们 说 过 ， 当 把 布尔 代数 解释 成 词 项 运算 就 成 为 类 逻辑 代 
数 ， 当 把 布尔 代数 解释 成 集合 运算 就 成 为 集合 代数 。 由 于 类 逻辑 
代数 和 集合 代数 的 联系 更 加 紧密 ， 所 以 我 们 放 在 一 起 来 讲 。 


一 ”类 逻辑 代数 的 含义 
类 逻辑 代数 是 对 传统 的 直言 逻辑 的 一 种 形式 化 。 传 统 的 直言 
逻辑 的 外 还 理论 是 建立 在 类 之 间 的 关系 理论 上 的 。 如 “所 有 S 都 
是 P”， 是 表示 P 这 种 性 质 为 任意 S 所 具有 。 对 于 事物 的 每 一 个 性 
质 ， 就 有 一 个 唯一 的 确定 的 类 与 之 对 应 ; 反 过 来 ， 对 于 每 一 个 
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类 ， 也 有 一 个 唯一 为 这 个 类 的 元 素 所 具有 的 性 质 与 之 对 应 。 因 
此 ， 对 性 质 命题 的 研究 就 可 以 归结 为 对 类 与 类 之 间 关 系 的 研究 。 
现代 逻辑 证 明 ， 亚 里 士 多 德 逻 辑 可 以 完全 简化 为 类 与 类 之 间 关 系 
的 理论 ， 简 化 为 类 理论 中 的 一 小 部 分 。 所 以 三 段 论 都 可 从 类 与 
类 之 间 的 一 般 关 系 中 推导 出 来 。 比 如 ， 传 统 形式 逻辑 中 最 重要 的 
定律 如 三 段 论 中 的 AAA 式 ， 如 果 所 有 M 是 P 并 且 MASEM, I 
么 ， 所 有 S 是 P。 就 相当 于 类 逻辑 演算 中 的 三 段 论 定律 : 如 果 Sc 
M 并 且 MCP， 那 么 SCP。 

我 们 用 符号 L 表 示 类 逻辑 代数 。 传 统 形式 逻辑 所 讲 的 概念 所 
反映 的 类 就 是 类 逻辑 代数 中 所 讲 的 类 ， 而 概念 外 延 间 的 五 种 关系 
在 类 理论 中 就 称 作 类 与 类 之 间 的 基本 关系 。 但 是 ， 在 类 逻辑 代数 
中 ， 对 两 个 类 之 间 的 关系 与 可 以 由 两 个 类 形成 一 个 新 类 的 运算 是 
加 以 区 分 的 ， 并 且 阑 述 了 类 的 各 种 运算 及 其 规律 。 这 样 就 进一步 
提供 了 推出 新 概念 、 推 出 复合 概念 的 运算 方法 及 其 规律 ， 为 概念 
间 的 推演 提供 了 新 工具 。 

关于 类 逻辑 代数 L 对 于 布尔 代数 B 的 解释 。I 解 释 成 论 域 。O 
改 用 DB， 解 释 成 关于 并 不 存在 的 事物 的 词 项 ( 虚假 概念 ) 。 补 是 
相对 于 论 域 的 负 词 项 。 并 和 交 是 两 种 不 同 的 复杂 词 项 。 把 词 项 A 
和 B 用 可 兼 的 “或 ”或 者 并 存 的 “和 ”、“ 与 ”等 字 连 起 来 构 成 
一 个 具有 并 列 结构 的 复杂 词 项 ， 例 如 “工人 或 ( 和 ) 农民 ”。 如 
果 用 A、B 构 成 一 个 具有 偏 正 结构 的 词组 ( 例如 “液体 燃料 ”)， 
或 者 ， 如 果 用 “ 且 ”、“ 又 ”、“ 而 ”等 字 将 A、B 连 成 一 个 R. 
有 并 列 结构 的 词组 ( 例如 “又 年 轻 又 好 学 ” ) ， 那 么 ， 这 些 词组 
就 表达 A、B 之 交 。 传 统 形式 逻辑 中 常 说 的 属 加 种 差 的 定 义 ， 不 
过 是 把 一 个 词 项 表示 成 两 个 词 项 的 交 ; 划分 则 是 要 把 一 个 词 项 表 
示 成 两 两 不 相交 的 几 个 词 项 的 并 。 类 似 这 样 ， 我 们 就 可 以 将 B 解 
FRL, 
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二 ”集合 代数 的 含义 

如 果 我 们 把 B 中 的 元 素 不 是 象 L 那 样 只 看 作为 词 项 , 而 是 在 
更 广泛 的 意义 上 看 作为 任意 对 象 的 总 体 即 集 合 ， 那 么 B 就 可 以 被 
解释 成 集合 代数 。 我 们 用 J 来 表示 这 种 代数 。 

所 谓 集合 ， 就 是 任意 对 象 ( 无 论 是 在 人 的 主观 领域 ， 还 是 在 
完全 的 客观 领域 中 的 对 象 ) 的 总 体 。 这 个 总 体 或 集合 中 的 所 有 对 
象 都 称 作 元 素 。 元 素 可 以 是 单个 事物 的 个 体 ， 也 可 以 是 多 个 事物 
的 集合 ， 甚 至 是 多 种 集合 的 集合 等 等 。 元 素 可 以 是 一 个 ， 也 可 以 
是 有 限 个 或 无 限 个 。 某 科学 理论 或 某 议 论 范围 内 全 部 作为 元 素 的 
对 象 所 构成 的 集合 ， 称 为 论 域 或 全 集 ， 记 为 I。 而 不 包含 有 任何 
元 素 的 集合 ， 称 为 空 集 ， 记 为 6。 

如 果 个 体 a 是 集合 A 的 元 素 ， 就 说 a 属于 A， 记 为 a€ A。 如 果 
集合 A 是 集合 B 的 元 素 ， 就 说 A 包含 于 B， 记 为 ACB。 

传统 逻辑 通常 都 在 不 考 虚空 类 的 情况 下 研究 任意 两 个 词 项 
( 概念 ) 的 外 延 ， 即 研究 事物 类 A 和 B 之 间 有 且 只 有 下 述 五 种 关 
系 : A 全 等 于 B，A 真 包含 于 B，A 真 包含 B，A 相 交 于 B，A 全 蜡 
于 B。 在 集合 论 中 一 般 只 正面 涉及 前 两 种 关系 ， 分 别 记 为 A=B 和 
ACB, 而且 更 多 地 用 到 A 真 包含 于 或 等 于 B， 即 A 包含 于 B, 记 
为 ASB， 也 有 将 此 简写 为 ACB。 由 以 上 四 种 关系 E、=、CC、 
三 ， 可 以 分 别 定义 出 它们 的 否 关系 或 补 关系 ， 比 如 a 不 R FA, 
记 作 akA。E、=、C、S 四 种 关系 在 性 质 上 有 如 下 区 别 ， 

设 x 是 个 休 或 集合 ，A、B、C 都 是 集合 : 

€; 非 自 反 性 (xex) 

非 对 称 性 。 xXEB 一 > 也 (BEX) 

非 传递 性 G€ BABEC)— ( x€ CV—(x€ C) y 
=: 自 反 性 A=A 

对 称 性 A=B—>B= A 
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传递 性 (A=BAB=C)— A =C 
C: FARE ”一 (ACA) 
非 对 称 性 ACB 一 > 一 (BCA) 
传递 性 - CAcCBABCC ) 一 >ACC 
S: ÅRH AGA 
逆 对 称 性 (ACBABCA ) 一 >A=B 
传递 性 (ASEBABSEC ) 一 >ASC 
关于 集合 代数 的 运算 ， 主 要 是 一 个 一 元 运算 即 求 补 “， 三 个 
二 元 运算 即 求 并 U ., R2 n RES C 或 记 作 一 ) 。 所 得 的 结果 
称 为 补 集 、 并 集 、 交 集 和 差 集 。 一 个 含有 全 集 I 和 空 ROF B. 在 
U、n、” 、 和 运算 之 下 封闭 的 集合 J， 就 称 为 集合 代数 。 


三 ”类 的 概念 和 演算 

(一 ) 类 的 概念 

类 逻辑 代数 主要 研究 类 与 类 之 间 的 关系 ， 它 主要 包括 类 的 
和 、 类 的 积 、 类 的 补 以 及 全 类 、 空 类 等 。 

类 的 和 也 称 类 的 并 ， 它 是 指 : 设 有 C 类 ， 其 元 素 或 是 A 类 的 
元 素 ， 或 是 B 类 的 元 素 ， 那 么 C 类 就 是 A 类 和 B 类 的 和 , 记 作 C= A 
UB。 类 的 积 也 称 类 的 交 ， 它 是 指 ， 设 有 C 类 ， 其 元 R 既是 A 类 
的 元 素 ， 又 是 B 类 的 元 素 ， 那 么 C 类 就 是 A 类 和 B 类 的 积 ， 记 EC 
=ANB。 类 的 补 是 指 ， 如 果 从 全 类 中 抽出 任 一 类 A 的 所 有 分 子 ， 
那么 剩 下 金 类 的 其 他 分 子 就 构成 A 类 的 补 类 ， 即 非 A， 而 A 类 和 
非 A 类 没有 共同 元 素 ， 记 作 A UA =I。 所 谓 全 类 是 指 ， 由 该 类 的 
一 切 元 素 或 一 切 子 类 所 构成 的 类 ， 通 常用 符号 I 来 表示 。 所 谓 空 
KER: 不 包含 任何 一 个 元 素 或 子 类 的 类 ， 通 常用 符号 8 来 表 
示 。 

在 明确 上 述 概念 之 后 ， 我 们 讲 如 下 两 个 问题 。 

《二 ) 类 的 演算 
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在 类 逻辑 代数 中 常用 以 下 符号 ， 

(1 ) EEX: A. B, C. < 

《2 ) 补 类 : A, B. C. +; 

(3 ) E$: =: 

(4) 或 者 ，U 。 

在 演算 中 也 有 直接 用 符号 + 来 表示 ， 即 AU B 也 可 表示 为 A +B; ` 

(5) 并 且 : n. 

在 演算 中 也 有 采取 简写 方式 的 ， 如 A 阁 B 写 成 A。B 或 AB。 
运用 这 些 符号 ， 根 据 类 与 类 之 间 的 不 同 关系 进行 逻辑 演算 
时 ， 还 要 遵守 如 下 定律 : 

( 1 ) 交换 律 AUB=BU A; AB=BA。 

(2 ) 吸收 律 AUA=A; AA = 人 A。 

( 3 ) 分 配 律 AUBC= (AUB) + (AUC); 

A(BUC) =ABUAC。 

( 4 ) 恒 等 律 A = A, 

(5 ) 排 中 律 ， A = ABU AB。 

(6 ) 矛盾 律 AA = G。 

另外 还 有 如 下 规则 : 

(1) 类 变 项 的 代 换 规则 对 于 任何 变 项 A、B、C， 在 任何 
公理 或 已 证 定理 中 ， 都 可 以 代 之 以 指称 一 个 类 的 任何 变 项 或 变 项 
结构 ( 当然 ， 象 在 命题 演算 中 一 样 , 代 换 也 必须 完整 地 进行 , 即 对 
公式 中 不 止 一 次 出 现 的 类 变 项 都 实行 同样 的 代 换 ) 。 比 如 在 分 本 
律 中 以 A 代 换 B， 以 G 代 换 C， 就 可 得 到 : 

AUA@= (AUA)N(AUSGS) 

(2 ) 类 等 值 的 代 换 规 则 。 这 是 说 同一 的 类 可 以 互相 R 换 。 
比如 在 吸收 律 中 有 AUA = 人， 如果 把 AUA 代 入 矛盾 律 ， 就 可 得 
到 ， 

(AUAJ)A=GO 
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( 3 ) 类 等 值 的 传递 规则 。 这 是 说 跟 同 一 个 类 等 值 的 几 个 类 
互相 也 等 值 。 比 如 ， 如 果 AB= BA 并 HBA=B(ABUAB), 3 
么 AB=B(ABU AB), 

( 4 ) 类 等 值 的 换 位 规则 。 这 是 说 等 号 两 边 可 以 互 换 ， 比 如 
AA= VD 可 换 位 为 B= AA, 

根据 上 面 的 符号 、 定 律 和 规则 我 们 就 可 以 进行 一 些 最 简单 的 
类 共 系 的 演算 和 证 明 。 下 面 只 举 两 个 例子 。 

Bli. READ = O ( 任何 类 与 空 类 之 积 等 于 空 类 ) 
证 明 ，(1)9=9 ( 恒 等 律 ) 
(2)AA=G (FER) 
(3)AA=@  ((2) 代 入 (1)，AA/G ) 
(4)AA=A (Wiki) 
(5)AAA=G ((4) 代 入 (3)，AA/A ) 
(6)A@=@ (DRAG), D/AA) _ 
例 2. REAU @ = A ( 任何 类 与 空 类 之 和 等 于 原来 的 类 ) 
证 明 (1) A=ABUAB  ( 排 中 律 ) 
(2)A=AAUAA (A/B) 


(3)A=AAUG (矛盾 律 ) 
(4)A=AU9% ( 吸收 律 
(5)AU%=A ( 等 值 换 位 》 


(三 ) 与 传统 形式 还 辑 的 关系 

类 逻辑 代数 可 以 说 是 传统 形式 逻辑 的 直接 继续 。 为 了 说 明 这 
一 点 ， 我 们 令 类 逻辑 代数 L 中 的 变 项 为 5,，M, P, S,, M., Pi, 
,这样 跟 传统 形式 逻辑 中 的 价 用 符号 就 很 接近 了 我们 还 可 以 
将 S NP 简写 为 SP， 以 及 实行 先 站 后 U 的 规定 。 在 类 人 逻辑 代 数 中 
.有 下 面 一 些 重要 定理 。 

(1 )S=P 当 且 仅 当 SSP 且 PSS。 

(2 ) S 关 P 当 且 仅 当 S 到 P 且 PSS。 
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(3 )SSEP 当 且 仅 当 MnSSEMnP。 

(4) SEP 当 且 仅 当 MUSSEMUP。 i 

(5)SSEP;nP: 当 且 仅 当 SSP: 有 卫 SEP:。 ' 

(6)S,US,CP3%WR434S,CSPR.S,—P, ` 

"(7 ) SP = @8q B.IX333F4ESP Z @ , 

(8) 如 果 SP= @, JZSP= 2 或 SP 六。 

(9) MRSJ BSP=@, MASP Z, 

(10) 如 $ SØ R. SP 二 如， 那么 SP = SRSP @, 

(11) #n $ SM= @ R. MP = @, BBZSP= @, 

(如 果 SCM 且 MCP， 那 么 SSP。) 

(12) 如 果 SMA @ BMP = GG， 那么 SP 六。 

(13) 如 果 S+ @ BSM = # BMP = @#, PASP Øo 

(14) 如 果 MZ @ EMS = #R. MP = #, JBZSP Øo 

(15) ( S, US; ) P= 多 当 且 仅 当 SiP= @B.S,P = Z, 

(16) 如 果 (SiS，) PØ, MAS, PHØHS, PØ. 

传统 形式 逻辑 中 的 A、E、I、O 在 类 逻辑 代数 中 表示 如 下 ， 

SAP, SCP snP= Ø 

SEP:，S 和 P 不 相交 SnP= Q 

SIP，S 和 P 相 交 “SNP Ø 

SOP; SEP . SNP Ø 

这 种 表示 已 经 蕴涵 着 对 它们 的 主 项 的 存在 性 作 了 下 述 明确 的 
HE: 第 一 ， 不 假定 A，E 的 主 项 存在 与 否 ， 就 是 说 ， 无 论 主 项 
的 外 延 空 与 不 空 ， 人 和 E 都 可 以 是 真 的 ， 第 二 ， 假 定 I，0 的 主 项 
必须 是 存在 的 ， 就 是 说 I 和 0 只 有 在 主 项 二 儿 时 才能 是 真 的 。 因 
此 ， 只 要 适当 地 外 加 某 词 项 存在 ( 即 六 多 ) 的 假定 ， 在 L 中 传统 
形式 逻辑 的 几乎 全 部 内 容 都 仍然 成 立 。 

具体 地 说 ， 只 要 外 加 S 友 名 的 假设 ，SAP 就 能 换 位 得 PIS, 
SAP 与 SEP 就 能 有 反对 关系 ，SAP 与 IP，SEP 与 SOP 就 都 能 有 
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差 等 关系 ! 上 术 (9 ) 和 ( 10 ) 就 概括 了 这 些 事 实 。 而 (11) 至 
(14) 则 概括 地 为 直言 三 段 论 全 部 24 个 正确 的 格式 提供 了 理论 根 
E (11) 是 关于 从 两 个 全 称 前 提 得 全 称 结论 的 ，( 12 ) 是 关于 
从 一 个 全 称 前 提 和 一 个 特 称 前 提 得 特 称 结论 的 ，(13 ) 和 (14 ) 
则 都 是 关于 从 两 个 全 称 前 提 得 出 特 称 结论 的 。 至 于 其 他 定理 ， 例 
如 (3 ) 就 是 附 性 疲 的 根据 ， 而 (15 ) 和 ( 16 ) 则 概括 地 提 供 了 
两 个 原则 ， 可 借以 分 别 发 现 包 含 复杂 词 项 的 直言 命题 与 由 包含 较 
简单 的 词 项 的 直言 命题 构成 的 复合 命题 ， 它 们 之 间 可 能 有 的 等 值 
关系 或 蕴涵 关系 。 例 如 ， 根 据 ( 15 ) 可 知 ，“ 所 有 指战员 都 英勇 
而 顽强 ”等 值 于 “所 有 指挥 员 都 英勇 ， 所 有 指挥 员 都 顽强 ， 所 有 
战斗 员 都 英勇 ， 所 有 战斗 员 都 顽强 ”。 又 如 ， 对 于 “有 的 国产 电 
冰箱 物美 价 廉 ”这 样 的 命题 ， 就 无 法 找到 类 似 的 与 它 等 值 的 复合 
命题 ， 而 只 能 据 ( 16 ) 知道 ， 它 蕴涵 “有 的 国产 品 物美 ， 有 的 电 
冰箱 物美 ， 有 的 国产 品 价 廉 ， 有 的 电 冰 箱 价 廉 ”。 总 之 ， 类 逻辑 
代数 和 传统 形式 逻辑 具有 许多 一 致 的 地 方 。 


四 集合 的 概念 和 演算 

“集合 ”是 现代 数学 和 逻辑 的 一 个 原始 概念 。 一 般 认 为 ， 至 
今 还 没有 可 能 用 更 简单 的 概念 来 定义 它 。 如 果菜 个 概念 D 是 用 较 
简单 的 概念 C 来 规定 的 ， 那 么 这 概念 C 本 身 也 需要 用 更 简单 的 概 
念 B 来 规定 。 如 此 继续 类 推 下 去 ， 最 后 势必 要 遇 到 一 个 最 基本 、 
最 简单 的 概念 A， 不 能 用 更 为 简单 的 概念 来 定义 它 。 到 了 这 一 步 
我 们 所 能 做 的 ， 只 是 用 例子 来 说 明 这 一 概念 A 的 含义 。 我 们 把 集 
合理 解 为 一 些 任 意 的 对 象 所 组 成 的 总 体 。 因 此 我 们 可 以 说 ， 在 这 
一 页 书 中 的 汉字 全 体 所 成 的 集合 : 在 这 一 页 书 中 的 标点 符号 全 体 - 
所 成 的 集合 ! 一 条 确定 的 线段 上 点 的 全 体 所 成 的 集合 等 等 。 

(一 ) 集合 关系 ”集合 之 闻 的 主要 关系 有 : 

1. 同一 关系 
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定义 ，A = B， 当 且 仅 当 对 于 任意 个 体 x， 如 果 xEA， 则 xc 
岂 ， 并 且 如 果 xEB， 则 xEA。 用 符号 定义 则 为 ; 
A=B<—>(x)(xX€E A<—>xX€B) 
2. 包含 关系 
EX: ASB， 当 且 仅 当 对 于 任意 个 体 x， 如 果 xEA， 则 xE 
B。 用 符号 定义 则 为 : 
ACB<—>(x)(xX€E A—>x6 B) 
3. 交叉 关系 (符号 定义 过 繁 ， 从 略 ) 
定义 ， 两 个 集合 A 与 B， 如 果 有 人 A 中 的 元 素 是 B 中 的 元 素 ， 也 
有 A 中 的 元 素 不 是 B 中 的 元 素 ,并 且 有 B 中 的 元 素 是 A 中 的 元 素 ， 
也 有 B 中 的 元 素 不 是 A 中 的 元 素 ， 则 称 A 与 B 有 交 又 关系 。 
4。 全 异 关 系 
定义 : 两 个 非 空 集合 A 与 B， 如 果 A 中 的 每 一 元 素 都 不 是 B 中 
的 元 素 ， 并 且 B 中 的 每 一 元 素 都 不 是 A 中 的 元 素 ， 则 称 A 与 B 有 全 
(二 ) 集合 运算 跟 普 通 数 学 中 两 数 之 间 可 以 进行 加 、 减 、 
乘 、 除 等 运算 一 样 ， 在 集合 代数 中 两 集合 之 间 也 有 类 似 的 运算 ， 
即 并 、 交 、 差 、 补 。 
1. 集合 的 并 〈 也 称 逻辑 和 ) 
定义 ， 设 A、B 是 两 个 集合 ， 则 由 属于 集合 A 和 属于 集合 B 的 
所 有 元 素 构成 的 集合 叫 作 A 与 B 的 并 集 ， 简 称 并 ， 记 作 AUB ( 或 
A+B ) ， 读 作 “A 并 B”， 用 符号 定义 则 为 : 
(XxX)(XEAUB<—>x€E AVXEB) 
例如 : 设 B= (a, b, c, d}, B= (c, d, e), 
则 AUB= (a, b, c, d, e) o 
2. 集合 的 交 ( 也 称 逻 辑 积 ) 
定义 ， 设 A、B 是 两 个 集合 ， 则 由 既 属 于 集合 A 又 属于 集合 B 
班 所 有 元 素 构成 的 集合 叫 作 A 与 B 的 交集 ,简称 交 ， 记 ANB 
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《或 A。B ) ， 读 作 “A 交 B”， 用 符号 定义 则 为 
(x) (xEANB<—>xEAANMxXEB) 
例如 : 设 A= (1, 2, 3), B= (3, 4, 5}, 
则 ANB= {3}。 

3. 集合 的 差 ( 也 称 逻辑 差 ) 

定义 : 设 A、B 是 两 个 集合 ， 则 由 属于 集合 A 但 不 属于 集合 B 
的 所 有 元 素 构 成 的 集合 叫 作 A 与 B 的 差 集 ， 简 称 差 ， 记 作 A\\B. 
(或 A~B, 或 A 一 B ) ， 读 作 “A 差 B”， 用 符号 定义 则 为 : 

(X)(xXE A\B<—>x€E AAM\xEB) 

例如 : 设 A= {1, 2, 3}, B= (2, 3}, 

则 ANB= {1}。 

4. 集合 的 补 

定义 ;全集 I 与 其 任 一 子 集 A 的 差 集 IN\A， 称 作 集合 A 关于 I 
的 补 集 ， 简 称 补 ， 记 作 A (或 ~A )， 读 作 “A 的 补 ”，, 用 符号 
定义 则 为 : 

(X)(XEA<—>xEINxEA) 

很 明显 ， 某 一 集合 的 补 ， 就 是 从 全 集中 去 掉 这 一 集合 元 素 所 
构成 的 集合 。 

例如 : 设 I= (a, b, c, d}, A= (a, b}, 

则 A=INA= (c, d), 

求 补 具有 这 样 一 条 重要 性 质 ， 一 个 集合 的 补 集 的 补 集 就 是 原 
集合 本 身 。 这 也 称 为 双重 否定 律 。 还 有 ， 求 补 运算 可 以 用 求 差 运 
算 表示 ， 即 B=INB; 有 反之， 有 了 交 运 算 以 后 ， 求 差 运算 也 可 以 
用 交 、 补 两 种 运算 表示 ， 即 ANB=A NB。 由 于 求 补 运算 是 一 元 
的 ， 求 差 运 算是 二 元 的 ， 所 以 求 补 运 算 要 比 求 差 运算 简单 。 

(三 ) 集合 证 明 ”集合 运算 中 的 一 些 定律 ， 通 过 使 用 集合 运 
算 基 本 概念 的 定义 和 逻辑 联结 词 的 性 质 ， 可 以 进行 证 明 。 集 合 运 
算 的 基本 定律 有 : 
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1. 交换 律 ， AUB=BUA; AnB=BnA。 
2. 结合 律 : (AUB) UC=AU (BUC); 

(ANB) NC=AN (BNC).。 
3. 分 配 律 : AU (BNC)= :AUB)N (AUC):; 

AN(BUC)= (ANB)U(ANC), 
4. ER; AUA=A; AnA=A。 
5. 互补 律 ，AUA=I ANA=J。 
6. B; AUØ =A; AUI=I; 

ANØ=Ø; ANI=A。 
7. 德 。 摩 根 律 ( 简称 D，M 律 ) ， 

(AUB) = AN B; 
(ANB)= AU B, 

8. 吸收 律 AU (ANB) =A; 

AN (AUB) =A。 
9. NER: =A。 
下 面 我 们 作 一 些 基本 定律 和 其 他 定律 的 证 明 。 
例 1. 交换 律 
WEH: 在 集合 运算 中 ， 对 任 一 元 素 X， 有 : 
(1)x€ (AUB)<—— (x€A) V (x€B) (并 定义 ) 
(2) (xXEA)V (xEB)<—>(xEB)VYV (x€A) ( 析 

取 交 换 ) 

(3)xE “BUA)<->(xEB)V(xEA) (并 定义 ) 
(4)x€ (AUB)<——x€ (BUA) (等 值 传递 和 对 称 ) 
(5)AUB=BUAK 问 一 关系 定义 )( 证 毕 ) 
例 2. 结合 律 
证 明 : 鞠 证 第 一 式 。 由 并 集 的 定义 ， 
任 取 xE (AUB) UC， 则 xEAUB 或 xXEC。 
车 xEC， 则 xEBUC， 因 此 xEAU (BUC)。 
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车 xE: AUB， 则 XE A 或 XE B。 

EXCA, 就 有 XEAU (BUC)。 

#xCB, 就 有 xE RU C， 因 此 XEAU ( BUC ) 。 

于 是 ， 总 有 xEAU (BUC), 

所 以 ，(AUB) UCSAU (BUC), 

反之 ,同样 可 证 AU (BUC)SE (AUB) UC, 

所 以 (AUB)UC=AU (BUC)。 

再 证 第 二 式 。 由 交集 的 定义 ， 不论 (ANB) nC， 还 是 An 
(BAC ) ， 都 是 由 A，B，C 的 公共 元 素 构成 的 集合 ， 所 以 (人 
NB)NC=AN (BNC). (证 毕 ) 

例 3. 分 配 律 

证 明 ， 先 证 第 一 式 。 根 据 集 合 相等 的 定义 ， 只 需 证 明 关系 式 
AU (BNC)E(AUB)N(AUC)S(AUB)N(AUC) 
SAU (BNC) 同时 成 立即 可 。 具 体 证 明 如 下 ， 

设 xEAU (BnC)， 则 xcEAVxE (BNC)。 

者 xEA,， 则 xE (AUB ) 且 xE(AUC)， 因 此 ， 

xE (AUB) R (AUC), 
#x€ (BnC) ， 则 xEBAxEC， 因 此 ， 
. xE(AUB)AxE(AUC) 即 xE(AUB)n(AUC)。 
由 此 可 得 @, AU (BnC)S(CAUB)nCAUC) 。 
相反 , xE (AUB)nCAUC)， 
M| xE(AUB)AxE(AUC)。 
者 xEA， 则 xEAU (BNC )。 
车 x€ A， 则 必 有 xEB 人 XE C， 因 此 ,xEBNC,， 
因此 , XEAU (BNC)。 
由 此 得 @，(AUB)N(AUC)SAU (BNC)。 
由 @，@ 可 得 : AU (BNC)= (AUB) (AUC)。 
(证 毕 》 
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M4. 求证 (A\B)UB=AUB。 
证 明 ， 设 xE (A\B) UB， 则 

x€ (ANB) VXEB, 
xE (A\B)， 则 xEA， 故 xEAUB。 
车 xEB， 则 xEAUB。 
因此 若 xE (ANB ) UB， 则 xcEAUB， 
AAD, (ANB) UBSAUB, 
反之 ， 车 xE AUB, 则 XE AVxEB。 
若 xE€ B, 则 XE ( ANB) UB, 
车 xXEAAxE B， 则 xE (ANB) UB, 
因此 ， 若 xEAUB， 则 xE (ANB) UB, 
故 有 @，AUBSE ( ANB) UB, 
HOD, OTT: (ANB)UB=AUB。 (证 毕 )》 
例 5。 求证 ASEBAASEC 一 >ASBnC。 
证 明 ， 由 ASB 得 AnB=A。 

由 ASC 得 AnC=A。 

因此 ,，AN (BNC)= (ANB)NC=ANC=A。 
因此 ，ASBNC。 (HEHE 》 
例 6. RIE, ASB, 则 ANCSBNC; AUCSBUC。 
证 明 : 因为 若 ASB， 则 A NB= A, 
所 以 (ANC)N (BNC)= (ANB) N (CNC) 


= (ANB) NC 
=ANC。 
所 以 AnCSBnCo。 
又 因 (AUC)n(BUC) =(AnB)UC=AUC。 
所 以 AUCSBUC。 (证 毕 》 


(四 ) 运算 的 公理 化 ”我 们 知道 ， 集 合 运算 和 命题 演算 都 同 
扎 于 逻辑 演算 ， 因 此 它们 在 逻辑 结构 上 有 许多 相近 之 处 。 认 识 这 
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种 相近 的 特点 ， 对 我 们 进一步 把 握 集合 运算 是 有 好 处 的 。 如 下 做 
一 比较 。 i 


命题 演算 定理 ` ”集合 运算 定律 - 

交换 律 DpVq<-*qVPp AUB=BUA 
@pAa<—>qAp .AnB=BnA 

结合 律 D (PVd ) Vr ~ (AUB)UC-- 

<>pV (qVr) ' =AU (BUC) 
®© (pAg AT (ANB) NC 
< ->D 人 (qArT) =AN(BNC) 
分 配 律 DpV (d Ar) AU (BNC) 
*——(QVa)ACGQVr) = (AUB)ñ(AUC) 
@pA (qVr) An (BUC) 
> (pAqVCGOAr, =(AnB)U(AñnC) 

知 等 律 DpVp<—>p ` AUA=A 
@pAp—p AñA=A 

互补 律 OpV 一 p< 一 >T AUA=I 

` @pA—p<—F AnA = 2@ 

恒 等 律 DpVEF< 一 > AU@=A 
@©pVT<«—>T AUI=I 
®pAF<—F ANØ=Ø.: 
@pAT<—>p AnI=A 

D.M 律 也 (pVq) (AUB) 

< 一 一 D 人 一 Qq =ANB 
@ 一 (pAq) (ANB) 
<p Vna =AUB 

单 否 律 一 F< 一 >T =I 


@—T<—F EE 
双 否 律 一 一 p< 一 >p A= 
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同一 律 p< 一 >p `A=A 
集合 运算 也 能 象 命题 演算 和 谓词 演算 一 样 实现 公理 化 。 这 种 
公理 系统 的 研究 对 象 是 集合 ， 它 的 公开 和 定理 陈述 的 是 集合 的 性 
质 关 系 和 运算 规律 。 我 们 知道 ， 把 集合 论 公理 化 ， 建 立 公理 集合 
论 ， 是 在 集合 论 中 发 更 眉 论 ， 为 了 克服 悖 论 而 提出 的 改造 集合 论 
的 一 种 主张 。 集 合 运算 的 公理 系统 很 多 ， 下 面 只 简要 介绍 两 种 。 
第 一 种 是 普通 系统 
1. 初始 符号 
(1 ) 集合 变 元 : A, B, C, Ajue, 
(2 ) RAET: ICAR), @ ( 空 集 ) 。 
(3 ) 联结 词 ，V， 八 , 一 >，< 一 >。 
( 4 ) 运算 及 关系 符号 : ,一 元 运算 符 一 ! 二 元 运算 符 U， ` 
N: 关系 符 E，= 上 ， 冯 。 ° 2 
2. 形成 规则 ( 项 的 形成 ， 公 式 的 形成 ， 从 略 ) 。 
3. 推理 规则 ; 
(1) 代入 规 则 ”如 果 某 等 起 成 立 ， 那 么 同一 变 项 都 代 以 任 
意 集 合 的 表达 式 后 ， 所 得 新 等 式 也 成 立 。 
(2 ) 替换 规则 ”如果 等 式 X<=Y《X，Y 都 是 项 ) 以 及 另 一 
个 含有 X ( 或 Y ) 的 等 式 都 成 立 ， 那 么 把 后 一 等 式 中 的 若 + 个 X 
CRY) 换 成 Y( 或 X ) 后 ， 所 得 到 的 新 的 等 式 也 成 立 。” 
(3) 左 等 换 规则 由 A =B 和 A =C, B-C, 
4. 定义 : I 
(1) A/B<—>ANB 
(2)ACB<—>(AUB) =B 
(3)ACB<—>(ACB) A (A=B) 
5. 公理 
(1)AUB=BUA( 交 换 律 ) 
(2)AnB=BnA( 交 换 律 ) 
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(3)AUG=A (EFR) 

(4)ANI=A (EFR) 

(5)AU (BQC)= (AUB)n(AUC) (分 配 律 ? 
(6)AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (分 配 律 》 
CT) AU 人 =I( 互 补 律 ， 相 当 于 排 中 律 ) 个 
《8)ANA=gG( 互补 律 ， 相当 于 矛盾 律 ) 

6, 定理 am 
(1)AUA=A( 并 的 等 等 律 ) ! 
(2)AnA=A( 交 的 等 等 律 ) 

(3)AUI=I( 便 等 律 ) 
接 下 去 的 一 个 定理 系列 ， 在 这 里 就 不 详细 写 出 了 。 这 些 定理 依据 
推理 规则 、 定 义 、 公 理 和 已 证 定理 ， 其 本 身 都 是 可 以 证 明 的 。 

第 二 种 是 复杂 系统 。 这 是 一 种 更 加 严格 的 公理 集合 论 。 我 们 
只 介绍 其 中 最 通用 的 ZF 系统 。ZF 系 统 包 括 下 述 公 理 : 

1， 外 延 公理 ”如 果 集 合 x 和 7 的 元 素 是 相同 的 ， 则 xX 和 y 相 
等 。 用 符号 表示 : (z) (ZEx<>ZEy) <>x=y。 

2. 无 序 对 公理 ”对 于 任意 的 x，y， 存 在 一 个 集合 z，z 的 元 
素 是 x 和 y。 几 符 号 表示 ,《 提 :)《CW)(WEZ<—>W=XVW=y)。 这 个 
由 x 和 y 组 成 的 集合 根据 公理 1， 它 是 唯一 的 ， 记 作 : { Xx，y } 。 

3. 分 离 公理 ( 子 集 公理 )。 对 于 任何 集合 x 和 含 一 个 自 由 变 元 
的 公式 H， 存在 一 个 集合 y， y 的 元 素 是 那些 满足 HH 的 x 的 元 Ro 
用 符号 表示 : (ay ) "z)〈(zEy<->zExAH(z) ) 。 

4. 并 公理 ”对 于 任何 集合 x， 存 在 一 个 集合 7，y 的 元 素 是 xX 
的 元 素 的 元 素 。 用 符号 表示 : (9,) (z) (z€y<— (9:) 
(t€xAz€t) ) 。 对 于 任何 集合 zx， 由 公理 4 所 保证 存在 的 这 个 
集合 ， 称 为 x 的 并 集 ( 或 z 的 元 的 并 ， 又 称 和 集 ) ， 根 据 公 理 1， 
z 的 并 是 唯一 的 ， 用 U :表示 。 
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5。 才 集 公理 “对 于 任何 集合 x， 存 在 一 个 集合 y，y 的 元 素 
是 x 的 所 有 子 集 。 用 符号 表示 : (q, ) (z) (z€y<—>zCx ) 。 
其 中 ，zS x 表示 z 是 x 的 子 集 。zSX 定 义 为 : (t) (t€z—t€ 
x ) 。 对 于 任何 集合 x, 由 公理 5 所 保证 存在 的 集合 称 为 x 的 寡 集 ， 
根据 公理 1， 它 是 唯一 的 。 用 P (X) 表示 。 

6. 无穷 公理 ”存在 一 个 无 穷 集 合 z:， 具 有 性 质 (1 ) GEz， 
(2 ) 如 果 xEz， 则 XU (x) Ez。 用 符号 表示 : ( 9.) (PEZ 
A (x) (xEz—>xU {X} Ez) )o 

7. 替换 公理 ”如 果 H 是 一 个 含 两 个 自由 变 元 的 公式 , 并 且 
对 任意 的 变 元 x 都 只 有 一 个 7 满足 H( x，y ) ， 则 对 任何 集合 u 都 
存在 一 个 集合 V， 使 得 对 任何 Y，yE V 当 且 仅 当 有 一 x， 使 xEu 
并 且 H (x，y ) 。 用 符号 表示 : (x) (y) (z) (H(x, y) 
NH(x, z)—>y=z) — (u) (qv) (y) (y € V— 
(qx) (XEUAH (X, y) ) )。 

8. 正则 性 公理 ”每 一 非 空 集 合 x， 都 含有 一 个 元 素 y， 使 得 
xX 和 y 没 有 共同 元 素 。 用 符号 表示 : (x) 〈x 关 9 一 > (Sr) (了 
€xAxñy=@%)), 

如 果 公 理 1 一 8 再 加 上 选择 公理 ， 所 得 的 系统 称 为 ZFC。 选 择 
公理 是 说 ， 如 果 F 是 两 两 不 相交 的 非 空 集合 的 族 ， 则 存在 一 个 JE 
合 s，s 和 F 的 每 一 元 有 一 个 共同 元 素 ，s 就 称 为 F 的 选择 集 。 用 符 
号 表示 : (F) (F#@A (x) (X€F—>x=@)A (x)(y) 
(x€FAyC€CFAx#y— x(y#=@)— (ds) (sCFA(x ) 
(XEF—>(91) (YEXNS) )A( x) (y) ( z) (x €F 
NY EXNSAZEXNs—>y =z) ) )。 


第 四 节 开关 代数 和 概率 代数 


我 们 说 过 ， 当 把 布尔 代数 解释 成 电路 运算 就 成 为 开关 代数 ， 
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解释 成 事件 运算 就 成 为 概率 代数 。 因 为 开关 代数 更 带 有 实际 操作 
和 具体 应 用 特点 ， 所 以 对 它 的 主要 内 容 放 在 第 六 章 现代 逻辑 的 实 
际 应 用 里 去 讲 ， 这 里 只 作 简单 介绍 。 我 们 的 重点 放 在 概率 代数 。 


一 ”开关 代数 的 含义 

如 果 将 布尔 代数 中 的 并 U 解释 成 电路 并 联 ， 并 改 用 符号 +， 
将 交 站 解释 成 电路 串联 ， 并 改 用 符号 。， 将 补 ” 解 释 成 电路 反 
Hs 将 常 项 9 解释 成 电路 断 开 ， 并 改 用 符号 0 将 常 项 I 解 释 成 电 
路 关 通 ， 并 改 用 符号 1; 那么 ， 就 会 构成 开关 代数 系统 。 在 这 个 
系统 中 ， 有 关 并 联 、 串 联 、 反 相 的 规律 完全 和 并、 交 、 补 ( 即 
或 、 且 、 非 ) 的 规律 一 样 。 我 们 可 直接 从 开关 电路 来 验证 六 条 基 
本 规律 。 : 

(一 ) 交换 律 A+B=B+A; A。B=B。A。 

这 是 不 证 自明 的 ， 因 为 开关 A，B 放 在 上 方 或 下 方 、 左 边 或 
右边 毫 无 关系 ， 问 题 在 于 ， 当 且 仅 当 A，B 有 一 通 ， 那 么 A+B 及 
B+ A 都 通 ， 当 且 仅 当 A，B 均 通 ， 那 么 A。B 及 B。 A 都 通 。 

(二 ) 结合 律 (A+B)+C=A+ (B+C)( 见 图 4 一 1) 


A : A 
Se Hae 
图 4 一 1 
(A.B)。.。C=A。(B。C)( 见 图 4 一 2) 


—. 


A B C，(A。6)。C A B c A. (B.C) 
图 4 一 2 


每 个 图 左右 的 电路 都 是 等 效 电路 。 
(三 ) 分 配 律 A。(B+C) =A。B+A。C( 见 图 4 一 3 ) 
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图 4 一 3 
A+B。C=(A+B)。(A+C)( 见 图 4 一 4) 


4 
A + BeC 
` 
A A 
(A+BD3A+C) 
B coy 


图 4 一 4 


每 个 图 上 下 的 电路 都 是 等 效 电路 。 
(四 ) 吸收 律 A+A。"。B=A( 见 图 4 一 5) 


广 之 A+tA:B 
* l = 


?ORES 
图 4 一 5 
A。(A+B)=A( 见 图 4 一 6 ) 


A; 
A  ] A.(CA+B) 
B 
TaN > 2 


图 4 一 6 
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每 个 图 上 下 的 电路 高 是 等 效 电路 。 
(五 ) 基 元 律 0;A=A( 见 图 4 一 7) 


= | or+A 
i A 
As A 
图 4 一 7 


0"A=0( 见 图 4 一 8 ) 


AJ 0.A 


| 
Caro- 
JA 
B 4—9 


1。A=A( 见 图 4 一 10 ) 


Le A 


SS — 


= L SR Y 
图 4 一 10 
每 个 图 上 下 的 电路 都 是 等 效 电路 。 
(六 ) 补 元 律 A+A=1( 见 图 4 一 11》 
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tt BE go 
— — | 
图 4 一 11 
A。 和 A=0( 见 图 4 一 12 ) 
-以 一 A A。A 
— E 6 
X 
图 4—12 
每 个 图 上 下 的 电路 都 是 等 效 电 路 。 


在 开关 代数 中 ， 除 了 通过 等 式 来 判别 等 效 电路 外 ， 还 可 以 通 


过 公式 化 简 来 简化 电路 。 以 上 定律 中 的 吸收 律 在 公式 化 简 中 经 常 
用 到 ， 此 外 还 有 : 


(七 ) 别 除 律 A+A 。B=A+B; 

A。( 玉 +B) =A.B。 
( 八 ) 合 并 律 A。B+A。B=A; 

(A+ 了 ) 。(A+B) =A。 
(2 ) 添补 律 A。B+A。C+B.C=A.B+A .Cy 


(A+B)。( 和 有 +C)。(B+C)=(A+ 
B)。(A+C)。 


= ”机率 代数 的 含义 
当 把 “事件 ”和 “概率 ”引入 布尔 代数 以 后 ， 就 会 形成 概率 
代数 。 这 里 的 事件 是 指 的 随机 事件 ， 即 在 一 定 条 仁 下 可 能 发 生 也 


可 能 不 发 生 的 事件 。 例 如 ， 从 十 个 同类 产品 ( 其 中 有 8 个 正品 ，2 
个 次 品 ) 中 ， 任 意 抽取 三 个 ， 那 么 ， 
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A= “三 个 都 是 正品 ” 


= “至 少 一 个 是 次 品 
wanuwan. 而 
= “三 个 都 是 次 品 3 
D= 4 重 少 一 个 是 正品 


这 两 个 事件 ， 是 不可 各 发生 的 D 是 必定 要 发 生 的 。 我 们 称 不 
可 能 发 生 的 事件 为 不 可 能 事件 ， 记 作 @， 称 必定 要 发 生 的 事 件 为 
必然 事件 ， 记 作 I。 为 讨论 问题 方便 起 见 ， 将 不 可 能 事件 hb 和 必然 
”事件 I 也 当 作 随机 事件 。 

关于 事件 的 和 与 交 。 如 果 事 件 A 与 B 中 至 少 一 件 发 生 了 ， 事 
件 S 就 发 生 ， 反之 ， 如 果 事 件 S 发 生 了 ，A 与 B 就 至 少 发 生 一 fE, 
则 称 S 为 A 与 B 的 和 ， 记 为 S$= A+B。 如 果 事 件 A 与 B 同 时 发 生 则 
REPRE: 反之 ， 如果 P 发 生 了 ， 则 A 与 B 同 时 发 生 ， 那 么 ， 就 
说 P 是 A 与 B 之 交 ， 记 为 P=A +B ` 

关于 互 斥 事件 与 对 立 事件 。 若 A。B= @, 则 称 A 与 B 为 互 : 尺 
事件 。 所 谓 互 斥 ， 就 是 说 A 与 B 不 能 同时 出 现 。 者 A B= O, 
A+B=I， 则 称 A 与 8 为 对 立 事件 。A 的 对 立 事件 记 为 太 ， 仍 读 作 
非 A。 由 定义 可 见 ，A。 玉 = 多,，A + 瓦 =I。 对 立 事件 必然 互 斥 ， 
但 互 斥 事件 不 一 定 对 立 。 互 斥 事件 不 能 同时 发 生 ， 但 可 R 
生 ， 对 立 事件 不 能 同时 发 生 ， 但 必 发 生 其 一 。 

关于 草 涵 。 若 A 发 生 必然 使 B 发 生 ， 则 称 A 蕴 涵 B， 记 HAS 
B。 事 件 关系 中 的 蕴涵 ， 就 是 集合 关系 中 的 包含 子 。 在 集合 中 的 
包含 ， 是 从 外 延 的 角度 讲 的 ， 而 事件 中 的 蕴涵 ， 是 从 内 涵 的 角度 
讲 的 。 

从 上 述 情况 不 难看 出 ， 当 我 们 把 布尔 代数 中 引入 “事件 ”后 
就 会 出 现 新 的 解释 。 下 面 再 引入 “ 莽 率 ”定义 ， 在 不 变 的 一 组 条 
件 S 下 ， 重 复 作 n 次 试验 ， 记 4 是 n 次 试验 中 事件 A 发 生 的 次 Ë , 25 
试验 的 次 数 n 很 大 时 ， 如 果 闫 率 h/n 稳 定 地 在 某 一 数值 p 的 附近 摆 . 
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动 ， 而 且 一 般 说 来 聊 着 试验 次 数 的 增多 ， 这 种 摆动 的 幅度 愈 变 僵 - 
A a gt tipo aa pe 
生 的 概 球 ， 记 作 A ` -S 


JEC) 二 ETP 


这 个 定义 也 可 以 简单 地 说 成 ， 频率 具有 稳定 性 的 事 体 叫 作 隧 
机 事件 ， 频 率 的 稳定 值 呀 作 该 随机 事件 的 概率 。 数 值 p 就 成 为 A 
在 S 下 发 生 的 可 能 性 大 小 的 数量 刻 划 。 比 如 ， 历 史上 有 些 人 作 过 
成 千 上 万 次 投掷 硬币 的 试验 。 下 表 列 出 他 们 的 试验 记录 : ， 


实验 者 “| 投掷 次 数 a | 出 现 4 正面 朝 上 ” 的 次 数 h | 频率 p = p/n 


德 摩根 2048 1061 0.518 

= 芬 4040 2048 0.5969 
皮尔 森 12000 6019 0.5016 
皮尔 森 24000 12012 0.5005 


可 以 看 出 ， 投 毛 次 数 越 多 , -频率 p 越 接近 0.5, 就 是 说 “正面 朝 
上 ”的 事件 A 的 概率 P ( A) =0.5。 

由 于 频率 4/n 总 介 于 0 和 1 之 闻 ， 因 而 由 概率 的 定义 知 ， 对 任 
何 随机 事件 A， 有 0<P ( A ) 1。 而 对 必然 事件 I 及 不 可 能 事件 
,显然 有 P (I)=1, P(D) =0。 


= 等 可 能 概率 

如 果 事 件 的 全 集 只 有 有 限 个 基本 事件 ， 而 且 基 本 事件 中 每 一 
PHASPA TES: Mirkapa mist, EA 
等 可 能 概率 ， 也 称 古 典 概 型 。 

例如 ， 盒 中 装 有 五 个 球 ( 三 个 白 球 ， 二 个 黑 球 ) ， 从 中 任 取 
一 个 ， 问 取 到 白 球 的 概率 是 多 少 ? 既然 是 “ 任 取 ”， 那 么 五 个 球 
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被 取 到 的 机 会 一 样 ， 而 白 球 有 兰 个 ， 因 此 ， 取 到 白 球 的 概率 应 该 
是 3/5。 

我 们 称 一 个 事件 组 A,，A:，…，A, 为 一 个 等 可 能 完备 事件 
组 ， 如 果 它 具有 下 列 三 条 性 质 ， 

〈《1) A:，A:，…，A, 发 生 的 机 会 相同 〈 等 可 能 性 ) ; 

《2 ) 在 任 一 次 试验 中 ，A:，A:，…，A.。 至 少 有 一 个 发 生 
《也 就 是 所 谓 “ 除 此 之 外 ， 不 可 能 有 别 的 结果 ”。) (完全 
H); 

( 3 ) 在 任 一 次 试验 中 ，A:，A:，…A,。 至 多 有 一 个 发 生 (也 
就 是 所 谓 “它们 是 互相 排斥 的 ”。 ) € 互 不 相 容 性 ) 。 

等 可 能 完备 事件 组 在 这 里 也 称 为 等 概 基 本 事件 组 : 其 中 任 一 
事件 Ai (i= 1，2，…，D ) 称 为 基本 事件 。 若 A,，…，A ,是 一 
个 等 概 基本 事件 组 ， 而 事件 B 由 其 中 的 某 m 个 基本 事件 所 构成 。 
大 量 实践 经 验 表 明 ， 事 件 B 的 概率 应 由 下 面 公式 来 计算 ; P(B) 
=m/n。 

等 可 能 概率 的 基本 定律 : š 

(1)P(I)=1( 即 必然 事件 的 概率 为 1 ) ; 

(2)P(G9) =0( 即 不 可 能 事件 的 概率 为 0 ) 3 

(3)0<P (A) <i 

(4) 若 A、B 互 斥 , 则 P(A+B)=P(A)+P(B); 

(5) 若 A、B 不 互 斥 ,， 则 P(A+B)=P(A)+P(B)- 

P(AB); 

( 6 ) 若 为 时 立 事件 ， 则 P (入 ) =1-P(A)5 

如 果 已 知 A 确 已 发 生 ， 要 求 B 发 生 的 概率 ， 这 种 概率 叫 条 fF 
概率 ， 并 记 为 P ( BIA ) ， 于 是 有 

(7)P(B|A)=P(AB)/P(A); 

(8)P(AB)=P(A) *P(B|A);5 

如 果 P(BIA ) =P(B)， 则 称 B 是 独立 于 A 的 ， 由 (8) 可 
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(9)P(AB)=P(A) *P(B)5 
如 果 B 独 立 于 A， 可 以 证 明 A 也 独立 于 B， 关 此 由 (9) 可 得 
(10)P(A)=P(AB)V/P(B)=P(AIB)。 


概率 运算 

关于 概率 加 法 公式 ， 

(1 ) 如 果 事 件 A，B 互 斥 ， 则 

P(A+B)=P(A)+P(B) 

此 公式 表达 了 概率 的 最 重要 特性 可 加 性 。 它 是 从 大 量 的 实践 经 
验 中 概括 出 来 的 ， 成 为 我 们 研究 概率 的 基础 与 出 发 点 。 从 概率 航 
定义 来 看 ， 这 个 公式 的 成 立 是 很 自然 的 。 从 (1 ) TAA: P(A 
+P(A)=P(A+A)=P(I)=1， 因 此 还 得 到 

(2)P(A)=1-P(A) 

(3 ) 设 n 个 事件 A!，A,，…，A, 互 斥 ， 则 

P(A, +A, + +A,) P(A) 4P(A;,)+ +P(A, ) 
此 公式 称 为 概率 的 有 限 可 加 性 ， 它 可 从 ( 1 ) 推导 出 来 。 还 有 - 
个 概率 的 完全 可 加 性 公式 : 


GANEA., An e, Ap uE ARARE, JEZA ( 或 
k=1 
DAO 为 这 样 的 事件 ， 它 的 发 生意 味 着 诸 At (k=1,2,… ) 中 至 


少 有 一 个 事件 发 生 ， 称 它 为 诸 Ac (k=1,2，… ) 之 和 。 如 RA 
(k=1,2,*… ) 两 两 互 尺 即 互 不 相 容 ， 则 有 公式 


oo °° 
P(X7A, )=X P(A) 
k= k= 


《5 ) 对 任意 两 个 事件 A，B， 有 
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P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) 

(6 ) 不 难看 出 A+B=A+BA， 由 于 A 和 BA 互 不 相 容 ,于 

是 按 (1) 式 有 
P(A+B)=P(A+BA)=P(A)+P(BA) 

对 概率 加 法 ， 我 们 试 举 一 例 。 某 工厂 的 产品 分 为 一 级 品 ， 二 
级 品 ， 三 级 品 三 档 。 在 正常 生产 的 条 件 下 ， 出 现 二 级 品 的 概率 是 
7%， 出 现 三 级 品 的 概率 是 3%， 其 余 都 是 一 级 品 。 求 出 现 非 一 级 
品 的 概率 。 

假如 一 只 一 只 地 抽验 100 只 产品 ， 根 据 概率 的 频率 含 义 ， 大 
约 将 抽 到 7 只 二 级 品 。 显 然 ， 一 只 产品 不 可 能 同时 既是 二 级 品 又 
是 三 级 品 。 这 样 ， 在 100 只 中 大 约 还 会 抽 到 3 只 三 级 Mo W 此 100 
只 产品 中 大 约 就 有 10 只 是 非 一 级 品 。 根 据 这 样 的 分 析 ， 抽 到 非 一 
级 品 的 概率 应 该 是 10% 。 

解 ” 记 “抽验 一 只 产品 是 二 级 品 ” 为 事件 A， 记 “抽验 一 只 
产品 是 三 级 品 ” 为 事件 B，“ 抽 验 一 只 产品 是 非 一 级 品 ” 就 是 事 
件 A+B。 由 于 事件 A 和 B 是 互 斥 即 互 不 相 容 的 ， 所 以 

P(A+B)=P(A)+P(B)=7%+3%=10%。 

下 面谈 关于 概率 乘法 公式 : 

(7 ) 如 果 事 件 A、B 互 相 不 独立 ， 则 有 

P(AB)=P(A) *P(B|A) 
( 8 ) 如 果 事 件 A、B 互 相 独 立 ， 则 有 
P(AB)=P(A).P(B) 

(9 ) 可 将 上 式 (8 ) 推广 ， 如 果 事 件 A1，A,，*…A, 互 相 独 

立 ， 则 有 
P(AI，As…A。)=P(A)。P(CA:)…P(A。) 

怎样 判断 一 些 事件 是 否 互相 独立 ， 在 很 多 情况 下 是 根据 对 事 
件 本 质 的 分 析 就 可 以 知道 ， 并 不 需要 复杂 的 计算 。 我 们 举 一 实 
fl. 设 某 型 号 的 高 射 炮 ， 每 一 门 炮 ( 发 射 一 发 ) 击 中 敌 机 的 概率 
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为 0.6; 现 若干 门 炮 同时 发 射 ( 每 炮 射 一 发 ) ， 问 欲 以 99% 的 把 - 
握 击 中 来 犯 的 一 架 敌 机 ， 至 少 需 配置 几 门 高 射 炮 ? toh 
解 ” 设 n 是 以 99% 的 概率 击 中 敌 机 需 配置 的 高 炮 门 数 ， 并 记 
A= “第 门 炮击 中 敌 机 ”( i=1,2,*…,n ) 
A=“ 敌 机 被 击 中 ? 
注意 到 
A=A,+A,+== +A, 
FEER, 
P(A) =P(A, +A, +% +A, )>0.99 a» 


EFA, +A, +e tA, =A, $ Âp eee e ALH Ar Aa oy 
入 ,是 相互 独立 的 ， 所 以 
P(A)=1-P(A)=1-P(A, "A, ¢ e e A, ) 
=1-P(A, ) *P(A,) .P(A,) 
=1- (0.4)。 
因此 ， 不 等 式 (1 ) 化 为 
1- (0.4 )">0.99 
即 (0.4)"<0.01 
n> = g = 5.026 . 
故 至 少 需 配 置 六 门 高 射 炮 才 能 以 99% 以 上 的 把 握 击 中 来 犯 的 
一 架 敌 机 。 
关于 全 概 公 式 与 逆 概 公式 ， 
(10) (ARAN ) 如 果 事 件 组 Al，A…A。 满 足 ， DA 
A:，…，A。 互 不 相 容 而 且 P(Ai ) 20 (i=1, =, n); @Ai+- 
Arte tA SI ZAH), MIHE REBA 


P(B) = P(A)P(BIA) 


isi 


其 中 ， 满 足 条 件 D 和 @ 的 事件 组 A,，A:，…A. 叫 作 完 备 事件 
组 。 运 用 全 万 公式 的 关键 往往 在 于 找 出 一 个 完备 事件 组 。 我 们 举 
个 实例 ， 甲 、 乙 、 丙 三 人 向 同一 飞机 射击 ; 设 甲 、 乙 、 丙 射 中 的 
概率 分 别 为 0.4，0.5，0.7; 又 设 若 只 有 一 人 射 中 ， 飞 机 坠毁 的 
概率 为 0.2; 若 二 人 射 中 ， 飞 机 坠毁 的 概率 为 0.6， 车 三 人 射 中 ， 
飞机 必 坠 毁 ， 求 飞机 坠毁 的 概率 。 


W 记 B= “飞机 坠毁 ” 


Au = “三 人 皆 射 不 中 
A; = “只 一 人 射 中 
A,= “AZAS” 
As = “= A Bh” 


显然 ，A。，A:，A:，A:* 是 完备 事件 组 。 而 按 加 法 与 乘法 公式 


有 


P(A,) =0.6x0.5x0.3=0.09 
P(A,) =0.4x0.5x0.3+0.6x0.5x0.3+0.6x0.5 
x0.7 
=0.36 
P(A:)=0.6x0.5x0.7+0.4x0.5x0.7+0.4x0.5 
x0.3 
=0.41 
P (As) =0.4xX0,5X0.7=0.14 


再 由 题 设 有 


P(B|A,) =0， P(B|A,) =0.2 
P(B|A,)=0.6, P(B|A,)=1 


利用 全 概 公式 就 得 


3 
P(B)=J P(A; )P(B]|4A;) 
im0 
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=0.09x0+0.36x0.2ru.ix0.6+0.14X1 
=0.458 
XARRA, EP, Z. Wie rhik i F, TILAR AE 
性 或 概率 为 0.458， 即 不 到 50% 。 
(11) ( 逆 概 公式 ) 设 A,，A，,，*…，A, 为 一 完备 事件 B. 
则 对 任 一 事件 B( 自然 要 求 P (B ) +0) 有 


P(AilB) = _PCADPCBIAD (j-iny) 


P(AVPCBIA;) 
逆 概 公式 亦 称 为 贝 叶 斯 ( Bayes ) 公式 ， 它 在 理论 上 与 应 用 
上 都 十 分 重要 。 我 们 在 此 举 一 实 例 ， 设 患 有 肺结核 的 人 ， 通 过 胸 
部 透视 被 诊断 为 肺结核 的 概率 为 95% 而 未 患 肺结核 的 人 ， 通 过 
透视 被 误诊 为 肺结核 的 概率 为 0.2%， 设 某 地 居民 患 肺结核 的 概 
率 为 0.1%， 若 从 中 随机 抽出 1 人 ， 通 过 透视 被 诊断 为 肺结核 ， 求 
此 人 确实 患 有 肺结核 的 概率 。 
R 设 T=“ 患 肺结核 ? 
A= “透视 诊断 为 肺结核 ? 
依 题 意 P(T ) =0.001, P(A|T) =0.95, P ( A|T) =0.002, 
BAP (T) =0.999, 求 P( TIA ) 。 


根据 逆 概 公式 
P(T|A)= PIVEC — 
PCT)PCA |T) +P(T)PCA |T) 
: 0.001x0.95 
0.001x 0,95 +0.999x0.002 
=0.32225 
sl 
3 
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五 ”排列 与 组 合 : 

学 习 概率 代数 常常 遇 到 排列 与 组 合 问题 。 其 实学 习 传统 形式 
:逻辑 和 学 习 现代 逻辑 也 都 需要 排列 与 组 合 的 知识 。 在 此 只 作 简要 
介绍 。 

(一 ) 排列 

排列 有 两 种 ， 可 重复 排列 和 非 重复 排列 。 我 们 从 一 些 简单 的 
例子 入 手 ， 逐 步 引出 排列 的 一 般 概念 。 

例 1、 设 某 城市 的 电话 号 码 是 六 位 数 ， 问 此 城市 的 电话 局 共 
能 容纳 多 少 个 用 户 ? 〈 为 使 问题 简单 ， 我 们 假定 每 个 用 户 只 用 1 
个 电话 号 码 。 ) 

很 明显 ， 能 容纳 多 少 个 用 户 就 看 有 多 少 个 六 位 数 。 所 谓 1 个 
六 位 数 就 是 这 样 的 有 顺序 的 一 排 数 : aiayasayasase， 其 中 a, 是 10 
个 数码 0,1,2，…，9 中 的 1 个 ，a*，as，…ae 也 都 是 这 10 个 数码 
中 的 1 个 。 这 里 次 序 很 要 紧 ， 例 如 282471 与 282417 就 是 不 同 的 。 
这 种 有 次 序 的 一 排 东西 就 叫做 1 个 排列 。 于 是 1 个 电话 号 码 就 是 由 
0,1,2，…，9 中 一 些 数 构成 的 1 个 排列 。 

六 位 数 的 电话 号 码 一 共有 多 少 种 呢 ? 换 名 话说， 排列 ataaas 
:aiasas 一 共有 多 少 种 呢 ? 因为 每 个 ai 都 有 10 种 可 能 ， 不 难 推 知 ， 
一 共有 10 x 10 x 10x10x10x10=10° 种 可 能 ， 于 是 该 城市 的 电 
话 局 共 能 容纳 100 万 个 用 户 。 如 果 用 户 超过 100 万 ， 则 六 位 数 就 不 
够 ， 就 得 更 长 的 位 数 。 . 

我 们 要 注意 的 是 ， 刚 才 谈 的 “排列 ”都 是 允许 重复 的 ， 例 如 
电话 号 码 282471 里 “2” 就 重复 出 现 了 。 这 种 允许 重复 的 排列 nl 
做 可 重复 排列 。 现 在 问 ， 从 n 个 各 相同 的 东西 Al，A,，…，A。 
中 任 取 一 个 ， 然 后 放 回 去 ， 再 任 取 一 个 ， 然 后 又 放 回 去 ， 这 样 下 
:去 共 进 行 m 次 ， 所 得 到 不 同 的 序列 共有 多 少 种 ? 

显然 m 次 有 放 回 的 抽取 就 得 到 由 { Ai } 组 成 的 可 重复 的 排 
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列 。 这 种 排列 共有 如 下 种 ， = 


m 
We a 
nxnXeexn=n" 


KREA RAHAA. TENERNE 

例 2、 三 艇 远洋 货轮 中 派 两 舰 外 出 ， 要 考虑 先后 次 序 ， 问 共 
有 几 种 派 法 ? 

设 以 a，b，e 代 表 三 条 货轮 ， 则 共有 六 种 派 法 ，ab，ac，ba， 
bc，ca，cb。 这 个 答案 遵从 一 个 确定 的 法 则 ， 首 先 考 虑 第 一 总 贷 
轮 ， 共 有 三 种 可 能 ， 即 a 或 b 或 c， 当 派出 一 般 之 后 ， 狂 下 水 只 有 
两 稻 可 供 第 二 次 派 遗 ， 例 如 派出 a 后 ， 第 二 次 只 能 再 派 b 或 c， 因 
此 总 的 派 法 为 3x2 = 6 种 。 

这 个 问题 的 一 般 提 法 是 ， 从 n 个 各 不 相同 的 东西 里 ， 任 Ham 
个 排 成 一 列 ( 1<m<n ) ( 注意 ， 不 再 放 回 即 没有 东西 重复 ) ， 
BJ: 这 样 的 排列 共有 多 少 种 ? 我 们 称 这 个 问题 为 非 重复 的 排列 问 
题 。 排 列 总 数 记 为 P8。 我 们 来 导 出 Ps 的 计算 公式 。 注 意 m 是 不 
超过 n 的 正 整 数 。 每 个 排列 都 是 这 样 有 次 序 的 一 排 东 M: aaz 
ano 

先 看 m = 1 的 情况 ， 此 时 每 个 排列 就 只 一 个 东西 。 显 然 共 有 
个 可 能 ， 故 Pi =1n。 

再 看 m = 2 的 情况 ， 此 时 排列 是 有 次 序 的 两 个 东西 KJ 成 。 首 
先 考虑 第 一 个 位 置 上 的 a; 有 多 少 种 可 能 ， 显 然 有 D 种 可 能 ， 选 定 
一 种 后 ， 第 二 个 位 置 上 的 a: 就 只 有 n 一 1 种 可 能 ( 因为 不 能 与 第 
一 个 位 置 上 的 a: 相 重 ) 。 于 是 aia: 共 有 n(n-1) 种 可 能 W 
Pi=n(n-1), 


再 看 m= 3 的 情况 ， 此 时 排列 是 有 次 序 的 三 个 东西 aiazas 构 
R angh, Aaa atn - 1 种 可 能 ( 因为 不 能 与 第 
一 个 位 置 上 的 相 重 ) a, aE, atn - 2 种 可 能 ( 因为 不 
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能 与 第 一 个 位 置 及 第 二 个 位 置 上 的 相 重 ) 。 于 是 排列 aiazas 共 有 
n(n-l)(n-2) 种 故 P3=n(n-l)(n-2)。 

按 同 样 的 推理 就 可 得 计算 非 重复 排列 ( 简称 排列 ) 的 一 般 公 
式 ，P?=n(n-1)*…(n-m+1)。 注 意 一 共有 m 个 因子 。 


特别 m =n 时， 得 Pa=n《n 一 1)…2。1。 最 后 一 定 是 “*… x2 
x1?”。 这 个 乘积 在 数学 里 常 出 现 ， 叫 做 n 的 阶乘 ， 记 作 n! Bng 
=n(n-1)…2。1。 以 后 为 了 方便 规定 0! =1。 易 知 


P pa 1<m=<n) 


nl 
到 aa ( 

《二 ) 组 合 

不 讲 次 序 的 问题 就 是 所 谓 “ 组 合 问题 ”。 一 般 提 法 是 ， 从 mr 
个 各 不 相同 的 东西 里 ， 任 取 m 个 出 来 ( 不 管 顺序 ) ， 问 共有 多 少 
种 取 法 ? 我 们 先 举 个 例子 。 

例 2. 某 男子 乒乓 球 队 运动 员 4 人 ， 派 其 中 3 人 参加 团体 赛 ， 
H: 有 多 少 种 派 法 ? 

设 这 4 个 运动 员 为 A，B，C，D。 任 派 3 人 ， 不 同 派 法 是 ，@ 
A, B, C; @B, C, D; @C, D, A; @D, A, B, 一 共 是 四 
种 。 我 们 这 里 不 讲 出 场次 序 。 如 果 讲 究 出 场次 序 ， 那 是 排列 PJ 
题 ， 共 有 P : =24 种 。 

进行 组 合 时 每 一 种 取 法 称 为 一 个 组 合 ， 不 同 的 组 合 总 数 通常 
用 符号 C2 表示 。 需 要 注意 的 是 排列 和 组 合 不 同 ， 从 n 个 东西 里 取 
出 m 个 后 在 排列 中 还 要 考虑 这 m 个 的 次 序 ， 而 在 组 合 中 则 不 考 虑 
这 m 个 的 次 序 。 现 在 来 导出 Cs ( 1<m<n ) 的 计算 公式 。 

itn pRa, a, ee, ano 

先 看 m = 1 的 情况 。 任 取 其 中 1 个 ， 显 然 有 n 种 取 法 。 因 为 1 个 
东西 无 所 谓 次 序 ,排列 和 组 合 的 种 数 相同 ,也 就 是 Ci = Pi=n。 

再 看 m= 2 的 情况 。 从 n 个 东西 里 任 取 2 个 ,每 种 取 法 ( 组 合 ) 
可 以 排 成 ?种 次 序 。 例 如 取 到 a 和 b,，. 则 可 以 排 成 bb 和 ba。 可 见 HE 
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列 数 比 组 合 数 多 一 倍 ， 故 Pi = 2。 Ch, FÈ 


c= P+ ¿n(n- D 
2 2 
现在 考虑 m = 3 的 情况 ， 即 求 从 n 个 东西 里 取出 3 个 的 组 合 数 。 
设 某 一 种 取 法 中 的 3 个 东西 是 ayb,c。 对 应 这 种 取 法 ( 组 合 ) 如 果 
还 要 排列 则 有 abc, acb, bca, bac, cba, cab, 这 里 一 共有 P83 
种 可 能 。 所 有 这 些 排列 都 是 由 一 种 组 合 变 来 的 ， 所 以 排列 数 是 组 


合 数 的 Pi 倍 ， 即 6 倍 。 也 就 是 P3 =Pi。C3， 所 以 


ca P? n(n-1)(n-2) 
P: 31 


根据 完全 相同 的 道理 ， 从 ?个 东西 中 任 取 m 个 出 来 ( 例如 al， 
ar, ,anm ) ， 对 这 n 个 东西 进行 各 种 排列 共 得 Ps 种 不 同 的 结 
果 。 所 以 排列 的 总 数 是 组 合 总 数 的 Ps 倍 ， 即 P8 =Ps。 Cs ， 故 


pë n(n- 1)e(n-m+1) 


显然 
a 
ml (n-m)! 


在 数学 里 常规 定 C3 = 1， 这 样 在 上 面 的 公式 里 ，m =0 也 可 
L, 


(1<m<n) 
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第 五 章 模 态 逻辑 


我 们 在 讨论 分 析 的 真 命题 时 ， 常 常 把 分 析 的 真 命题 解释 为 在 
一 切 可 能 的 情况 下 始终 是 真 的 命题 ， 或 者 解释 为 必然 为 真 的 命 
题 。 同 样 地 ， 我 们 在 说 明正 确 的 推理 时 ， 总 要 指出 正确 的 推理 是 
所 有 前 提 都 真 而 其 结论 必然 也 是 真 的 ， 即 不 可 能 其 前 提 都 真 而 结 
论 为 假 。 在 对 命题 和 论证 的 解释 中 ， 我 们 使 用 了 “必然 ”、“ 可 
能 ”、“ 不 可 能 ”等 概念 。 这 种 概念 我 们 称 作 模 态 概念 ， 而 研究 
和 处 理 带 有 这 种 模 态 概念 的 命题 和 推理 的 科学 ， 就 称 作 EC 态 逻 
辑 。 

“ 模 态 ”一 词 是 英语 modal 的 音译 ， 含 有 模型 、 情 态 等 意 
思 。 看 来 “ 模 态 ”一 词 的 翻译 很 巧妙 ， 既 是 音译 ， 也 有 意译 的 因 
素 。 模 态 罗 辑 有 着 悠久 的 历史 。 早 在 古 希 腊 ， 亚 里 士 多 德 就 对 模 
态 逻辑 作 过 讨论 。 但 用 数理 逻辑 方法 研究 模 态 逻辑 是 始 于 本 世纪 
初 。 美 国学 者 刘易斯 ( Lewis ) 从 研究 严格 蕴涵 出 发 ， 在 命题 E 
辑 中 加 进 模 态 词 L( 必然 ) AM ( 可 能 ) 而 构造 了 模 态 逻辑 系 统 
S ,一 Ss。 六 十 年 代 ， 克 利 普 克 ( Kripke ) 提出 可 能 世界 的 语义 
解释 ， 从 而 使 模 态 逻 辑 的 发 展 进入 一 个 新 的 时 期 。 其 后 出 现 了 许 
多 新 的 逻辑 分 支 ， 形 成 了 一 个 内 容 极 为 丰富 多 彩 的 逻辑 领域 。 


第 一 节 MERSER NEE 
标准 模 态 逻辑 是 现代 模 态 逻辑 中 的 基础 理论 部 分 ， 它 是 用 数 
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理 逻 辑 作 工具 ， 在 传统 形式 逻辑 中 的 模 态 逻辑 理论 基础 上 所 进行 
的 形式 化 和 公理 化 研究 。 传 统 形式 逻辑 早 就 开始 研究 模 态 命题 和 
模 态 推理 问题 ， 但 是 它 的 研究 主要 建立 在 古典 二 值 逻辑 的 基 HH 
上 ， 而 且 主要 体现 于 自然 语言 的 阐述 。 比 如 关于 模 态 命题 的 对 当 
关系 问题 ， 传 统 形式 逻辑 是 这 样 研究 的 : 

对 于 “必然 p?” 和 “可 能 P” 这 两 个 模 态 命题 ， 人 们 可 以 加 
人 否定 的 概念 。 这 样 ， 就 可 以 得 到 下 面 四 种 模 态 命 题 ， 必 然 P 
( 必然 肯定 模 态 命题 ) ， 必 然 非 P〈 必然 否定 模 态 命题 ) wj 能 
P ( 可 能 肯定 模 态 命题 ) ， 可 能 非 P ( 可 能 否定 模 态 命题 )。 这 
四 种 模 态 命题 之 间 的 关系 ， 同 A、 已 、I、O 四 种 性 质 命题 之 间 的 
关系 是 相同 的 。 图 5 一 1 就 是 四 种 模 态 命 题 的 逻辑 方 阵 ; 


ZRP (EM) DREP 

a 一 

= 差 

等 等 

~ ~ 

可 能 P ( 下 反对 ) 可 能 非 P 
图 5 一 1 


“必然 P” 与 “可 能 非 P” 之 间 是 矛盾 关系 。 因 此 ,肯定 “必然 P” 
就 等 于 否定 “可 能 非 P? 。 而 否定 “可 能 非 P? ， 就 是 在 它 的 前 
面 再 加 上 “并 非 ” 或 “不 ”。 于 是 : “必然 P? 等 值 于 “不 可 能 
非 P”。 例 如 ，“ 历 史 是 必然 要 前 进 的 ”等 值 于 “历史 是 不 可 能 
不 前 进 的 ”。 

用 类 似 的 方法 ， 还 可 以 得 到 ， “可 能 非 P” 等 值 于 “不 必然 
P”。 例 如 ，“ 生 癌症 是 可 能 不 死 的 ”等 值 于 “ 生 癌症 是 不 必 然 
死 的 ”。 另 外 : “必然 非 P” 等 值 于 “不 可 能 P”。 例 如 : “说 
言 是 必然 不 能 长 期 骗 人 的 ” 等 F “Uë 言 是 不 可 能 长 期 骗 人 
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的 ”。 还 有 : “可 能 P” 等 值 于 “不 必然 非 P”。 例 如 “人 类 登 上 
火星 是 可 能 成 功 的 ”等 值 于 “人 类 登 上 火星 是 不 必然 不 成 功 的 ”。 

至 于 差 等 关系 .反对 关系 和 下 反对 关系 , 它们 也 和 矛盾 关系 的 
上 述 情况 一 样 ， 都 跟 性 质 命题 的 逻辑 方 阵 具有 相似 情况 ， 不 再 先 
述 。 重 要 的 是 ， 传 统 形式 逻辑 进一步 研究 了 模 态 命题 与 性 质 命题 
之 间 的 关系 ， 就 是 “必然 P”、“ 必 然 非 P”、“ 可 能 P”、“ 可 
能 非 P” 与 “P” 之 间 的 关系 。 这 种 关系 有 下 面 四 条 规律 (1 ) 
如 果 “ 必 然 P” 是 真 的 ， 那 么 “P” 就 是 真 的 。 例 如 : “共产 主义 
社会 是 必然 要 实现 的 ” 这 个 命题 是 真 的 ,因此 ,“ 共 产 主义 社会 是 
要 实现 的 ”这 个 命题 也 是 真 的 。( 2 ) 如 果 “P” 是 真 的 ,那么 “可 
能 P” 就 是 真 的 〈 举例 类 似 ， 不 再 奖 述 )。( 3) 如果“ 必然 非 
P” 是 真 的 ， 那 么 “ 非 P” 就 是 真 的 。( 4 ) 如 果 “ 非 P ”是 真 
的 ， 那 么 “可 能 非 P” 就 是 真 的 。 

由 上 面 4 条 规律 可 以 看 出 ， 从 必然 命题 能 够 推出 性 质 命 题 ， 
从 性 质 命题 能 够 推出 可 能 命题 。 但 是 ， 从 可 能 命题 却 不 能 推出 性 
质 命题 ,从 性 质 命 征 也 不 能 推出 必然 命题 。 必 然 命 题 断 定 最 多 ,性 
质 命题 断定 较 少 ， 可 能 命题 断定 最 少 。 传 统 形式 逻辑 认为 ，“ 必 
然 P” 和 “可 能 P” 中 的 “P” 可 以 代表 任何 命题 ， 即 可 以 代表 
A、E、I、0， 也 可 以 代表 “如 果 P 那 么 ”、 “PHa”, “P 
或 者 4” 等 。 同 时 ， 也 可 以 用 两 个 模 术 命题 构成 一 个 复合 模 态 命 
题 ,例如 “必然 P 并 且 可 能 4” 等 。 这 样 就 可 以 构成 许 许多 多 的 不 
同 的 模 态 命题 。 这 些 复杂 的 模 态 命题 的 真 假 可 以 根据 模 
然 、 可 能 ) 的 意义 和 逻辑 联结 词 ( 如 果 ,那么 ;或 者 竺 
以 确定 。 在 此 基础 上 ;传统 形式 逻辑 又 进一步 展开 对 模 态 推理 的 研 
究 ,其 中 包括 模 态 三 段 论 等 ， 而 且 主要 是 作 一 些 直观 性 的 说 明 , 例 
如 “ 必 然 P 或 者 必然 ”蕴涵 “必然 ( P 或 者 q ) > ，“ 可 能 ( P 或 
者 4 ) ”等 秆 于 “可 能 P 或 者 可 能 4”， 等 等 。 

随 着 数理 逻辑 的 出 现 , 随 着 传统 形式 逻辑 的 现代 化 , 模 态 逻辑 
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的 研究 也 开始 走 上 了 形式 化 和 公理 化 道路 ， 而 且 由 于 它 通过 建立 
模 态 演算 系统 来 研究 正确 的 模 态 推 理 形式 - 因而 成 为 数理 逻辑 的 
一 个 重要 分 支 , 现 代 标 准 模 态 逻 辑 的 创始 人 是 刘易斯 , 而 卢 卡 西 维 
获 、 塔 尔 斯 基 、 克 利 普 克 等 人 的 研究 成 果 也 起 了 黄 基 作用 , 刘易斯 
先后 创立 了 五 个 模 态 命题 逻辑 的 公理 系统 ,它们 被 称 为 S,、S,、Ss 
Si, S. 在 公理 系统 中 ， 如 果 把 “可 能 ”作为 初始 的 模 态 ， 表 
示 为 “0”， 那 么 “不 可 能 P” 就 表示 为 “一 OP ，“ 必 然 P? 
就 表示 为 “一 0 一 P”， 等 等 : 如 果 把 “必然 ”作为 初始 的 模 
E, RRA “ 口 ”， 那 么 “可 能 P” 就 表示 为 “一 口 了 了 P”， “可 
ERP” RERA “OP”, FR. 

刘易斯 还 提出 “严格 蕴涵 ”( 表示 为 “P 一 3q” ) 的 概念 。 
这 种 蕴涵 不 同 于 实质 蕴涵 ， 它 是 靠 模 态 来 定义 的 。 他 创立 的 模 术 
命题 逻辑 系统 把 “严格 蕴涵 ”作为 基本 运算 ， 同 时 规定 若干 公理 
和 推理 规则 。 后 来 ， 美 国 的 一 些 逻辑 学 家 探讨 了 刘易斯 的 模 态 命 
题 远 辑 系统 ,在 Ss 的 基础 上 建立 了 一 个 一 阶 谓词 演算 的 模 态 系统 。 

从 总 的 方面 来 看 ， 模 态 罗 辑 同 多 值 逻 辑 有 着 非常 密切 的 We 
系 ， 最 简单 的 模 态 还 辑 系统 是 三 值 逻 辑 系统 ,除了 “ 真 ?、“ 假 ? 
值 之 外 ， 第 三 值 被 解释 为 “可 能 ”。 但 是 大 多 数 的 模 态 Z Ht 系 
统 ， 包 括 刘 易 斯 的 所 有 系统 都 是 无 穷 值 。 近 20 年 来 ， 基 于 可 能 世 
界 语 义学 而 发 展 了 模 态 模型 理论 ， 从 而 推动 了 模 态 逻辑 的 迅速 发 
展 。 根 据 克利 普 克 语义 学 而 构造 出 来 的 典型 模型 ， 完 满 解决 了 标 
准 模 态 逻辑 系统 相对 于 特定 模型 类 的 特性 ( 可 靠 性 与 完全 性 ) 问 
题 。 


第 二 节 模 态 概念 、 命 题 及 语义 


一 Asak 
也 有 将 “ 模 态 概念 ” 称 作 “ 模 态 词 ”、“ 模 态 算 子 ”或 “ 模 态 
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与 结 词 ' 的 , 它 指 的 是 这 样 一 种 形式 的 概念 ， 当 它 联结 在 某 一 命题 
形式 的 一 端 时 ， 就 使 这 个 命题 形式 得 以 表示 事物 或 其 属性 的 必然 
性 、 可 能 性 及 其 他 某 些 模 态 关系 。 在 模 态 远 辑 体 系 中 ， 将 模 态 概 
念 符号 化 ,给 予定 义 ,并 对 其 真 假 值 进行 逻辑 分 析 。 模 态 概念 有 许 
多 ， 我 们 在 此 只 介绍 八 个 : 

(一 LR” 用 符号 “ 口 ? 表示 。 如 果 用 “可 能 ”( 符 号 为 
“OP ) 给 下 定义 的 话 ， 那 么 “必然 ”就 定义 为 “并 非 可 能 不 ” 
《或 “不 可 能 不 ”) ， 其 形式 为 : OA = rao 一 A。 

(二 ) ETRE? 用 “符号 ”“0 "表示 。 如 果 用 “必然 ”给 下 
定义 的 话 ， 那 么 “可 能 ”就 定义 为 “并 非 必 然 不 (或 “不 必然 
不 ”) ， 其 形式 为 0 A = pc 一 口 一 A。 

(三 ) “并 非 必然 ? (或 “不 必然 ”) 用 符号 “一 口 ” 或 
“h” 表示。 如 果 用 符号 “一 口 ? 表示 ， 则 可 定义 A: 一口 A 
=u OTA, WRAAE A? RR, MTEL 为 : 夯 A= pt 
DA, RAA = pf 0 一 A。 两 个 定义 等 值 。 

(四 ) “并非 可 能 ” (或 “不 可 能 ”) ”用 符号 “一 9 ”或 
“Q” 表示。 如 果 用 符号 “一 0 ”表示 , 则 可 定义 为 :一 0 A = yi] 

一 A。 如 果 用 符号 “人 ”表示 ， 则 可 定义 为 ， 人 A= pc 一 OA， 或 
QA =p!: 口 一 A。 两 个 定义 等 值 。 

CE) “Piia” 用 符号 “一 瑟 ”, 表 示 。 如 果 用 “必然 "和 
“实质 蕴涵 ”给 下 定义 的 话 ， 那 么 “严格 蕴涵 ”就 定义 为 “必然 

“A 蕴涵 B?”(“ 或 ‘A 蕴涵 B’ 是 必然 的 ”) ,其 形式 为 :A 一 3B=p 口 
(A 一 >B ) 。 如 果 用 “不 可 能 ”和 “实质 蕴涵 ”给 下 定义 的 话 ， 
那么 “严格 蕴涵 ”就 定义 为 “不 可 能 不 是 “A 蕴 涵 B?”( 或 ““ 
ARB 为 假 是 不 可 能 的 ” ) ， 其 形式 为 : A 一 3B= po 一 0 一 
(A 一 >B ) 。 

CR) “严格 等 值 ? BAS =” 表示。 如果 用 “ 严 格 蕴 

涵 ” 给 下 定义 的 话 ， 则 可 定义 为 A=B=p( A 一 3B) 八 (B 
+316 š 


—3A )。 

CE) WE? ”用 符号 “OO” 表示。 如 果 用 “可 能 ”给 下 定 
义 的 话 ， 那 么 “ 相 容 ”就 定义 为 ““A 并 且 B’ 是 可 能 的 ”， 其 形 
式 为 :AOB= Dio ( A 八 B)。 如 果 用 “严格 蕴涵 ”给 下 定义 的 话 ， 
其 形式 为 ， AOB= bf ( A 一 3 一 B ) 。 两 个 定义 等 值 。 

CA) “并非 相 容 ”( 或 “不 相 容 ”) 用 符号 “DB” 表示。 
如 果 用 “必然 ”给 下 定义 的 话 ,那么 “并 非 相 容 ” 就 定义 为 “* 非 
ARIE 也是 必然 的 ”， 其 形式 为 : AOB= po 口 (一 AV 一 B ) 。 
如 果 用 “严格 董 涵 ” 给 下 定义 的 话 ， 其 形式 为 ，A9GB = btA 一 -3 
=B. MAET. 


二 ， 模 态 命题 

在 上 面 讨 论 模 态 概念 时 ， 事 实 上 已 经 涉及 到 了 模 态 命题 。 这 
里 只 是 将 模 态 命题 大 致 分 为 两 类 来 讲 ， 一 元 模 态 命题 和 二 元 模 态 
命题 。 

(一 ) 一 元 模 态 命题 《“ 口 ”、“ 一 口 ” <ó", e—ó 2 等 称 
为 一 元 模 态 概念 , 它们 的 特点 是 冠 于 简单 命题 或 复合 命题 之 前 。 当 
我 们 用 “P 了 ”代表 任意 命题 的 时 候 @ ， 那 么 “ 口 p”、“ 一 口 p”、 
“Op”, mop” 等 就 是 一 元 模 杰 命题 。 在 模 态 逻辑 中 ， 它 
们 是 最 基本 的 命题 ， 它 们 之 间 的 关系 也 是 模 态 推 理 的 基础 。 

( = ) 二 元 模 态 命题 《一 3”、 “=”. “O” 、 un 千 
称 为 二 元 模 态 概念 ， 它 们 的 特点 一 般 说 来 是 处 于 简单 命题 或 复合 
命题 之 间 ( 当然 也 有 放 在 前 面 处 理 的 )。 当 我 们 用 “P” 和 
“q” 代 表 任 意 命题 的 时 候 , 那么 “p 一 34”、“p 写 gq”、“pOq”、 
“pq” 等 就 是 二 元 模 术 命题 。 


O 在 上 面 讨论 定义 问题 时 ， 我 们 使 用 的 是 “A”、“B” 等 元 语言 符号 ; 在 这 里 
:讨论 命题 问题 时 ， 我 们 使 用 的 是 “p”、 “4” 等 对 象 语言 符号 。 
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和 其 他 逻辑 系统 一 样 ， 模 态 逻 辑 中 的 符号 语言 都 需要 有 一 定 
的 解释 ， 否 则 就 成 了 一 些 无 意义 的 笔划 。 所 谓 解释 ， 就 是 规定 符 
号 语言 指称 什么 事物 ， 或 者 规定 它 取 什 么 值 ， 值 域 如 何 。 对 “ 解 
释 ” 问 题 的 研究 称 为 语义 研究 。 如 果 超 越 于 解释 ， 只 是 独立 地 对 
符号 语言 本 身 形式 特点 问题 进行 研究 , 就 称 为 语 形 研究 。 

(一 ) 《必然 ”与 《可 能 ” 

为 了 深入 理解 模 态 概念 ， 就 需要 引入 “可 能 世界 ”的 概念 
“可 能 世界 ”是 由 莱 布 尼 蒋 最 先 提 出 来 的 。 在 他 看 来 ， 凡 不 违反 
逻辑 ， 能 够 为 人 们 所 想象 的 情况 或 场合 ， 都 是 可 能 世界 。 即 使 主 
观 设想 、 幻 息 得 如 小 说 或 神话 中 的 虚构 情节 一 样 ， 它 们 也 都 是 可 
能 世界 ， 因 为 它们 都 能 为 人 们 所 想象 。 至 于 我 们 生活 着 的 现实 世 
界 ， 那 只 是 无 穷 多 的 可 能 世界 中 的 一 个 。 我 们 规定 ， 

必然 = 在 所 有 可 能 世界 里 都 真 。 

可 能 = 在 某 些 可 能 世界 里 都 真 。 

对 于 “必然 ”和 “可 能 ”命题 的 真 假 值 ， 可 以 用 真 值 表 的 方 
法 确定 下 来 。 

首先 看 “必然 ”命题 。 比 如 : 口 ( p 一 >q ) 。 我 们 假定 p、 
q 两 个 命题 可 能 有 的 真 值 是 、 真 , 真 ， 假 , 真 ， 假 ， 假 。 那 么 可 用 
下 面 的 真 值 表 表 示 : 


P q p—>q. Dle r—>41) 
真 真 真 真 
E = x 真 
E B 真 真 


在 这 里 ，“p 一 >q” 在 所 有 的 可 能 世界 里 都 是 真 的 ， 因 而 “ 口 
(p 一 >q)” 是 真 的。 然而 这 个 真 值 表 没 有 穷尽 p>、q 的 所 有 可 能 真 
假 组 合 ， 缺 少 p 真 4 假 ， 所 以 这 个 表 只 能 称 作 “ 部 分 真 值 表 ”。 如 
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果 我 们 把 p,q 的 所 有 可 能 真 假 组 合 都 列 出 来 ,也 就 是 说 ,“p 一 -> q” 
并 非 在 所 有 可 能 世界 里 都 真 ， 那 么 “ 口 (p 一 >q )” 的 真 值 情 
况 就 是 另 一 个 样子 : 


p q | p—q LDJCp——>q 5 
x A | 真 候 
真 假 假 假 
假 真 真 假 
B 假 | 真 假 


由 于 表 中 穷尽 了 p、q 的 所 有 可 能 真 假 组 合 ， 所 以 此 表 称 作 “完全 
真 值 表 ”。 在 其 中 ，“p 一 >q” 有 真有 假 ， 即 并 非 在 所 有 可 能 世 
界 里 都 真 ， 所 以 “ 口 ( p 一 >q ) ”只 能 是 假 的 。 它 不 管 p、4 的 实 
际 真 假 值 如 何 。 

其 次 看 “可 能 ”命题 。 比 如 :9 (p 一 >dq ) 。 它 的 完全 真 值 
Ri: 


p q | p 一 ->q 0(p 一 >q ) 
x x | 真 真 
真 Ë 假 真 
假 真 真 真 


这 就 是 说 ，“4 (〈(p 一 >q ) ”只 要 求 在 有 的 可 能 世界 里 是 真 
的 ， 那 它 就 是 真 的 。 它 也 不 管 p、q 的 实际 真 假 值 如 何 。 

“并 非 必 然 ”》 和 “并 非 可 能 ”与 上 述 篆 况 类 似 。 如 果 我 们 只 
用 “p?” 代 表 任 意 命题 ， 则 列 综合 表 如 下 : 


p 在 可 能 世界 里 | Dp Qp “Op 70p 
都 x xw *%* ë m 
都 ë B B x x 
ARK E K K ā B 


(二 ) PREA” h “PRF” o 

先 说 “严格 蕴涵 ”。p 一 -3q 在 什么 情况 下 是 假 的 呢 ? 从 前 面 
的 定义 中 我 们 得 到 ，p 一 34= 口 ( p 一 >q ) ， 而 在 前 面 的 语义 
分 析 中 我 们 发 现 , 口 ( np 一 >q ) ( 即 p 一 3 ) 在 完全 真 值 表 中 
均 假 ， 因 为 它 包含 着 p 真 q 假 的 情况 ， 这 情况 使 p 一 >d 为 R, R 
者 说 ， 在 可 能 世界 中 只 要 包含 着 p 真 q 假 的 情况 ，p 一 -34 则 假 ， 
否则 皆 真 。 或 者 说 ， 只 有 在 下 述 部 分 真 值 表 中 p 一 3d 才 真 : 


P gq | "一 3 
x I) x 
ü x x 
E R 真 


再 说 “严格 等 值 ” 。p 研 qd = 口 (p—>q ) 人 口 (qd 一 >p ) ， 

类 似 上 述 分 析 ， 在 可 能 世界 中 只 要 包含 p 真 q 假 或 q 真 p 假 的 情况 

( 比如 在 完全 真 值 表 中 ) , paa, BWER. REH, RA 
在 下 述 部 分 真 值 表 中 p 皇 q 才 真 : 

p q | Pq 

x x | x 

E a| x 


(Z) “G” 5 “aa” 
“ 相 容 ”是 :POq = 0 ( P 八 q)。 因 此 在 可 能 世界 中 只 要 有 p、 
q 都 真 ， pOq 则 真 ， 没 有 p、q 都 真 ,pOq 则 假 。“ 并 非 相 容 ” 是 ， 
pgq = 口 (一 pV 一 qd ) 。 其 真 假 值 与 DOq 正 相反 。 列 表 如 下 ， 
p、9 在 可 能 世界 中 pOq pda 
HRA x g 
ZRA E x 
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第 三 节 模 态 逻 辑 演 算 


一 ” 模 术 命题 注 算 

模 术 命题 演算 有 一 套 复杂 的 系统 和 许多 子 系统 。 在 一 定 条 件 
下 ， 演 算 系 统 可 以 扩大 ， 比 如 ,如 果 P 系 统 是 M 系 统 的 子 系统 , 那 
么 P 系 统 可 以 扩充 为 M 系 统 ， 二 者 等 价 。 下 面 简要 介绍 一 下 刘 易 
斯 创立 的 Ss 系统 。Ss 系 统 的 原始 基础 由 下 列 几 个 部 分 构成 : 

(一 ) 初始 符号 

1. 命 题 变 项 ; pP, d T, Pis w 3 

2. 组 合 指示 号 ，( ，); 

3 .一 元 联结 词 ， ~ Cl Q3 

4. 二 元 联结 词 : 一 >。 

( — ) 形成 规则 

1. 命 题 变 项 是 合式 公式 ! 

2. 若 A 是 合式 公式 ， 则 A、 口 A、0 A 也 都 是 合式 公式 ， 

3. 若 A 和 B 是 合式 公式 ， 则 A 一 ->B 也 是 合式 公式 3 

4. 一 个 表达 式 是 合式 公式 ， 当 且 仅 当 它 能 按照 上 列 规则 ， 经 
AFPR R 

(三 ) 公理 

公理 1 p— (q—p ); 

公理 2 ( p— (q— r) ) — ( ( p— eq ) — ( p— 
T) ); 

公理 3 ( —p—>—q ) -一 > (qd 一 >p ); 

公理 4 [T ]p—>p; 

公理 5 口 (bp 一 >d ) 一 > ( 口 P 一 >0Dq )， 

公理 6 ”一口 p 一 > 口 = 口 p。 

〈 四 ) 推理 规则 
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1. 分 离 规则 3 

2. 如 果 人 A 是 定理 ， 则 口 A 也 是 定理 ; 

3. 定 义 置换 规则 。 

显然 ， 几 命题 演算 中 的 定理 ， 都 是 5; 的 定理 。 在 Ss 系统 中 
还 有 一 系列 定理 证 明 。 现 举 几 例如 下 : 

定理 1 p 一 >Op 

证 明 ， 

(1 ) 口 mp 一 > 一 p ( 公理 4 ) 

(2 ) ( 口 p 一 >9) 一 >《P 一 > 一 口 p)( 命 题 演算 定理 》 

(3)r—>—[]—p( (1)、(2 ) 分 离 规则 ) 

(4)p— 0p ( (3) ELTERO A = rr—[D]—A ) 

定理 2 ?一 > 口 9p 

WEH: 

(1)—[]—p—> [L ]—LD] p C 公理 6 ) 

(2 )p 一 >OPp( 定 理 1) 

(3 ) 5 一 > 一 口 一 p ( (2) 定义 置换 规则 9 A= pi 一 口 一 A ) 

(4) (一 口 一 p 一 > 口 一 口 一 p ) — ( ( p—ə —[]—p> 

— (p0p) ) ( 命题 演算 定理 ) 

(5) (p 一 人 一口 一 p ) 一 > (p 一 > 口 一 口 一 p ) (A 
(4) 分 离 规 则 ) 

(6)p—> Tp ( (3)、(5) 分 离 规 则 ) 

(7 )p—>[19 pCC6) 定 义 置换 规则 0 A = D—[]—p ) 

在 Ss 系统 里 ， 定 理 的 推导 还 可 以 继续 进行 下 去 。 同 命题 逻 
辑 中 的 推导 相似 ， 我 们 就 此 从 略 。 从 Ss。 系统 的 原始 基础 和 车 干 
定理 推导 ， 便 可 有 略 知 Ss 系 统 的 轮廓。 


J 


= AGRAR 
50 年 代 以 后 ， 不 少 逻辑 学 家 对 模 态 谓词 逻辑 进行 了 深入 的 研 
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究 ， 构 造 了 许多 不 同 的 模 态 谓词 演算 系统 。 一 般 地 说 ， 把 模 态 命 
题 演算 系统 与 一 般 谓词 演算 系统 结合 起 来 ， 就 能 得 到 模 态 谓词 演 
算 系 统 。 我 们 在 此 只 介绍 ~ 下 T 系 统 与 EF 系统 结 合 而 得 到 的 FT 
系统 ， 而 且 只 介绍 两 个 内 更 证 明 ， 其 中 的 每 一 步 根据 都 来 自 以 
前 系统 ， 在 此 不 做 详细 说 明 ， 人 们 只 了 解 个 大 致意 思 即 可 。FT 
系统 的 原始 基础 由 下 烈 兄 个 部 分 构成 : 

(一 ) 初始 符号 

1. 狂 谓词 演算 系统 F 的 初始 符号 ， 

2. 模 态 命题 演算 系统 IT 的 初始 符号 。 

(二 ) 形成 规则 

1.F 的 形成 规则 3 

2.T 的 形成 规则 。 

《三 ) 公理 

1.F 的 公理 :Al 一 A3; 

2,T 了 的 公理 : KAT, 

人 四) RAAN 

1.F 的 推理 规则 3 

2.T 的 推理 规则 。 

飞 面 是 两 个 定理 证 明 : 

定理 1 口 (x) (FxN\Gx)<—>D( xFADD (x) Gx 

WH: 

(1) (x) (FxAGx)<—>(xX)FxN\ (xX)Gx (F;) 

(2) 口 (x) (FxAGs )<> 口 ((x)rxzACx)Gx) 
( (1) 与 DR4) 

(3) 口 (x) (FAGO ) FAO (x ) Gx ((2)， 
TK.1 与 DR1 ) 

定理 2 Q (qz) ( FxVGx ) > (qz) FxV Q (a 
Gx 
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证 明 ， 

(1) Caa) (FxVGx )< > ( gx )FxV (ax) GX (F19) 

(2) (sx(FxVGx ) 一 > (8x) FxV ( gx )Gx((1) 与 
< 一 > 定义 ,再 与 T13 ) 

(3) CH VC) GD (FxVGx ) ( (1) 与 
< 定义 ， 再 与 T14 ) 

(4) Q (Hi) (FxVGX ) —> 0 (Hx ) FxV ( g, ) GX) 
( (2) 与 DR6 ) ` 

(5) O (Hx) (FxVGx)—>0 ( q, ) FxV Ç (Ax) GX 
( (4), TK.145DRI ) 

(6) OCCA) FxV (q, ) GX ) — Ç ( q, ) (Fx VGx ) 
( (3) 与 DR6 ) a 

(7)0 (gx)FxVO (gx)Gx—>0 (Hx) (FxVGx) 
((6)、TK .14 与 DR1 ) 

(8)0 (Hs) (FxXVGx)<—>0(H:) FxVO Gox 
( (5), (7) 与 T22， 再 与 < 一 > 定义 ) 

从 总 的 情况 说 ， 跟 模 态 命题 逻辑 相 比 ， 模 态 谓词 逻辑 还 不 够 
完善 ， 尚 有 待 于 进一步 发 展 。 


第 四 节 非 标准 模 态 逻辑 的 概况 


以 上 简介 的 都 是 标准 模 态 逻辑 ， 它 主要 讲 远 辑 必然 与 逻辑 可 
能 的 问题 ， 比 如 刘易斯 的 模 态 远 辑 系统 中 有 口 p 一 >p 和 p 一 > O 
p ( “必然 ” 强 于 “ 实 然 ”，“ 实 然 ” 强 于 “或 然 ”) ， 以 及 口 
Dmg Tp 和 和 p< 一 > 一 口 -Ip 等 定理 。 这 些 都 是 标准 模 态 Z 
辑 。 后 来 又 形成 一 些 非 标准 模 态 逻辑 系统 ， 它 们 主要 有 道 义 g 
辑 、 认识 逻辑 和 时 态 逻 辑 等 下面 我 们 对 这 些 远 辑 只 简要 地 介绍 一 
些 基本 概念 和 命题 ,至 于 形式 公理 系统 或 演绎 推理 系统 , 则 因 限于 
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篇 幅 不 再 介绍 。 


一 道义 逻辑 

在 日 常 语言 中 时 党 有 一 些 语句 包含 着 “必须 ”、 “多 许 ”、 
“禁止 ”等 语词 。 这 些 语词 表示 荐 “道义 ”、 “义务 ” 、“ 伦 
理 ” 或 “规范 ”等 模 态 概念 ， 也 称 作 “ 道 义 模 态 词 ”。 当 然 ， 包 
含 着 道义 模 态 词 的 命题 就 称 作 “道义 命题 ”。 道 义 命题 形式 很 
多 ， 其 中 有 三 种 是 基本 的 。 ` 

( 一 ) 必须 命题 “这 是 陈述 必须 履行 的 行动 或 必须 实现 的 事 
件 状态 的 命题 。 模 态 词 “必须 ”可 用 符 号 “O” 表示, 因此 “Op” 
读 作 “p 是 必须 的 ”。 在 汉语 中 ,语词 “应 该 ”、“ 一 定 ? 、 
“有 ，…… 义 务 ” 等 概念 与 “必须 ” 相似 ， 也 都 可 以 用 模 态 H| 
“O” 表示 。 但 是 “必须 ”与 “应 该 ”还 稍 有 差别 ，“ 必 须 ” 约 
柬 力 较 强 ， 具 有 强制 性 ，“ 应 该 ”的 约束 力 较 弱 ， 一 般 不 具有 强 
制 性 。 但 在 法 律 上 具有 同样 的 约束 性 。 法 律 中 有 关 义 务 的 规定 都 
是 必须 命题 

( 二 ) 乞 许 命 直 这 是 陈述 允许 懂行 或 允许 实现 的 行动 或 事 
件 状态 的 命题 。 模 态 词 “ 克 许可 用 符号 “P” 表 示 ， 因 此 “Pa” 
读 作 “q 是 允许 的 。” 在 汉语 中 。 “可 以 ”、“ 准予 、“ 有 
权 ” 等 概念 与 “ 友 许 ”相似 ， 也 都 可 以 用 模 态 词 “P” 表 示 o H 
小 律 条 文明 文 规定 的 命 古都 是 友 许 的 ， 因 此 表达 权利 的 条 文 都 是 
允许 命题 。 

( 三 ) 禁止 命题 这 是 陈述 从 一 定 规范 角度 看 禁止 懂行 或 林 
止 实现 的 行动 或 事件 状态 的 命题。 模 态 词 “禁止 "可 用 符号 “F” 
表示 ， 因 此 GF? 读 作 “rz 是 禁止 的 ”。 在 汉语 中 ，“ 不 得 ”、 
“不 准 ”、“ 不 许 ” 等 概念 与 “禁止 ” 相似 ， 也 都 可 以 用 模 态 启 
“F” 表示 。 由 法 律 条 文明 文 规定 的 犯罪 或 侵权 行为 都 是 R k 
的 ， 因 而 经 常用 禁止 命题 来 限制 这 些 行为 。 
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我 们 可 以 用 命题 逻辑 联结 词 把 道义 命题 结合 为 复合 命题 ， 比 
A: 

Op—>p 

0—p<——p; 

有 些 道义 命题 是 附加 条 件 的 ， 称 作 相对 道义 命题 或 条 件 道义 
命题 。 相 对 必须 命题 形式 为 “0 ( p/a ) ”， 读 作 “ 在 q 条 件 下 ， 
了 是 必须 的 ”。 相 对 允许 命题 形式 为 “P(p/d )”, 读 作 “ 在 q 
条 件 下 ，P 是 允许 的 ”。 相 对 禁止 命题 形式 为 “F p/a), WE 
“在 条件 下 ，Pp 是 禁止 的 ”。 相 对 道义 无 差别 命题 形式 为 
“I(p/d)”， 读 作 “ 在 q 条 件 下 ，p 是 道义 上 无 差别 的 ”， 如 
“如 果 这 件 事 已 经 结束 了 ， 那 么 你 可 以 来 ， 也 可 以 不 来 >。 相对 
道义 命题 也 可 以 通过 命题 联结 词 而 结合 成 复合 命题 ， 如 ; 

—(O(p/r)AO(—p/r)>)> 
p(pVa/z)—P(p/r)VP(a/r) 


二 ”认识 逻辑 

人 们 在 认识 过 程 中 会 涉及 到 “知道 ”、“ 相 信 ”、“ 怀 疑 ”、 
“反驳 ”、“ 可 证 ”》、“ 可 接受 ”、“ 可 信 ? 等 语词 ， 它 们 称 作 
认识 模 态 词 ， 而 包含 着 这 种 语词 的 命题 就 称 作 认识 模 态 命题 或 认 
识 命 题 ,我 们 引入 符号 “K” 表 示 “ 知 道 ”,“Kap” 志 示 “a 知 道 
p” ;1 “B” 表示 4“ 相信” š “Bap” 表示 “a 相信 p” 3 “p?” 表 示 
4 对 …*… 所 知道 的 一 切 是 可 能 的 ”，“Pap” 表 示 “ 对 a 所 知道 
的 一 切 ，p 是 可 能 的 ”; “C” 表示 “ 跟 …… 所 知道 的 每 件 事 是 
相 容 的 ”，“Cap” 表 示 “p 是 跟 a 所 知道 的 每 件 事 相 容 的 ”; 
“A? 表示 “可 接受 ”，“Aap” 表 示 “a 可 接受 p”; “D” # 
示 “ 人 怀疑 ”，*Dap” 表 示 “a 怀 疑 p”。 š 

我 们 可 以 用 命题 逻辑 联结 词 把 认识 命题 结合 为 复 & 命 题 ， 
Ai: Kap Ka—p (“a 知道 是 不 是 Pp” ) ，P 八 一 Kap ( “a 不 知 
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p” ) ， 一 Kap 人 一 Ka 一 2 ( “a 不 知道 是 不 是 p” ), Bb ( pA 
一 Bap ) ( “b 相 信 “a 不 相信 p”” ) 。 再 如 : 
Ka(p——q)——(Kap—> Kaq) 
BapA(p——>—q)— Baq 
KaBap——Bap 
MEIRA kW Aym Es. Eye6 ik idm han A 
ca bE), WfE8IZSRIA Ty ARRAN 
现 个 


你 常 项 的 认识 命题 ， 就 称 作 绝 对 认识 命题 。3 
“LK” RR 4 可 靠 地 知道 ? , “Lkp” 表示 “Pp 是 可 a 
“Mk” 表示 “是 可 信 的 ”， “MKp” 表 示 “p? 是 可 信 的 > ; “Lo” 
表示 “相信 的 ”， “Lbp” 表 示 “p 是 被 相信 的 ”; “Mb” RA: 
“ 似 可 信 的 ”，“Mbp” 表 示 “p 是 似 可 信 的 ”。 如 下 命 题 形式 
都 是 普遍 有 效 的 : 

P—>Mkp 

Mk(pVq)—>MkpVMkq 

Lkp—>p 

~ ( LbpALb—p ) 

Lkp—>Mkp 


= HEZ 

和 人们 在 日 常 语言 中 总 要 涉及 时 态 问题 ,是 “过 去 ” 呢 ? 还 是 
“现在 ”或 “将 来 ? 呢 ? 这 也 是 一 种 模 态 概念 或 称 时 态 词 ,含有 这 
种 时 态 词 的 命题 就 是 时 态 命题 。 我 们 引入 符 S “<H” 表 示 “ 过 
K”, “Hp”? RER “tkp? ,;, “T” KR “A E, “Tp” 表 
示 “ 现 在 py ; F” RR ORR”, “Fp” RER ‘RRDP’ o F 
实 “ 过 去 ”和 “将 来 ”都 有 那个 时 候 的 “现在 ”问题 ， 因 此 在 实 
际 应 用 中 可 以 把 “现在 ”( “T” ) 省 略 。 于 是 只 剩 下 两 个 时 态 
i: HMF, 
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这 样 我 们 就 可 以 初步 刻 划 一 些 自然 的 时 态 语句 。 比 如 “并 非 
我 曾经 到 过 上 海 ” 可 表示 为 “Hp”，“ 如 果 明 天 不 下 Fj, R 
们 就 去 故宫 或 北海 ”可 表示 为 “F ( ~p 一 >(qVIT) ) ”等 等 ,这 
是 时 态 词 的 单一 出 现 ; 时 态 词 还 可 以 午 侄 出 现 ， 比 如 “ 曾 听 说 过 
将 来 这 里 建 工厂 ”可 表示 为 “HEFp? 。 

关于 时 态 问题 还 有 一 种 复杂 情况 ， “过 去 ”和 “过 去 总 是 ”、 
“将 来 ”和 “将 来 总 是 ? 的 情况 是 不 完全 一 样 的 ， 比 如 “他 过 去 
曾 是 教师 ”和 “他 过 去 一 直 是 教师 ”、“ 他 将 去 一 趟 广 州 ”》 和 

“他 将 来 定居 广州 ”就 不 完全 一 样 。 这 里 有 个 “时 点 ”( 短 时 时 
间 ) 和“ 时段 ”( 长 时 时 间 ) 的 问题 ， 当 然 ， 时 点 和 时 段 也 只 具 
有 相对 的 意义 。 我 们 引入 符号 “A” 表示 “过 去 总 是 ”，,，“Ap” 
表示 “过 去 总 是 p”: “G” RRR AE”, “GP RR 
“将 来 总 是 p”。 并 且 给 出 下 述 定义 : 

Ap= Df +H—p 

Gp =Dtft—F—p 
在 这 里 ，~HIp 是 说 p 曾 经 决 不 是 假 的 ， 因 而 曾经 总 是 真 的 ， 比 
如 说 “并 非 他 过 去 某 个 时 候 不 是 教师 ”就 等 于 说 “他 过 去 一 直 是 
教师 ?” ， 而 Hp 则 只 是 说 p 在 某 个 时 候 曾 是 真 的 。 另 外 ， 一 F 一 p 是 
说 p 将 来 决 不 是 假 的 ， 因 而 将 来 总 是 真 的 ， 比 如 说 “并 非 他 将 来 
某 个 时 候 不 居住 在 广州 ? 就 等 于 说 “他 将 来 定居 广州 ? ; 而 Fp 则 
只 是 说 p 将 在 某 时 是 真 的 。 这 样 ， 我 们 就 有 了 四 种 包含 不 同 时 态 
词 的 命题 ，Hp ( 过 去 p ) Ap( 过 去 总 是 ) ，Fp ( 将 来 p )， 
Gp ( 将 来 总 是 p ) 。 其 中 ， 肯 定 了 “Ap” 也 就 能 肯定 Hp”, 
而 肯定 了 “Hp”” 却 不 一 定 能 肯定 “Ap”， 另外 ， 肯 定 了 “Gp” 
也 就 能 肯定 “Fp”， 而 肯定 了 “Fp” 却 不 一 定 能 肯定 “Gp”。 
因此 得 到 公式 : 

Ap 一 > 了 Hp 

Gp—>Fp 
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我 们 借助 “Ap” 和 “Gp” 就 可 以 刻 划 命题 中 的 全 部 时 间 断 

定 ， 即 p 在 所 有 时 间 上 都 是 真 的 ， 可 用 下 述 公式 表述 : 
ApApAGp 

我 们 还 可 以 把 模 态 词 口 和 0 引入 时 态 命题 ， 比 如 “如 果 他 在 
下 月 预 考 中 及 格 ， 那 么 他 将 考 上 大 学 是 可 能 的 >” ， 符 号 化 为 “Fp 
一 > 0 Fq”; “如 果 点 燃 火药 ， 那 么 爆炸 将 发 生 是 必然 的 ”， 
符号 化 为 “S 一 >EFDr”。 

我 们 还 可 以 把 量词 (x ) 和 ( a, ) 引 和 时 态 命题 ， 比 如 “有 
的 人 将 来 要 当 兵 ”， 符 号 化 为 “(99: ) (SxAFBx)”; “所 有 
的 人 都 曾经 是 小 孩 ”》， 符 号 化 为 “(x) ( Sx 一 >HCx )”。 

对 于 以 上 的 义务 、 认 识 和 时 态 远 辑 问题 ， 我 们 只 介绍 一 些 基 
本 概念 和 命题 ， 而 关于 形式 公理 系统 却 没 能 介绍 。 我 们 在 此 只 是 
说 明 ， 这 些 逻 辑 都 具有 各 自 的 形式 公理 系统 ， 即 从 初始 概念 、 形 
成 规则 、 推 理 规则 、 公 理 和 定义 出 发 ， 推 理论 证 出 包含 着 若干 定 
理 的 公理 系统 。 这 里 不 再 详 述 。 


° 329 * 


第 六 章 概率 逻辑 


本 
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或 现代 
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等 等 。 这 些 归 纳 理 论 都 是 在 概率 演算 的 框架 内 构造 的 ， 然 
而 它们 对 “概率 ”这 个 概念 的 理解 却 各 不 相同 ， 以 致 它们 确定 基 
本 概率 的 方法 也 是 不 同 的 。 比 如 频率 论 把 概率 解释 为 频 率 的 极 
限 ， 而 所 谓 一 个 归纳 推理 是 成 立 的， 实际 上 就 是 指 有 关 的 命题 序 
列 存在 着 一 定 的 频率 极限 值 ， 印 满足 一 定 的 概率 值 ， 逻 辑 论 则 认 
为 频率 论 的 概率 解释 属于 统计 学 覆 会 ， 而 作为 逻辑 学 概念 ，“ 概 
率 ” 应 被 理解 为 一 个 命题 由 另 一 个 ( 或 另 一 些 ) 命题 所 证 明 的 程 
度 ， 也 称 之 为 “确证 度 ”， 它 是 已 有 的 证 据 与 提出 的 假设 之 间 的 
函数 关系 ;私人 论 的 基本 特征 则 是 把 概率 解释 为 个 人 的 相 信 程 
度 ， 这 种 概率 基本 上 因 人 而 异 。 我 们 在 此 重点 介绍 频率 论 和 膛 辑 
论 概率 逻辑 。 
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前 面 讲 概率 代数 的 时 候 ， 我 们 已 经 讲 过 了 “等 可 能 性 ”和 
“频率 ”两 种 解释 。 人 们 通过 对 随机 现象 的 数学 本 质 的 进一步 研 

究 ， 对 概率 作出 了 公理 化 的 处 理 ， 并 由 此 得 到 新 的 更 严格 的 定 
义 。 

概率 的 公理 化 定义 为 ， 

设 A 为 随机 事件 ，P( A ) 为 一 实 函 数 ， 且 具有 下 列 性 Jü: 

(1)O<P(A)<1 

(2)P(Q)=1 


<3) 对 互 不 相 容 的 随机 事件 序列 A，， A,, ei 有 


° °° 
P( > An)= > P(An), 
Fei Pr 


这 样 ， 概 率 的 公理 化 定义 便 包 含 了 概率 的 古典 定义 。 
概率 还 具有 下 列 性 质 ， 
(1 ) 对 任何 事件 A， 有 
P(A)=1-P(A); 
( 2 ) 不 可 能 事件 的 概率 为 0%0， 即 P( 中 ) = 0; 
(3 ) 设 A、B 为 二 事件 ， 且 AB， 
HJ P(A-B)=P(A)-P(B), 
H P(A)>P(B); 
(4 ) 对 任意 二 事件 A、B， 有 
P(A+B)=P(A)+P(B)~P(AB), 
然后 又 产生 了 条 件 概率 的 租 念 : 
设 A、B 是 两 个 随机 事件 ， 且 P (B ) 之 0， 则 
P(A/B) =P(AB)/P(B), 


此 式 称 为 在 事件 B 发 生 的 条 件 下 ， 事 件 A 发 生 的 概率 (或 事 件 A 
对 于 事件 B 的 条 件 概率 ) 。 | 
此 外 ， 梳 率 论 的 乘法 定理 、 全 概率 公式 和 地 概率 公式 ( 贝 叶 
斯 公式 ) ， 在 构 于 论 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 ， 对 概率 温 辑 有 重 
大 的 影响 。 
RAZM: 
设 A、3 为 两 事件 ，P (AB) >0, M 
P(AB)=P(A)P(B/A)。 
全 概率 公式 ， 
设 B，Hs，"……, 为 互 不 相 容 事件 ， 且 Hi + Hs + =Q, 
又 事件 A 能 且 只 能 同 H ， 孔 ，，"…… 中 的 一 个 同时 发 生 , 就 是 说 ， 
WFA = AH, + AH, +=. 3 H| s š 


P(A)= š P(Hn)PCA/Hn), 
a-l 
逆 概率 公式 ( 贝 叶 斯 公式 ) :， 
设 Hi， 也 :…… 为 互 不 相 容 事件 ， 且 Hi+ H,+ =s = Q 又 
事件 A 能 且 只 能 同 H,，H,,*…… 中 的 一 个 同时 发 生 ， 且 PCHi) 之 
0, P( A)2>0 则 


P (Hm/A ) = P(Hm)P(A/Hm) 。 


š P(Hi)P(A/Hi) 
irg 
这 样 ， 如 概率 演算 的 公理 化 能 同时 满足 数学 和 逻辑 上 的 要 
求 ， 如 概率 演算 的 所 有 公理 都 可 以 证 明 是 永 真 式 ， 那 么 这 样 的 公 
理 系 统 就 可 以 为 概率 逻辑 提供 一 个 可 取 的 模型 。 至 于 归纳 逻辑 为 
什么 会 与 概率 论 发 生 联 系 从 而 产生 出 概率 人 逻辑， 我们 可 以 从 总 的 
方面 作 如 下 理解 : 
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“概率 ”概念 分 为 两 种 情况 : 一 种 是 数学 的 概率 概念 ， 它 是 - 
运用 数理 统计 的 方法 和 数学 语言 来 进行 概率 的 演算 ， 另 一 种 是 远 
辑 学 的 概率 概念 ， 它 是 指 科学 语言 所 说 “可 能 的 ”、“ 或 然 的 ”、 
“可 推测 的 ”等 等 的 意思 ， 而 数学 的 概率 概念 是 陈述 事 件 的 性 
质 ， 运 辑 学 的 概率 概念 是 陈述 命 生 的 性 质 。 比 如 概率 记 辑 可 以 通 
过 二 分 法 或 三 分 法 等 而 转化 为 二 值 逻 得 或 三 值 多 辑 等 。 这 种 转化 
在 于 要 规定 一 个 分 界 值 Pp。 如 Pp 值 为 /2， 则 有 

如 P ( a ) >p， 则 a 为 真 } 
如 P (a) <p， 则 a 为 假 。 
三 分 法 则 是 选 定 二 个 分 界 值 py 和 p:， 则 有 
如 P (a) 三 p,， 则 a 为 真 ; 
如 P( a)<pi， 则 a 为 假 ; 
Ap <P (a) <p,， 则 a 为 未 定 。 

当然 ; 归纳 逻辑 应 恋 如 何 对 报 率 论 进行 具体 的 解释 和 运用 、 

直到 目前 也 仍旧 处 于 摸索 和 探讨 之 中 。 
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传统 归纳 逻辑 曾 受到 18 世 纪 英 国 怀疑 论 哲 学 家 休 谈 的 批判 。 
他 的 论证 表明 两 点 ， 一 是 归纳 结论 只 能 是 或 然 性 的 ， 而 不 可 能 是 
必然 性 的 ; 二 是 归纳 结论 的 真实 性 是 得 不 到 任何 逻辑 证 明 的 ， 比 
如 从 “过 去 太阳 一 直 从 东方 升 起 ”并 不 能 逻辑 地 必然 推出 “明天 
太阳 也 从 东方 升 起 ”。 这 就 成 为 著名 的 归纳 合理 性 问题 ， 也 叫 作 
休 访 难题 。 后来， 德国 哲学 家 莱 欣 巴赫 以 休 庶 难题 为 出 发 点 ， 构 

想 了 频率 论 概 率 逻 辑 系统 。 

来 欣 巴赫 认为 对 “ 枝 率 ”的 数学 解释 和 逻辑 学 解释 既 有 不 同 
之 处 又 有 相同 之 处 ， 而 相同 之 处 就 在 于 “ 频 率 ” 问题。 他 说 ， 
“如 果 我 们 也 用 频率 来 解释 逻辑 的 婚 率 概念 ， 两 个 概念 就 会 变 成 
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泣 型 的 ， 数 学 的 概念 是 用 事件 的 频率 来 解释 ， 而 逻辑 的 概念 则 用 
关于 事件 的 命题 的 频率 来 解释 。” C < 经 验 与 预言 》 ， 英 文 版 ， 
第 302 页 ) 这 样 ， 概 率 逻辑 就 是 命题 序列 的 逻辑 ， 可 以 看 成 是 命题 
逻辑 的 推广 。 菜 欣 巴 赫 的 基本 思想 是 认为 归纳 推理 所 涉及 的 不 是 
一 个 单独 的 命题 ， 而 是 一 组 命题 的 系列 。 所 以 ， 他 认为 应 在 归纳 
逻辑 中 把 “命题 ”推广 为 “命题 系列 ”这 个 概念 。 如 果 分 析 这 个 
命题 系列 ， 就 会 看 到 : 一 方面 ， 在 这 个 系列 中 ， 总 存在 着 一 组 一 
组 的 命题 之 间 的 关系 。 设 有 两 类 命题 ， 一 类 是 作为 证 据 的 命题 集 


RA, BOTRA Xi, Xa, eee, Xy, eee, XJ 另 一 类 是 作 
为 假设 的 合 题 集合 B， 其 元 RAJ» Yo e Yo mes Y, 
《 均 约定 取 有 穷 项 ) o HBH, 

A= (x,, X,, “eee s Xi, reeeo 了 

B= {Y;, Y: oo s Yis ee, Ya} 


之 所 以 B 是 一 种 假设 ， 那 是 因为 菜 欣 巴赫 认为 ， 既 然 归 纳 结 

论 的 真实 性 不 可 能 被 证 明 ， 那 么 就 应 当 把 归纳 结论 仅仅 看 成 是 一 
种 假设 ， 而 证 明 归 纳 结 论 的 真实 性 的 问题 就 变 为 证 明 归纳 结论 是 
一 个 “最 佳 假设 ”的 问题 。 事 实 上 ， 在 任意 的 两 个 相应 的 命题 x; 
与 yi 之 间 总 有 一 定 的 关系 。 至 于 是 什么 样 的 关系 ， 只 能 在 这 一 组 
一 组 的 命题 序列 中 才能 确定 。 所 以 另 一 方面 ， 必 须 考虑 命题 的 序 
列 。 通 过 一 系列 的 实验 ， 可 以 发 现在 证 据 集 A 与 假设 集 B 之 间 存 
在 着 一 种 关系 ， 可 称 为 “概率 蕴涵 ”， 表 示 为 : 

( Vx; ) ( Vy: ) (xcEA 市 pyiEB) 
可 简写 为 ; 

( A=pB ) 
读 作 “A 以 概率 P 章 涵 B”， 可 定义 为 : 

(A %pB) =p P (A, B) =p 
由 此 可 见 ，A、B 这 两 类 或 这 两 个 命题 序列 之 间 存 在 着 一 种 蕴 活 
关系 ， 这 种 关系 是 一 种 概率 关系 ， 也 就 是 说 ， 当 A 序列 关系 到 也 
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序列 时 才 具 有 一 定 的 概率 。 其 中 P 是 这 种 概率 蕴涵 的 概率 度 。 所 
以 ， 莱 欣 巴赫 是 着 眼 于 命题 序列 之 间 的 关系 ， 而 不 是 着 眼 于 单独 
命题 本 身 的 性 质 来 研究 归纳 逻辑 的 。 

进一步 就 要 对 这 种 概率 关系 作出 一 种 解释 。 在 这 方面 ， 他 采 
用 了 典型 的 数学 的 贩 率 概念 ， 对 概率 给 予 频 率 的 解释 ， 把 概率 理 
解 为 频率 的 极限 。 所 谓 一 个 归纳 推理 是 成 立 的 ， 实 质 上 就 是 指 有 
关 的 命题 序列 存在 着 一 定 的 频率 极限 赴 ， 即 满足 一 定 的 硫 率 值 。 
至 于 在 这 个 序列 过 竹中 要 对 茶 一 组 命题 加 以 确定 ， 员 
据 有 关 概 率 的 一 种 “认定 ”( posit ) 。 在 认定 中 可 以 选 Fe “e 
优 认 定 ”， 就 整个 序列 而 言 ， 存 在 着 “ 渐 近 认定 ”。 这 样 在 菜 欣 
巴赫 那里 ， 用 “认定 ”来 替换 了 对 于 归纳 推理 的 证 实 问题 。 

由 于 归纳 推理 是 一 种 与 概率 度 相关 的 渐 近 认定 ， 那 么 归纳 命 
是 的 取 值 即 是 由 列举 其 元 素来 确定 的 ， 也 就 是 用 外 彼 的 方法 来 确 
定 的 ， 但 一 般 不 是 二 值 的 ， 尤 其 是 从 命题 序列 的 值 来 看 ， 必 然 是 
多 值 的 。 因 此 ， 归 纳 逻 辑 应 该 建立 在 多 值 逻 辑 的 基础 上 ， 只 有 在 
给 出 菜 种 分 界 值 的 情况 下 ， 这 种 多 值 逻辑 才 变 换 为 对 应 的 二 值 迎 
辑 。 

由 上 可 知 ， 菜 欣 巴 赫 的 概率 逻辑 系统 ， 从 数学 上 说 ， 运 用 了 
数学 概率 论 的 频率 概念 ; 从 逻辑 学 上 说 ， 它 是 一 种 外 延 的 、 关 系 
的 、 多 值 的 逻辑 。 这 就 是 这 一 系统 的 特点 。 
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来 ， 从 概率 概念 的 历史 来 看 ， 应 把 概率 分 为 两 种 ， 即 概 率 ,与 概 
率 ,。 概 率 , 是 指 概率 的 逻辑 概念 ， 概 率 .是 指 概率 的 统计 概念 。 统 
计 概 率 是 由 相对 频率 来 确定 的 ， 这 就 是 通常 的 数学 的 概率 论 所 依 
据 的 基本 观点 ， 而 莱 欣 巴赫 就 是 运用 这 种 概率 观点 来 处 理 归纳 逻 
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辑 的 。 但 是 在 卡尔 纳 普 看 来 ， 用 概率 的 频率 的 解释 是 不 能 处 理 坷 
纳 问 题 的 。 他 认为 要 用 概率 :来 处 理 ， 因 为 它 是 一 种 逻辑 概率 , 具 
有 着 分 析 的 性 质 ， 能 够 作为 归纳 推理 的 基础 。 卡 尔 纳 普 的 概率 逻 
辑 的 一 个 基本 概念 就 是 “确认 度 ”(degree of Confirmation), 
用 C 来 表示 。C 是 已 有 的 证 据 e 与 提出 的 假设 h 之 间 的 函数 X: 系 ， 
用 C (h, e) 来 表示 。 在 他 看 来 ，h 与 e 之 间 应 该 是 一 种 逻辑 关 
系 ， 它 并 不 直接 依赖 于 事实 的 观察 ， 也 不 依赖 于 相对 频率 ， 而 是 
一 种 远 辑 的 分 析 关 系 ， 类 似 于 蕴涵 而 又 表现 为 一 定 的 数值 ， 这 就 
ERR, o 

为 了 构造 出 概率 逻辑 系统 ， 他 第 一 步 是 构造 了 一 个 演绎 的 语 
言 系统 L， 在 这 个 基础 上 ， 作 为 第 二 步 ， 才 构造 出 自己 的 概 率 归 
纳 逻 辑 系统 。 特 别 应 该 指出 的 是 ， 他 完全 是 在 演绎 逻辑 的 基础 上 
来 构造 归纳 逻辑 的 ， 演 绎 逻辑 的 方法 在 归纳 逻辑 研究 中 的 运用 表 
现 得 十 分 明显 。 下 面 只 作 一 个 简要 的 介绍 。 

一 ”语言 系统 L 

这 个 系统 的 个 体 域 包括 无 穷 系统 Lo。、 有 穷 系 统 Ly。 

以 下 给 出 L 系 统 的 语法 与 语义 基础 : 

( 一 ) 初始 符号 ( 包括 个 体 常 项 、 个 体 变 项 、 初 始 谓词 、 二 
元 关系 、 联 结 词 及 其 他 符号 ) s 

(二 ) 形成 规则 

(= ) 真 值 规则 

( 四 ) 状态 描述 ( 用 以 完全 描述 给 定 个 体 域 的 一 切 可 能 状态 
的 语句 集 ) s 

(五 ) 相关 性 质 族 和 相关 初始 谓词 族 ; 

(六 ) 语句 的 值 域 ( 使 一 语句 在 其 中 成 立 的 那些 状 态 描 述 
集 )， 

(七 ) 给 出 若干 定义 ， 

OO 分子 谓词 ( 由 初始 谓词 及 联结 词 构成 s 
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( 九 ) 划分 ( 将 个 体 域 中 的 一 切 个 体 划 分 为 互 斥 而 不 重 又 的 
分 子 谓词 集 ) ， 

(十 ) 结构 描述 把 有 关 的 状态 描述 按 顺 序列 成 的 析 Me 
式 )。 


二 ， 福 率 化 和 定量 化 的 归纳 逻辑 系统 
这 里 主要 阐述 演绎 系统 Lx。 就 迎 辑 方面 说 ，Lw 系 统 是 一 种 


” 外延 的 系统 。 为 了 构造 出 形式 化 的 归纳 逻辑 ， 就 根据 所 确定 的 Q 


性 质 对 值 域 作出 划分 ， 由 语句 i 所 满足 的 状态 描述 的 量度 函 数 m 
的 值 来 确定 确认 度 C 的 值 。 但 就 数学 方面 说 ，C 值 不 是 概率 。( 统 
计 概 率 ) ， 而 是 作为 一 种 逻辑 的 归纳 概率 的 概率 ,的 值 。 

( 一 ) Ln 中 的 正则 量度 函数 

定义 : m (j) = Df 对 于 语句 j， 使 成 立 的 那些 状态 描述 和 的 
总 和 m ( 由 ) 。 这 是 一 个 数值 函数 。 

m 是 正则 的 ， 要 满足 下 列 二 条 件 : (1) 对 于 Lx 中 的 每 一 状 
SRAY, m OD 取 正 实数 值 ，( 2 ) Lx 中 对 于 所 有 的 状态 描述 . 
下 的 m 值 i 总 和 为 1。 

由 中 值 可 见 是 外 延 的 关系 ， 由 此 定义 ， 

(二 ) Lx 中 的 正则 确认 浮 数 C( 简称 确认 度 ) 

定义 确认 度 C 是 表示 证 据 的 e 语 句 与 表示 假设 的 h 语 句 之 间 
的 一 种 函数 关系 ， 是 由 正则 量度 函数 来 定义 的 : 

m h 
fech, e) = TEAD 
`C (h, e) Fik im (e) =0。 

确认 函数 C 是 正则 的 ， 要 满足 上 述 正则 量度 函数 所 清 足 的 
同样 条 件 。 

几 种 特殊 的 C 函 数 

1. Lo 系统 中 的 函数 及 C 函 数 的 值 各 自 定义 为 其 相关 AD 


+ 337 ° 


当 m (e ) #03 


承 统 的 极限 值 ， 可 证 ， 
_com(eAh) ， 
PO me 
2。 空 确认 Co: 
Co(ij)=pC (ji, t)o 
可 证 : Co (j) =m(j)。 
证 : co(j) =C(j t) BAGAD nj, 


注意 :卡尔 纳 普 一 再 强调 C 函 数 是 一 个 语义 概念 。 

CE) LEDA 

卡尔 纳 普 的 工 系统 与 概率 逻辑 系统 均 是 以 外 延 为 基础 的 ， 它 
和 们 均 与 值 域 相 关 。 为 了 说 明 演绎 逻辑 与 归纳 逻辑 的 关系 与 区 别 ， 
卡尔 纳 普 指出 ， 在 演绎 逻辑 中 是 蕴涵 关系 ， 而 在 归纳 逻辑 中 是 部 
分 蕴涵 关 系 。 用 图 6 一 1 表示 ， 


图 6—1 一 


由 图 6 一 1 可 知 ， 在 LL 系统 中 “eL 蕴 涵 h” 是 指 e 的 值 域 完 全 包 
含 在 h 的 值 域 中 ， 而 在 归 的 逻辑 中 ， 则 是 “eL 部 分 蕴涵 h”。 如 
上 可 图 所 示 ， 
n m 
C (h,e) = ECAD- 
是 指 e 的 值 域 的 3/4 包 含 在 h 的 值 域 中 。 
但 要 注意 ， 卡 尔 纳 普 虽 从 外 延 、 从 值 域 出 发 来 处 理 演 年 的 与 
归纳 的 逻辑 ， 但 他 是 将 对 象 语言 与 语义 的 元 语言 区 别 开 的 。 因 
° 338 > 
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此 ， 他 强调 语句 的 值 域 与 事实 无 关 ， 只 与 语句 的 意义 有 关 。 后 者 
是 由 有 关 语言 系统 的 语义 规则 所 确定 的 。-… 且 给 出 这 些 语 X SL 
则 ， 则 其 值 域 关系 就 被 确定 。 

( 四 ) 相关 系数 与 “可 预见 的 ” 

在 归纳 过 程 中 ， 不 仅 与 :<、h 有 关 ， 而 且 与 新 的 观察 ( 语句 》 
i 是 否 加 强 e 而 支持 h 相 关 ， 由 此 定义 


/ >1 ” 正 相 关 
C(h, eAi) A s 
ci e) poe 5 

“<1 ” 负 相 关 


为 相关 系数 。 如 果 在 i 之 后 实现 es 人 h， 则 i 是 可 预见 的 。 

根据 以 上 简略 介绍 我 们 看 到 ， 卡 尔 纳 普 关 于 归纳 和 演绎 之 间 
关系 的 研究 是 很 有 意义 的 。 证 据 e 和 假设 h 之 间 的 关系 是 归纳 的 
而 不 是 演绎 的 ， 不 存在 从 e 到 h 的 演绎 过 程 ; 但 是 有 一 种 Wk 率 ,的 
归纳 过 程 却 将 ce 和 h 联 结 起 来 。 在 演绎 逻辑 中 ， 从 “eI 蕴涵 h” 和 
“Cc 真 ”， 能 必然 得 到 “h 真 ”; 但 在 归纳 逻辑 中 ， 从 “el 部 分 
蕴涵 h” 和 “e 真 ”， 并 不 能 必然 得 到 “h 真 ”。 因 此 ， 归 纳 不 是 
演绎 。 但 是 ， 从 证 据 e 到 假设 h 的 归纳 过 程 可 以 概率 化 和 定 其 化， 
具体 说 ， 可 以 用 演绎 方法 来 研究 确认 度 ( 证 实 程度 或 确认 函数 ) 
C， 从 而 表现 为 概率 。 归 纳 逻辑 可 以 用 增加 C 函 数 的 定义 的 方法 
从 演绎 逻辑 构造 出 来 ， 所 以 归纳 逻辑 预 设 了 演绎 逻辑 。 归 纳 逻 辑 
中 的 定理 (如 。 多 CCh， e) =3/4” ) 是 通过 演绎 得 到 的 。 这 样 一 - 
来 ， 大 量 的 上 纳 拉 理 就 具有 演绎 推理 的 形式 。 因此 ,归纳 可 以 转化 
为 演绎 ， 转 化 的 条 件 是 ， 对 归纳 过 程 ( 从 证 据 e 到 假设 h 的 过 程 ) 
可 以 进行 量 的 测定 。 长 期 以 来 ， 人 们 只 把 归纳 当成 经 验方 法 ， 忽 
略 了 可 以 用 演绎 方法 研究 归纳 的 问题 。 然 而 ， 卡 尔 纳 普 的 成 果 却 
给 入 们 提供 了 很 好 的 借鉴 。 
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第 四 节 困难 与 前 景 


正 象 演绎 逻辑 在 发 展 过 程 中 遇 到 最 大 序数 悖 论 、 罗 素 悖 论 等 
竺 一样， 归纳 逻辑 在 它 的 发 展 过 程 中 也 遇 到 了 不 少 悖 论 ， 较 有 务 
的 有 三 个 亭 普尔 的 确证 可 信和 今 论 、 古 德 曼 的 确证 标准 悖 论 和 基 
柏 格 的 确证 处 理 悖 论 。 

1945 年 美国 学 者 享 普尔 指出 ， 如 下 三 个 关于 确证 概念 的 显然 
可 信 的 假定 是 不 能 并 立 的 

一 、 如 果 一 个 概括 化 的 条 件 命题 的 前 件 和 后 件 都 得 到 满足 
这 就 至 少 在 某 种 程度 上 确证 了 该 概括 命题 。 例 如 ， 一 个 既是 乌鸦 
又 是 黑色 的 客体 确证 着 概括 命题 “任何 事物 ， 如 果 它 是 乌鸦 ， 它 
就 是 黑色 的 ”。 

二 、 逻 辑 上 等 值 的 命题 同等 程度 地 为 同一 证 据 所 确 证 。 因 
此 ， 确 证 “任何 事物 ， 如 果 它 是 乌鸦 ， 它 就 是 黑色 的 ”这 一 命题 
的 证 据 ， 必 定 也 确证 着 与 它 等 值 的 逆 否 命题 ”任何 事物 ， 如 果 它 
不 是 黑色 的 ， 它 就 不 是 乌鸦 ? 。 

三 、 一 个 典型 的 既 非 黑色 的 又 非 乌鸦 的 客体 ， 比 如 说 一 块 白 
手绢 ， 却 并 不 确证 “任何 事物 ， 如 果 它 是 乌鸦 ， 它 就 是 黑色 的 ” 
( 尽管 它 确 证 着 与 此 概括 命题 等 值 的 逆 否 命题 ) 。 

1953 年 美国 学 者 古 德 曼 提出 另 一 个 关于 相同 的 确证 标 HE 问 
题 。 假 定 在 某 一 时 刻 t 以 前 所 见 到 的 祖母 绿 宝石 都 是 绿色 的 。 于 
是 在 时 刻 t 根据 这 个 标准 ， 我 们 以 往 对 祖母 绿 的 观察 确证 了 “所 
有 祖母 绿 都 是 绿色 的 ”这 一 假说 。 但 是 同样 这 些 观 察 也 确证 了 所 
有 祖母 绿 都 是 绿 蓝 色 的 ， 而 “ 绿 蓝 色 的 ”这 个 新 奇 的 谓词 被 定义 
为 ， 它 适用 于 一 切 只 是 在 + 时 刻 之 前 被 考察 到 是 绿色 的 东西 以 及 
其 它 只 是 蓝 色 的 东西 。 因 此 ， 我 们 上 述 观察 似乎 同样 好 地 确证 了 
两 个 不 一 致 的 预见 ，“ 此 后 考察 的 一 切 祖 母 绿 都 是 绿 色 的 ”和 
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“此 后 考察 的 一 切 祖 母 绿 都 是 蓝 色 的 ”。 

1961 年 基 柏 格 提出 当 假 设 已 得 到 证 据 的 满意 的 确证 后 怎样 处 
理 的 问题 。 这 里 又 有 三 个 明显 可 信 的 假定 不 能 并 立 ， 

一 、 接 受 任何 如 下 的 假说 HH 是 合理 的 ， 它 经 过 详尽 考察 ( 根 
据 可 用 的 证 据 ) 拥有 巴 斯 噶 概率 1 一 E〈《 是 一 个 正 数 ， 你 想 让 
它 有 多 么 小 ， 它 就 可 以 有 多 么 小 ) 。 

二 、 接 受 一 组 可 合理 地 接受 的 假说 的 逻辑 推断 是 合理 的 。 

三 、 接 受 一 组 不 一 致 的 假说 是 不 合理 的 。 在 下 面 这 个 事 例 
中 ， 这 三 个 假定 的 确 是 不 能 并 立 的 。 假 定 有 一 种 彩票 共 卖 出 一 百 
万 张 ， 而 其 中 只 有 一 张 能 得 彩 。 对 于 这 一 百 万 张 彩票 中 的 每 一 
a ele ble a 
是 这 些 假说 的 合 取 ( 它 等 于 “没有 一 张 彩票 能 中 彩 ”) 却 与 另 一 
假说 即 “ 恰 好 有 一 张 彩票 将 中 彩 ” 不 一 致 ， 而 接受 后 面 这 个儿 ni 
也 是 合理 的 。 

这 些 悖 论 的 制约 作用 在 于 ， 一 个 完善 的 归纳 理论 必须 能 避免 
或 解决 所 有 这 些 悖 论 。 柯 思 从 这 些 悖 论 出 发 ， 考 察 了 与 培根 传统 
相对 立 的 各 种 归纳 逻辑 理论 ， 指 出 它们 都 不 能 完全 摆脱 这 些 Fe 
论 。 例 如 ， 卡 尔 纳 普 的 归纳 逻辑 虽然 避免 了 上 述 前 两 个 性 论 ， 却 
仍然 为 第 三 个 悖 论 击 中 。 为 了 解决 和 避免 这 些 悖 论 ， 人 们 提出 种 
种 方案 。 为 了 提高 归纳 结论 的 可 靠 性 程度 ， 人 们 一 方面 已 避免 全 
称 普遍 命题 ， 把 要 确证 的 假设 限制 在 一 定 的 范围 内 ， 另 一 方面 就 
是 对 证 据 提 出 更 充分 的 要 求 。 近 年 来 ， 还 有 些 哲学 家 干 脑 抛 弃 了 
概率 演算 的 框架 ， 而 采用 其 他 方法 建立 归纳 逻辑 。 如 柯 思 就 以 一 
种 广义 的 模 态 罗 辑 作为 归纳 理论 的 基本 结构 。 虽然 这 类 归纳 理论 
也 有 不 是 之 处 ， 但 却 为 归纳 逻辑 的 发 展开 辟 了 新 的 途径 。 总 之 ， 
妇 纳 罗 辑 至 今 远 不 如 演绎 逻辑 至 于 完善 ， 它 仍 是 一 个 政 待 发 展 的 
领域 。 
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第 七 章 ”演绎 逻辑 与 归纳 逻辑 


现代 逻辑 主要 是 演绎 逻辑 ， 而 演绎 逻辑 的 构造 方法 主要 是 公 
理 方法 。 现 代 逻 辑 同时 也 非常 关心 归纳 逻辑 和 科学 方法 论 的 BF 
究 。 但 客观 上 讲 来 ， 对 归纳 逻辑 的 研究 较 之 对 演绎 逻辑 的 研究 是 
大 为 逊色 的 。 


第 一 节 ”演绎 理论 及 其 模型 问题 


演绎 同 归 纳 一 样 ， 是 人 们 在 思维 过 程 中 经 常 运用 的 推理 J; 
法 ， 也 是 经 验 自然 科学 广泛 使 用 的 最 一 般 的 推理 方法 。 演 绎 推理 
是 从 一 般 到 特殊 和 个 别 ， 是 根据 一 类 事物 都 有 的 一 般 属 性 、 关 系 
和 本 质 来 推断 该 类 中 的 个 别 事 物 所 具有 的 属性 、 关 系 和 本 质 的 推 
理 形式 和 思维 方法 。 演 经 推理 或 称 演绎 法 有 各 种 不 同 的 种 类 ， 但 
根据 推理 中 前 提 的 数量 ， 演 绎 推理 可 分 为 直接 推理 和 间接 推理 。 
直接 推理 是 由 一 个 前 提 推 出 结论 的 推理 ， 间 接 推理 是 从 几 个 前 提 
中 推出 一 个 结论 的 推理 。 

作为 科学 推理 的 演 经 法 ， 它 的 最 基本 作用 如 下 : 第 一 ， 演 经 
法 对 于 论证 理论 具有 重要 的 作用 ， 这 就 是 公理 系统 的 演绎 法 所 起 
的 作用 。 这 种 演绎 法 的 特点 是 从 理论 命题 推导 出 理论 命题 ， 对 某 
一 个 理论 命题 作出 演绎 证 明 。 这 种 方法 可 以 使 我 们 在 理论 ( 假 
说 ) 进行 实践 的 检验 之 前 ， 对 理论 ( 假说 ) 作出 某 种 评价 ， 而 且 
也 可 以 促使 理论 具有 逻辑 的 严密 性 。 数 学 学 科大 都 是 公理 化 的 演 
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体系 ， 都 是 从 公理 演绎 出 一 系列 定理 ， 因 此 数学 学 科 都 有 具有 高 
度 的 逻辑 严密 性 。 其 他 科学 学 科 也 都 在 自己 研究 领域 中 试图 运用 
:演绎 法 从 基本 定律 或 原理 推导 出 一 系列 定律 来 。 第 二 ， 演 绎 法 对 
于 解释 或 预见 事实 具有 重要 的 意义 ， 这 就 是 假说 演绎 法 所 起 的 作 
用 。 这 种 演绎 法 的 特点 是 从 理论 命题 推导 出 事实 命题 ， 或 是 解释 
忆 知 的 事实 ， 或 是 预见 未 知 的 事实 。 这 种 演绎 法 的 基本 步 又 是 以 
一 个 或 多 个 普遍 陈述 ， 如 定律 、 定 理 、 公 理 、 假 说 等 作为 理论 前 
提 ， 再 加 上 某 些 初始 条 件 的 陈述 ， 通 过 演绎 法 推导 出 一 个 搞 述 于 
件 的 命题 来 。 比 如 , 利用 万 有 引力 定律 作为 演绎 的 前 提 , 再 加 上 某 
一 天 体 的 初始 位 置 、 初 速度 、 原 始 角 动量 、 质 量 等 单 称 陈述 ， 就 
能 计算 出 该 天体 任 一 时 刻 在 天 空 所 处 的 位 置 ， 等 等 。 第 三 ， 演 经 
法 对 于 发 现 疑难 问题 具有 重要 的 作用 ， 这 就 是 所 谓 “ 证 伪 演绎 
法 ”所 起 的 作用 。 如 上 所 述 ， 应 用 假说 演绎 法 ， 从 某 理论 或 假说 
(CH) 出 发 ， 加 上 陈述 初始 条 件 的 命题 ( C ) ,就 可 以 演绎 出 事实 
命题 ( EE ) 。 然 后 ， 检 查 这 个 事实 命题 ( E ) 。 如 果 它 被 观 察 实 
验 所 和 否定， 那么， 我 们 根据 充分 条 件 假 言 推理 的 规则 :否定 后 件 
就 可 以 否定 前 件 。 这 对 于 提出 疑难 问题 是 非常 重要 的 ， 虽 然 它 还 
不 能 达到 证 伪 一 个 理论 ， 但 是 发 现 了 问题 就 能 导致 原 有 理论 的 修 
改 或 提出 全 新 的 解释 性 理论 。 

总 之 ， 作 为 科学 推理 的 演绎 法 是 科学 认识 中 的 一 种 重要 的 方 
法 。 演 绎 推理 是 一 种 从 一 般 推 向 个 别 的 必然 推理 ， 只 要 演 经 推理 
的 前 提 正 确 ， 淮 理 的 过 程 又 合乎 逻辑 规则 ， 那 么 运用 演绎 法 就 一 
定 可 以 从 真 的 前 提 得 出 真 的 结论 。 因 此 和 应 用 演绎 可 以 给 予 许 多 
理论 命题 相对 的 证 明 ， 可 以 解释 和 预见 事实 ， 还 可 以 从 推断 的 被 
否定 而 对 理由 ( 解释 性 理论 ) 提出 质疑 。 所 有 这 些 都 是 科学 研究 
中 非常 基本 的 活动 方式 。 当 然 ， 演 绎 法 也 有 它 的 局 限 性 。 首 先 它 
的 大 前 提 是 一 般 原 理 ， 这 个 一 般 原理 本 身 是 需要 论证 的 ， 并 且 是 
其 他 某 种 认识 方法 的 结果 。 因 此 演绎 是 以 并 非 演 绎 的 东西 作为 自 
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己 的 源泉 的 。 而 且 一 般 只 能 大 致 地 概括 个 别 ， 不 能 完全 包括 个 别 
的 全 部 。 当 事物 由 于 发 展 而 出 现 了 一 般 所 没有 的 特点 的 时 候 ， 当 
一 般 只 是 表现 于 无 数 个 别 事物 总 和 之 中 的 时 候 ， 从 一 般 直 接地 、 
简单 地 演绎 到 个 别 也 就 往往 不 能 成 功 。 

演绎 理论 中 十 分 重要 的 问题 是 建立 模型 问题 。 模 型 包括 事实 
模型 和 理论 模型 。 事 实 模型 ， 可 以 说 就 是 我 们 平常 所 谓 实践 检 
验 ， 即 通过 典型 事实 对 于 某 一 演绎 理论 系统 进行 检验 。 然 而 我 们 
这 里 主要 讲理 论 模型 问题 。 理 论 模型 ， 简 单 地 说 就 是 一 种 解释 。 
如 果 有 一 种 解释 使 一 个 公理 系统 的 所 有 公理 都 在 某 个 论 域 中 成 
立 ， 那 么 这 个 论 域 就 是 该 系统 的 模型 。 建 立 演绎 理论 模型 乃 是 一 
种 确定 公理 系统 的 一 致 性 、 完 全 性 和 独立 性 的 重要 的 辅助 手段 。 
我 们 把 欧 几 里 得 几何 同 双 曲 几何 加 以 对 照 ， 解 释 一 下 这 话 是 什么 
意思 。 下 面 是 一 些 对 应 关系 : 


欧 几 里 得 几何 双 曲 几 何 
点 四 内 的 点 
直线 四 内 直线 的 一 部 分 
两 个 线 有 的 全 等 性 两 个 线段 的 终点 与 它们 同 四 的 交点 的 交叉 
比重 合 或 这 些 交 又 比 的 倒数 相 重合 
BAA50028: 通过 杷 指定 四 的 加 局 变 成 自身 之 分 式 平 直 
变换 ， 使 两 角 互 变 可 能 
a. 3 F3825 2830 03 X tB Ë PS 对 数 的 
— 


其 余 一 切 概念 都 保持 它们 在 欧 几 里 得 几何 中 原 有 的 意义 。 例 
如 ，A 点 在 B 和 C 之 间 ， 或 者 ，A 点 在 直线 8 上。 在 上 述 条 件 F, 
欧 几 里 得 几何 的 一 切 公理 ， 除 去 平行 线 公理 以 外 ， 都 在 双 曲 几何 
的 概念 中 得 到 满足 。 欧 几 里 得 几何 的 两 条 直线 ， 如 果 经 无 限 延长 
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永 不 相交 于 欧 几 里 得 平面 上 ， 它 们 就 是 平行 的 。 译 成 双 曲 几何 的 
语言 就 是 ， 两 条 直线 ， 如 果 永 不 相交 于 圆 内 ， 它 们 就 是 平行 的 。 
可 是 ， 在 欧 几 里 得 平面 中 ， 经 过 直线 外 的 一 点 可 以 作 一 条 且 仅 仅 
作 一 条 直线 与 该 直线 平行 ， 而 在 双 曲 几何 中 ， 经 过 直线 外 的 一 点 
却 可 以 作 无 穷 多 条 直线 与 该 直线 平行 。 

这 个 模型 证 明了 两 件 事 ， 第 一 ， 由 欧 几 里 得 几何 的 无 矛盾 性 
可 以 得 出 双 曲 几何 的 无 矛盾 性 :第 二 ， 欧 几 里 得 平行 线 公理 独立 
于 其 余 公 理 。 然 而 ， 这 还 没有 证 明 双 曲 几何 的 无 矛盾 性 。 这 只 不 
过 证 明了 ,如 果 欧 几 里 得 几何 无 矛盾 ,那么 双 曲 几何 也 无 矛盾 。 欧 
几 里 得 几何 的 无 矛盾 性 可 以 归结 为 算术 的 无 矛盾 性 。 因 为 ,可 以 把 
解析 几何 用 到 欧 几 里 得 平面 上 ,比如 一 个 点 对 应 于 一 对 数 。 几 何 客 
体 之 间 的 关系 变 成 了 算术 关系 这样 一 来 , 整套 的 问题 又 从 一 个 领 
域 转移 到 了 另 一 个 领域 ， 也 就 是 从 几何 领域 转移 到 了 算术 领域 。 

以 上 只 是 以 数学 为 例 ， 说 明 演绎 理论 模型 问题 。 要 理解 这 种 
模型 建立 的 根据 ， 关 键 是 理解 体系 “ 同 构 ” 的 概念 。“ 设 想 一 个 
客体 ( 如 象 几何 的 点 、 直 线 、 平 面 ) 体系 S: 和 一 些 相应 的 关系 
R, R’, e ( 基本 关系 ) 。 又 设想 在 另外 某 一 体系 S, 中 存在 着 这 
样 一 些 关系 ， 它 们 虽然 具有 全 然 不 同 的 意义 ， 却 由 相同 的 名 称 与 
前 一 领域 中 的 关系 R，R'，… 相 对 应 。 如 果 有 可 能 合乎 规律 地 建 
立体 系 $: 的 元 素 与 体系 $: 的 元 素 之 间 的 单 值 对 应 ， 使 得 S: 中 有 
关系 R 或 R'，… 的 那些 元 素 对 应 于 S; 中 有 与 R，… 名 称 相同 的 关 
系 的 那些 元 素 ， 那 么 这 两 个 事物 域 便 是 同 构 的 。 我 们 所 建立 的 对 
应 是 S, 在 S, 上 的 同 构 映 象 。 可 以 说 ， 同 构 的 事物 域 具有 相 F 的 
结构 。 属 于 S， 的 每 一 个 真 句子 〈 它们 的 意义 只 能 从 S, 领 域 中 的 
关系 R,R'，… 的 意义 去 把 握 ) 对 应 于 同样 的 表达 式 所 表述 的 关于 
S: 的 句子 ， 反 之 亦 然 ， 对 S, 中 的 对 象 不 可 能 断定 任何 不 同时 在 
S: 中 成 立 的 东西 。”@ 可 以 说 ，“ 同 构 ” 就 是 相同 的 结构 。 理 
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论 模 型 的 基础 就 是 事物 间 的 同 构 关系 。 


第 二 节 ”公理 和 公理 方法 


公理 ， 就 是 经 过 人 们 长 期 反复 实践 的 检验 ， 其 真实 性 非常 明 
显 ， 无 需 由 其 他 命题 加 以 证 明 而 众 所 公 认 的 判断 ， 即 不 证 自明 的 
道理 。 例 如 :等 量 加 等 量 其 和 必 等 ， 有 生 必 有 死 ， 有 压迫 必 有 反 
抗 等 等 ， 这 都 是 公理 。 在 人 们 的 论证 过 程 中 ， 公 理 可 以 作为 论证 
某 一 命题 真实 性 的 强 有 力 的 论据 或 理由 。 

公理 方法 ， 就 是 从 初始 概念 和 公理 出 发 ， 然 后 从 它们 定义 其 
他 一 切 概念 以 及 推广 出 其 他 一 切 定理 的 演绎 方法 。 在 一 个 理论 
中 ， 入 们 为 了 避免 “循环 定义 ”和 “循环 论证 ”， 总 要 选 出 少数 
不 加 定义 的 概念 和 不 加 证 明 的 命题 作为 出 发 点 。 这 些 不 加 定义 的 
概念 称 为 初始 概念 ， 由 初始 概念 下 定义 的 概念 称 为 被 定义 概念 
不 加 证 明 的 命题 称 为 初始 命题 或 公理 ， 从 公理 推演 出 来 的 命题 称 
为 定理 。 由 初始 概念 、 公 理 、 定 义 、 推 理 规则 、 定 理 等 所 构成 的 
演绎 系统 称 为 公理 系统 。 因 此 ， 公 理 方 法 和 公理 系统 是 属于 同一 
系列 的 概念， 公理 系统 只 不 过 是 应 用 公理 方法 的 结果 。 

在 历史 上 ， 公 理 方法 首先 是 在 逻辑 学 和 数学 中 形成 的 。 两 千 
多 年 前 亚 里 士 多 德 就 认为 ， 演 绎 证 明 的 科学 是 关于 茶 一 个 确定 领 
域 的 全 部 真 命题 ， 这 些 命题 可 以 区 分 为 两 类 ， 一 类 是 基 本 命题 
C 即 公理 和 公设 ) ， 再 一 类 是 从 基本 命题 引申 出 来 的 命题 ， 也 就 
是 ,运用 逻辑 推理 从 基本 命题 推演 出 来 的 定理 。 与 此 相应 ， 
在 命题 中 使 用 到 的 全 部 概念 也 区 分 为 两 类 ， 一 类 是 基本 概念 ， 再 
一 类 是 从 基本 概念 派生 出 来 的 概念 ， 也 就 是 ， 运 用 逻辑 定义 由 基 
本 概念 直 接 或 间接 加 以 规定 的 概念 。 亚 里 士 多 德 提出 了 两 个 逻辑 
要 求 ， 第 一 ， 公 理 必须 是 明显 的 ， 因 而 是 无 需 加 以 证 明 的 ， 同样 
地 ， 基 本 议 念 必须 是 直接 可 以 理解 的 ， 因 而 是 无 需 加 以 定义 的 。 
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第 二 ， 由 公理 证 明定 理 时 ，. 必 须 遵 守 推 理 的 逻辑 规则 ， 同 梯 地 ， 


通过 基本 概念 直接 或 间接 地 对 派生 概念 下 定义 时 ， 必 须 遵守 下 定 
义 的 逻辑 规则 。 这 样 ， 亚 里 士 多 德 英 定 了 公理 方法 的 基础 。 但 是 
他 在 逻辑 中 并 没有 系统 地 应 用 公理 方法 ， 他 对 逻辑 只 作 了 茶 种 程 
度 的 公理 化 。 欧 几 里 得 把 亚 里 土 多 德 初步 总 结 出 来 的 公理 方法 应 
用 到 几何 学 中 ， 在 数学 史上 第 一 次 系统 地 应 用 公 理 方法 写成 了 
《几何 原本 ， 一 书 。 

公理 方法 的 发 展 大 致 可 以 分 为 三 个 历史 阶段 。 


一 ”直观 公理 方法 

从 现代 数学 的 观点 看 来 ， 欧 几 里 得 的 公理 方法 还 没有 完全 摆 
脱 几 何 的 直观 ， 它 还 存在 着 不 少 缺陷 ， 只 能 是 一 种 朴素 的 公理 方 
法 。 即 使 到 了 近代 ，17 世 纪 的 数学 家 笛 卡 尔 也 是 用 的 直观 公理 方 
法 ， 在 他 的 “ 哲学 原理 ， 一 书 中 ， 根 据 运动 的 普遍 性 原理 运用 注 
绎 法 即 公理 方法 研究 世界 的 结构 和 物体 的 性 质 ， 第 一 次 系统 地 在 
物理 学 中 贯彻 了 公理 方法 ， 对 后 来 理论 物理 学 的 发 展 影响 很 大 。 
后 来 牛顿 的 《 自然 哲学 的 数学 原理 ，， 也 是 按 直观 公理 方法 写成 
的 ， 等 等 。 总 之 ， 这 一 历史 时 期 中 的 公理 方法 主要 体现 在 各 种 具 
体 学 科 之 中 ， 带 有 直观 和 朴素 的 特点 ， 或 者 说 ， 一 个 公理 系统 只 
有 一 个 特定 的 论 域 。 


= 概括 公理 方法 

19 世 纪 ， 在 数学 方面 最 重要 的 成 果 之 一 是 20 年 代 末 非 欧 几 里 
得 几何 的 发 现 ， 这 个 发 现 把 公理 方法 推 向 一 个 区 新 的 阶段 。 由 于 
”空间 的 概念 从 个 别 ( 欧 几 里 得 空间 ) 上 升 到 特殊 ( 各 种 空间 ) ， 
公理 方法 也 就 从 直观 性 上 升 到 概括 性 。 第 一 ， 非 欧 几 何 使 人 们 认 
RA: 平行 公设 不 能 在 其 他 九条 公理 和 公设 的 基础 上 证 明 。 它 是 
独立 的 命题 ， 所 以 可 以 采用 一 个 与 它 相反 对 的 公理 并 发 展 成 为 全 
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新 的 几何 。 这 就 是 说 ， 在 一 个 公理 系统 中 ， 我 们 可 以 把 一 个 具有 
独立 性 的 公理 换 为 另外 的 公理 而 得 到 一 个 新 的 公理 系统 。 这 种 方 
法 是 现代 的 一 种 重要 公理 方法 。 第 二 ， 非 欧 几何 启发 人 们 可 以 证 
朋 “ 在 一 个 给 定 的 公理 系统 中 某 些 命题 不 可 能 证 明 ”。 这 是 现代 
网 哥 德 尔 不 完全 性 定理 的 理论 前 导 。 第 三 ， 用 模型 方法 建立 了 非 
狭 几何 相对 于 欧 氏 几 何 的 无 矛盾 性 。 神 型 方法 也 是 现代 的 一 种 重 
要 公理 方法 。 第 四 ， 非 欧 几 何 系统 已 经 不 象 欧 民 几何 系统 那样 依 
束 于 感性 直观 ， 人 们 的 认识 已 从 直观 空间 上 升 到 抽象 空间 。 用 模 
型 方法 证 明 非 欧 几 何 的 相对 无 矛盾 性 ， 破 除了 “一 个 公理 系统 只 
有 一 个 论 域 ” 的 传统 观念 ， 使 人 们 看 到 ， 只 要 容许 对 一 个 公理 系 
统 作 不 同 的 解释 ， 找 不 同 的 模型 ， 那 就 实际 上 已 把 它 看 成 是 一 个 
不 与 任何 特定 论 域 相 结 合 的 形式 公理 系统 了 。 因 此 ， 非 欧 几何 
《以 及 射影 几何 等 ) 在 公理 方法 的 发 展 史 中 带 有 过 渡 性 质 。 


三 ”形式 公理 方法 

20 世 纪 头 30 年 ， 公 理 方法 发 展 得 越 来 越 体现 为 形式 化 特点 。 
这 时 期 贡献 最 大 的 是 数学 家 希 尔 伯 特 。 他 所 写 《 几何 基础 ， 一 书 
不 只 是 给 出 了 欧 氏 几何 的 一 个 形式 公理 系统 ， 而 且 具 体 地 解决 了 
公理 方法 的 一 些 逻 辑 理论 问题 。 比 如 ， 同 一 个 形式 公理 系统 可 以 
有 许多 模型 ， 这 是 因为 公理 概括 了 许多 论 域 的 共同 点 。 没 有 数学 
内 容 的 公理 靠 什么 来 把 握 这 些 论 域 的 共同 点 呢 ? 靠 公理 的 逻辑 结 
构 。 希 尔 伯 特 曾 提出 著名 的 计划 ， 将 各 门 数 学 形式 化 ， 构 成 形式 
系统 ， 然 后 用 一 种 初等 方法 证 明 各 个 形式 系统 的 无 矛盾 性 ， 从 而 
导出 全 部 数学 的 无 矛盾 性 。 他 的 证 明 论 使 用 的 基本 方法 是 形式 化 
的 公理 方法 ， 这 个 方法 的 基本 点 是 :第 一 ， 把 数学 理论 中 的 定理 
排列 成 演绎 的 体系 ， 第 二 ,. 把 数学 中 使 用 的 逻辑 推理 规律 排列 成 
演绎 的 体系 ， 第 三 ， 使 用 数学 的 符号 ( 如 =、+、x、0、a.b、 
<, 等 ) 和 逻辑 的 符号 ( hr, V. A. a =, % ),BJ 数学 命 
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是 变 成 公式 ， 于 是 ， 全 部 数学 命题 就 变 成 公式 的 集合 ， 从 而 公理 
化 的 数学 理论 就 变 成 演绎 的 形式 系统 。 

一 个 形式 公理 系统 应 当 包括 以 下 几 部 分 ( 一 ) 初始 符号 。 
初始 符号 可 以 说 是 一 个 形式 系统 的 “字母 ”， 经 解释 后 其 中 一 部 
分 是 初始 概念 。 另 一 部 分 辅助 性 的 初始 符号 是 不 单独 给 解释 的 。 
( 二 ) 定义 ， 对 初始 符号 中 未 被 规定 的 符号 ， 要 通过 初始 符号 进 
行规 定 ， 这 时 ， 那 种 未 被 规定 的 符号 就 称 作 被 定义 概念 ， 而 初始 


“符号 就 称 作 定义 概念 。( 三 ) 形成 规则 。 初 始 符号 可 以 组 成 各 种 


符号 序列 ， 而 形成 规则 规定 ， 哪 些 符号 序列 是 合式 的 ， 哪 些 是 不 
合式 的 。 解 释 后 有 意义 的 符号 序列 叫 作 合式 的 ， 解 释 后 没有 意义 
的 是 不 合式 的 。 合 适 的 符号 序列 经 解释 后 是 一 句 话 ， 称 为 系统 里 
的 合式 公式 或 合 题 。 合 式 公式 可 简称 为 公式 。 在 某 些 系统 里 ， 只 
有 一 部 分 合乎 形成 规则 的 符号 序列 是 公式 ， 另 一 部 分 合式 的 符号 
序列 经 解释 后 不 是 一 句 话 而 是 一 个 词 项 。( 四 ) 公理 。 公 式 可 以 
分 为 两 种 ， 一 种 是 一 个 系统 所 要 肯定 的 ， 一 种 不 是 。 把 某 些 所 要 
肯定 的 公式 选 出 ， 作 为 推导 其 他 所 要 肯定 的 公式 的 出 发 点 ， 这 些 
作为 出 发 点 的 公式 称 为 公理 。 CE) 变形 规则 。 变 形 规则 规定 ， 
如 何 从 公理 和 已 经 推导 出 的 一 个 或 几 个 公式 经 过 符号 变换 而 推导 
出 另 一 公式 。 经 过 解释 ， 变 形 规则 就 是 推理 规则 。 应 用 变形 规则 
进行 推导 可 以 得 到 一 系列 公式 ， 这 些 公式 经 过 解释 就 是 系统 的 定 
理 。 

形式 公理 系统 还 必须 有 一 个 能 行 方法 来 判定 以 下 各 点 : (一 ) 
一 个 符号 是 否 为 一 个 初始 符号 ，( 二 ) 一 个 符号 序列 是 否 合式 ， 

三 ) 一 个 公式 是 否 为 一 条 公理 ，( 四 ) 一 个 有 穷 长 的 公式 序列 
是 否 为 一 个 证 明 ， 就 是 说 ， 序 列 中 的 每 一 公式 是 否 为 一 条 公理 或 
者 是 从 先行 的 公式 应 用 变形 规则 得 到 的 公式 ( 或 定理 ) 。 这 里 所 
谓 的 能 行 方法 ， 直 观 上 不 严格 地 说 就 是 这 样 一 种 机 械 方法 ， 每 一 
步 都 是 按照 某 种 事先 给 出 的 规则 所 明确 规定 了 的 并 且 在 有 穷 步 骤 
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内 能 够 完成 。 


第 三 节 形式 公理 系统 的 主要 性 质 


研究 形式 公理 系统 性 质 的 学 问 属于 元 逻辑 范围 。 元 逻辑 是 研 
究 逻 辑 的 逻辑 ， 元 逻辑 理论 把 逻辑 本 身 作 为 研究 对 象 。 从 语源 上 
说 ， “metalogic”( 元 逻辑 ) 意思 是 指 逻 辑 之 后 、 逻 辑 之 上 的 
学 问 。 逻 辑 中 的 有 意义 的 结果 很 难 跟 元 逻辑 分 开 ， 因 为 逻辑 学 家 
感 兴 趣 的 所 有 定理 都 是 关于 多 辑 公 理 系 统 的 ， 因 而 是 属于 元 逻辑 
的 。 斩 辑 演算 内 部 的 推导 对 于 逻辑 学 家 的 内 在 兴 趣 并 不 大 。 因 
此 ， 元 逻辑 被 理解 为 不 仅 是 处 理 关于 逻辑 演算 的 结果 而 且 处 理 关 
于 一 般 形 式 系统 和 形式 语言 的 形式 性 质 的 研究 ， 即 关于 形式 公理 
系统 性 质 的 研究 。 


一 ， 语 形 和 语义 

元 逻辑 关于 形式 公理 系统 性 质 的 研究 ， 分 为 语 形 的 ( 即 语法 
的 、 句 法 的 ) 和 语义 的 两 个 方面 。 前 者 研究 系统 的 结构 性 质 ， 研 
究 可 证 明 性 和 可 定义 性 ， 系 统 的 协 词性 、 完 全 性 、 独 立 性 、 可 状 
定性 等 ， 与 证 明 论 相关 。 后 者 研究 系统 中 公式 的 意义 ， 研 究 系统 
的 解释 ， 与 模型 论 相关 。 

具体 点 说 ， 一 个 形式 公理 系统 的 语 形 方面 只 涉及 它 的 符号 、 
公式 、 公 式 序列 的 形状 ， 毫 不 涉及 赋予 它们 的 意义 。 就 一 个 形式 
公理 系统 本 身 而 言 ， 它 只 有 这 一 个 方面 ， 它 本 身 的 语言 是 某 种 特 
定 的 人 工 符号 语言 ， 是 被 讨论 的 对 象 ， 称 为 对 象 语 言 或 形式 语 
言 。 讨 论 形式 公理 系统 时 所 使 用 的 语言 ， 称 为 元 语言 ( 包括 语 形 
或 语法 语言 ， 及 语义 语言 ) ， 它 是 自然 语言 再 加 上 特定 的 符号 ， 
最 常用 的 一 种 符号 就 是 取 形式 语言 中 的 符号 或 公式 或 公式 序列 为 
值 的 变 项 ， 称 为 语 形变 项 ( 或 语法 变 项 ) 。 研 究 一 个 形式 公理 系 
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统 的 语 形 性 质 的 元 理论 是 它 的 语 形 学 。 语 形 研 究 的 结果 也 要 写成 
定理 ， 也 要 证 明 。 这 些 定理 叫 “ 语 形 定理 ”， 是 一 种 “元 定理 ”， 
与 条 统 中 的 定理 木 同 ， 其 证 明 万 法 也 不 相同 。 

-一 个 形式 公理 系统 的 语义 方面 涉及 它 的 符号 、 公 式 、 公 式 序 
列 的 意义 。 这 些 意义 是 通过 解释 建立 的 ， 而 解释 又 可 以 有 多 种 。 
在 一 般 情况 下 ， 有 一 个 解释 是 我 们 “预定 的 ”。 对 形式 系统 的 解 
释 需 要 一 套 语义 语言 ， 通 常 也 是 补充 了 符号 和 公式 的 自然 语言 
请 义 语言 包括 语法 语言 ， 还 包括 表达 各 种 语义 2: R 的 语词 ， 如 
4 普遍 有 效 ”、“ 真 的 ”、“ 可 满足 ”、“ 模 型 ”等 等 。 研 究 一 
个 形式 公理 系统 的 语义 性 质 的 元 理论 是 它 的 语义 学 。 语 义 性 质 与 
语 形 性 质 的 关系 ， 例 如 永 真 公式 类 与 可 证 公式 类 是 否 重合 ， 也 是 
语义 研究 的 课题 。 语 义 研究 的 结果 也 要 写成 定理 。 


= 一 致 性 、 完 全 性 和 独立 性 

一 个 理想 的 形式 公理 系统 应 该 具有 一 致 性 ( 即 协调 性 、 相 容 
性 和 无 矛盾 性 ) 、 完 全 性 ( 即 完备 性 ) 和 独立 性 特点 。 当 然 也 要 
求 自足 性 ， 即 在 证 明定 理 时 ， 除 了 逻辑 外 不 再 需要 任何 公理 以 外 
的 依据 。 

一 致 性 就 是 无 矛盾 性 。 一 个 理论 如 果 有 逻辑 矛盾 ， 那 么 这 个 
理论 就 是 不 正确 的 。 因 此 ， 无 矛盾 性 或 一 致 性 是 任何 正确 推理 系 
统 所 必须 具备 的 性 质 。 关 于 形式 公理 系统 的 一 致 性 有 几 种 定义 ， 
这 里 介绍 三 种 : 

(一 ) 上 古典 一 致 性 一 个 系统 是 古典 一 致 的 ， 当 且 仅 当 对 任 
一 公式 A 而 言 ，A 和 一 A 至 少 有 一 个 在 该 系统 中 不 可 证 ， 即 至 少 
有 一 个 不 是 该 系统 的 定理 。 

(二 ) 语义 一 致 性 一 个 系统 是 语义 一 致 的 ， 当 且 仅 当 该 系 
抗 中 的 可 证 公式 即 定理 都 是 永 真 公式 。 

(三 ) 语 形 一 致 性 一 个 系统 是 语 形 一 致 的 ， 当 且 仅 当 并 非 
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该 系统 中 的 任何 合式 公式 都 是 读 系统 的 可 证 公式 即 定理 。 

古典 一 致 性 的 定义 并 不 排除 A 和 “A 在 系统 内 都 不 可 证 的 可 
能 性 。 如 果 一 个 形式 公理 系统 不 满足 古典 一 致 性 ， 那 么 这 个 系统 
同时 可 以 证 明 A 和 ~IA， 就 是 说 ， 这 个 系统 是 自 相 矛 盾 的 ， 因 此 
在 公理 中 至 少 有 一 个 为 假 命题 。 语 义 -~ 致 性 是 讲 ， 既 然 该 系统 证 
明 出 的 公式 都 是 永 真 的 ， 而 公式 A 和 -<IA 不 能 同 真 ， 因 此 该 系统 
不 能 同时 证 明 出 A 和 一 人 ， 就 是 说 该 系统 没有 逻辑 矛盾。 语 形 一 
致 性 是 讲 ， 在 该 系统 中 A 和 一 A 可 能 都 是 合式 公式 ， 但 决 不 都 是 
可 证 公式 即 定理 ， 这 样 也 排除 了 逻辑 矛盾 。 一 致 性 的 证 明 可 以 根 
据 下 述 模式 进行 ， 引 入 公式 的 性 质 中 ,使 得 ( 1 ) 所 有 公理 都 有 性 
质 中 ，(2) 访 系统 的 证 明 规则 确保 中 ( 即 ， 如 果 前 所 有 性 质 中 ， 则 
其 结论 也 有 性 质 中 ) ，( 3 ) 不 存在 A 与 一 A 都 有 性 质 中 的 人 情况 。 

完全 性 比 一 致 性 要 次 要 一 些 ， 某 一 系统 具有 完 全 性 则 更 理 
想 ， 没 有 也 决 非 不 可 。 关 于 形式 公理 系统 的 完全 性 ， 下 面 也 介绍 
三 种 定义 : 

(一 ) 古典 完全 性 ( 简单 完全 性 ) 一 个 系统 是 古典 完全 
的 ， 当 且 仅 当 对 系统 内 任 一 公式 A 而 言 ，A 和 一 A 至 少 有 一 个 在 
该 系统 中 可 证 ， 即 至 少 有 一 个 是 该 系统 的 定理 。 

(二 ) 语义 完全 性 〈 广义 的 、 相 对 的 完全 性 ) 一 个 系统 是 
下 义 完全 的 ， 当 且 仅 当 属于 该 系统 的 一 切 永 真 公式 都 能 在 这 个 系 
统 里 得 到 证 明 。 

(=) 语 形 完全 性 ( 狭义 的 、 绝 对 的 完全 性 ) 一 个 系统 是 
语 形 完全 的 ， 当 且 仅 当 如 果 把 一 个 不 可 证 的 公 R 作 为 新 公理 引 
进 ， 则 该 系统 就 会 导致 矛盾 。 

古典 完全 性 要 求 系统 只 含有 闭 公式 ， 因此 有 局 限 性 。 语义 完 
全 姓 要 求 一 个 系统 把 可 用 该 系统 内 的 概念 表述 的 永 真 公式 即 重 言 
式 一 网 打 尽 。 语 形 完 全 性 要 求 在 一 个 系统 里 不 能 把 不 可 证 公式 当 
作 定 理 ， 否 则 就 会 产生 逻辑 矛盾 ， 这 就 是 说 该 系统 是 够 用 的 、 完 
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备 的 。 

独立 性 就 是 公理 的 不 可 推出 性 。 根 据 给 定 的 推理 规则 ， 如 果 
从 一 类 公式 推 不 出 某 一 特定 公式 ， 那 么 这 一 公式 对 于 那 一 类 公式 
就 是 独立 的 。 对 于 一 形式 公理 系统 的 公理 ， 我 们 时 常 要 求 它们 是 
独立 的 ， 这 样 建立 的 形式 公理 系统 才 是 经 济 的 。 不 过 这 一 要 求 不 
是 必要 的 ， 即 使 一 形式 公理 系统 的 诸 公理 有 不 独立 的 ， 也 不 能 算 
很 大 缺点 。 - 

对 一 公式 独立 性 的 证 明 一 般 是 采用 解释 的 方法 。 假 定 有 一 公 
式 集合 {A:，A:，A:，A, 上 和 两 个 推理 规则 Ri，R:， 如 果 对 
”该 公式 集合 的 公式 赋予 一 种 语义 解释 ， 使 得 Ai，A: 和 As 都 有 值 
中 (中 是 抽象 的 ， 可 以 是 任何 值 ， 比 如 可 以 是 真 或 假 ， 也 可 以 是 
0，1，2 之 类 的 自然 数 ) ， 并 且 Ri 和 R: 是 ROH, MAH RR 
AED, WA, RIHMA AMAR 出 A,， 亦 即 A4 是 
独立 的 。 这 种 方法 所 以 成 立 ， 其 理由 是 ， 如 果 A4 可 以 从 Ai、A， 
和 As, 推 出， 那么 由 于 A,、A,、As 有 值 加 ,并 HAR, RÆ 保 中 
的 ， MUA UHD, 但 A, 却 没有 值 中 ， KATRE MA AFI 
A: 推 出 。 据 此 ， 一 公式 独立 的 概念 也 可 定义 为 : 公式 A 对 于 公 
式 B 是 独立 的 , 当 且 仅 当 有 一 个 解释 ,使 得 B 有 值 中 而 A 没有 值 中 。 


第 四 节 关于 公理 系统 的 两 个 元 定理 


关于 形式 公理 系统 的 研究 ， 有 两 个 重要 的 元 定理 ， 这 就 是 哥 
德尔 不 完全 性 定理 和 丘 奇 不 可 判定 性 定理 。 

美国 数理 逻辑 学 家 哥 德 尔 ( 1906 一 1978 ) 所 证 明 的 不 完全 性 
定理 ， 在 数理 逻辑 发 展 史上 具有 划时代 的 意义 ， 它 加 深 了 人 们 对 
公理 方法 的 认识 ， 甚 至 打破 了 人 们 利用 机 器 证 明 一 切 数学 定理 的 
幻想 。 不 完全 性 定理 是 说 ， 如 果 形 式 算术 系统 是 简单 无 矛盾 的 ， 
那么 它 就 是 简单 不 完全 的 ， 这 就 是 说 ， 在 系统 中 存在 一 个 具有 形 
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式 ( Vx ) A (x) 的 公式 ( 或 称 命题 ) B， 使 得 B 和 一 B 都 不 EA 
统 的 定理 。 这 样 的 B 称 之 为 不 可 判定 的 命题 。 对 不 完全 性 定 理 如 
果 作 一 直观 证 明 ， 那 就 是 ， 设 形式 算术 系统 是 简单 完全 的 ， 即 命 
题 B 或 者 它 的 否定 一 B 是 可 证 的 。 如 果 B 是 可 证 的 ， 则 它 所 表达 的 
元 数学 命题 “B 在 系统 中 不 是 可 证 的 ”就 是 真 的 ， 这 并 是 说 B 不 
是 可 证 的 ， 与 题 设 矛盾 。 如 果 一 B 是 可 证 的 ， 则 “并 非 BER 
统 中 不 是 可 证 的 ，” 这 一 命题 就 是 真 的 ， 即 B 是 可 证 的 ， 这 与 题 
it BETER” HFA. KETA: RARE 简单 无 矛盾 
的 。 所 以 ， 如 果 形 式 算术 系统 是 简单 无 矛盾 的 ， 那 么 它 就 是 简单 
不 完全 的 。B 就 是 一 个 不 可 判定 的 命题 ， 即 B 不 可 证 ， 一 B 也 不 可 
证 。 由 于 3 确实 不 是 可 证 的 ， 因 而 “B 在 系统 中 不 是 可 证 的 ”这 
一 元 数学 命题 就 是 真 的 ， 在 系统 中 表达 它 的 命题 B 也 就 是 真 的 。 
因此 ， 在 系统 中 存在 真 的 但 不 可 证 的 命题 。 关 于 哥 德 尔 不 完全 性 
定理 的 严格 证 明 原本 比较 复杂 ， 我 们 在 下 面 只 是 择 要 介绍 。 


一 FERA 

任何 一 个 初始 符号 、 公 式 ( 符号 序列 ) 和 证 明 ( 公式 的 有 穷 
序列 ) 都 可 以 配 以 唯一 的 一 个 数 ， 这 样 的 数 称 之 为 符 导 、 公 式 和 
证 明 的 哥 德 尔 数 。 我 们 把 如 下 的 符号 分 别 配 以 1 一 14 的 自然 数 ， 

e, >, A Vb b Vs =，+，。，”，0，(， 


1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 1 


14 
对 每 一 个 古 科 的 自 然 数 变 项 配 以 大 于 14 的 不 同 的 素数 ( 即 质数 ， 
只 能 被 1 和 这 个 数 本 身 整 除 的 鳌 数 ) 。 例 如 ， 


BABEN a, b, e= 
可 德尔 数 17, 19, 23. 
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入 此 我 们 在 初始 符号 和 自然 数 的 一 个 子 集合 之 间 建 立 了 一 一 对 应 
的 关系 。 我 们 规定 ， 自 然 数 的 有 穷 序 列 k:，…k。 对 应 于 单个 的 


2t! e 3E2 e 5ES osse o pka, 


这 里 Pi 是 第 i 个 素数 ( 按 数量 大 小 的 顺序 排列 ) 。 

一 个 公式 是 符号 的 有 穷 序列 ， 对 每 个 公式 我 们 配 以 一 个 数 ， 
这 个 数 对 应 于 配给 其 构成 公式 的 符号 的 自然 数 序列 。 例 如 ， 在 公 
W (He) (P +a=b) 中 ， 构 成 这 个 公式 的 12 个 初始 符号 的 哥 德 
尔 数 依次 为 13, 7, 23, 14, 13, 23, 11, 9, 17, 8, 19,14% 
而 这 完整 公式 的 哥 德 尔 数 为 :215。37。523，714。1123。132?。 
1711 e 192 .2317 e 29° e311? +3714, 

一 个 证 明 是 公式 的 有 穷 序列 ， 对 每 一 证 明 我 们 配 以 一 个 数 ， 
它 对 应 于 配给 其 构成 证 明 的 公式 序列 的 自然 数 序列 。 例 如 下 面 两 
个 公式 序列 ; 

(aa) (a=b )， 
(aa) (a=0)， 

构成 一 个 证 明 ， 设 已 求 出 第 一 个 公式 的 哥 德 尔 数 为 m， 第 二 个 公 
式 的 哥 德 尔 数 为 "， 则 这 个 证 明 的 哥 德 尔 数 为 ，2”。3”。 

这 样 ， 在 公式 和 自然 数 的 一 个 子 集合 之 间 、 证 明和 自然 数 的 
一 个 子 集 合 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 。 于 是 我 们 就 为 形式 算术 
系统 建立 了 一 种 完全 “算术 化 ”的 方法 ， 使 系统 中 的 初始 符号 、 
公式 和 证 明 同 自然 数 的 子 集合 之 间 建 立 起 一 一 对 应 关系 ( 显然 ， 
并 非 每 一 个 自然 数 都 是 哥 德 尔 数 ) 。 如 果 给 出 一 个 符号 序列 ， 那 
么 与 这 个 符号 序列 唯一 对 应 的 哥 德 尔 数 便 可 计算 出 来 。 反之， 给 
出 一 个 自然 数 ， 我 们 也 能 决定 它 是 否 是 一 个 哥 德 尔 数 ， 如 果 它 是 
哥 德 尔 数 ， 那 么 它 所 对 应 的 符号 序列 便 可 得 出 来 。 
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. Z. 不 完全 性 定理 证 明 。 . 

这 里 需要 引用 @ 无 矛盾 性 概念 。 一 个 形式 公理 系统 是 o 无 矛 
盾 的 ， 如 果 有 一 个 公 去 FE 使 得 ; F(zo), F(z)» F(z), 
= 下 (YA)E(A) 并 非 全 都 可 证 。 否 则 ，F ( z。) F(zi), 
;一 ( VA ) F(A ) 全 都 可 证 ， 系 统 就 是 o 矛 盾 的 。 显 然 ,o 无 
了 矛盾 性 曹 涵 简 单 无 矛盾 性 ， 因 为 只 要 令 F 是 一 个 不 包含 自由 变 项 
的 公式 ，o 无 矛盾 性 的 定义 就 变 为 简单 无 矛盾 性 的 定义 ( 即 如 果 
有 一 FE， 并非 FE 和 一 F 都 可 证 ) 。 但 逆 之 不 真 ， 就 是 说 ， 一 个 系统 
可 以 是 简单 无 矛盾 的 ， 但 可 能 是 @ 矛 盾 的 ， 简 单 无 矛盾 性 不 能 排 
除 F (Czo), FCzi), e 一 (VA)EF(A ) 都 可 证 这 样 一 种 矛 
盾 ， 因 为 我 们 的 系统 没有 一 条 规则 使 得 由 F (z), F(z), + 
全 可 证 得 到 (YA )F (人 A ) 也 可 证 , 事实 上 (VA)F(A) 要 比 
F(zo), F(Z) "3i 引进 @ 无 艺 盾 性 正 是 为 了 排除 上 述 的 
Fo 

哥 德 尔 不 完全 性 定理 的 严格 陈述 是 ， 如 果 形 式 算术 系统 是 简 
. 单 无 矛盾 的 ， 则 U ( za ) 不 是 可 证 的 ;如果 系 统 是 o 无 矛盾 的， 
则 一 0 ( z, ) 不 是 可 证 的 。 因 此 ， 如 果 系 统 是 o@ 无 矛盾 的 ， 则 它 
就 是 不 完全 的 ，U (z, ) 就 是 一 个 不 可 判定 的 命题 。 

证 明 : 

( 1 ) 如 果 形式 算术 系统 是 简单 无 矛盾 的 ， 则 U (z, ) 不 是 
可 证 的 (U(zs) 表 示 ( Vs) B (b, S (Zw Za) ), 其 直观 
算术 命题 为 ， 对 所 有 自然 数 x 而 言 ， Pf ( x, Sb (m, m) ) 是 假 
的 ， 可 记 为 ( Yx ) 一 PE(x，Sb (m, m) )， 即 所 有 自然 数 x 
都 不 是 哥 德 尔 孝 为 Sb ( m, m ) 的 公式 的 证 朋 的 鞋 德 尔 数 ) 。 

假设 U( zs ) 可 证 ， 它 就 有 一 个 证 明 ， 其 哥 德 尔 数 为 k， 则 有 
Pf(k, Sb(m, m) ) 。 因 为 S( Ai，A: ) 表 示 Sb (x, y), 
B(A, A; ) 表示 Pf (y，a ) ， 所 以 可 得 B (五 ，S (Z, Za) 》 
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是 可 证 的 。 又 由 假设 CU (ze ) 即 (Vb ) —B(b, S (z,, Za) 可 
证 ， 根 据 系统 中 的 全 称 消去 规则 可 得 : 一 B(z S(z,, Za) ) 
是 可 证 的 。 这 样 ， 在 系统 中 就 产生 矛盾 。 据 归 廖 法， 假设 是 不 能 
成 立 的 。 

(2) 如 果 系 统 是 @ 无 矛盾 的 〈 从 而 也 是 简单 无 矛盾 的 ) ， 
则 一 U ( Za ) 不 是 可 证 的 。 

据 (1)，U( za) 不 可 证 ， 即 没有 一 个 数 是 U( zs。 ) 的 证 明 
的 哥 德 尔 数 ， 而 U (Za) 的 哥 德 尔 数 为 SbCm，m)， 因 此 Pf(0， 


Sb(m, m) ), Pf(1, Sb (m, m)), Pf (2, Sb(m, m)), 
光 皆 假 ， 表 达 在 系统 中 就 是: B. Z S (za，za) ), TB 
(z, S(m, m)), —B(z,, S(m, m) )， ee ETTE 


根据 系统 o 无 矛盾 性 ， 可 得 ; (Vb ) —B(b, S(m, m) ) 
BIU ( Za ) 不 是 可 证 的 。 

定理 证 毕 。 

上 壕 定 理 也 称 哥 德尔 第 一 不 完全 性 定理 ， 它 还 有 一 条 系 定理 
或 称 哥 德尔 第 二 不 完全 性 定理 ， 即 ， 如 果 形 式 算术 系统 是 简单 无 
矛盾 的 ， 则 不 能 用 系统 内 的 形式 化 方法 来 证 明 它 。 此 定理 的 具体 
证 明 从 略 。 

美国 著名 数理 逻辑 学 家 丘 奇 ( A，Church，1903 一 ) 曾 提 
出 不 可 判定 性 定理 ， 即 ， 如 果 形 式 算术 系统 是 简单 无 矛盾 的 , 则 
没有 一 个 判定 程序 来 确定 该 系统 的 任 一 公式 是 不 是 可 证 的 ， 也 就 
是 说 ， 形 式 算术 系统 的 判定 问题 是 不 可 解 的 。 另 外 ,可 作为 丘 奇 
.不 可 判定 性 定理 的 系 定理 的 ， 还 有 谓词 演算 的 不 可 判定 性 定理 ， 
即 ， 没 有 一 个 判定 程序 来 确定 谓词 演算 中 的 任 一 公式 是 否 可 证 ， 
也 就 是 说 ， 谓 词 演算 的 判定 问题 是 不 可 解 的 .对 于 这 些 定理 的 具 
体 证 明 ， 我 们 在 此 也 从 赂 。 
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第 五 节 ”归纳 方法 与 演绎 方法 


归纳 和 演绎 是 科学 研究 中 两 种 方向 相反 而 又 互相 配合 的 逻辑 
思维 方法 。 在 个 别 中 发 现 一 般 ， 其 推理 形式 和 思维 方 法 属 于 归 
纳 ， 在 一 般 中 发 现 个 别 ， 其 推理 形式 和 思维 方法 属于 演绎 。 

归纳 和 演绎 的 区 别 有 如 下 三 个 主要 方面 : 

一 、 推 理 形式 方面 。 在 演绎 推理 形式 中 ， 前 提 与 结论 之 间 有 
必然 联系 ， 就 是 说 ， 当 我 们 用 任何 具体 内 容 代入 前 提 与 结论 时 ， 
如 果 前 提 是 真 的， 结论 也 是 真 的。 这 种 必然 的 联系 ， 人 们 也 称 作 
将 涵 关系 。 相 反 ， 在 归纳 推理 形式 中 ， 前 提 与 结论 之 间 却 没有 必 
然 性 的 联系 ， 而 只 有 一 种 或 然 性 的 联系 ， 就 是 说 ， 当 我 们 用 某 些 
具体 内 容 代入 前 提 与 结论 时 ， 可 能 前 提 是 真 而 结论 也 是 真 ， 也 可 
能 前 提 是 真 而 结论 却 是 假 。 归 纳 推 理 有 或 然 性 而 演绎 推理 有 必然 
性， 这 是 二 者 在 推理 形式 方面 的 区 别 。 

二 、 认 识 发 展 过 程 方面 ”演绎 推理 一 般 说 来 是 由 一 般 ( 或 普 
38) 到 个 别 。 就 是 说 ， 前 提 是 普遍 性 的 命题 而 结论 是 个 别 性 的 命 
暂 。 归 纳 推理 一 般 说 来 是 由 个 别 到 一 般 ( 或 普遍 ) ， 就 是 说 ， 前 
提 是 个 别 性 的 命题 而 结论 是 普遍 性 的 命题 。 当 然 ， 演 经 推理 有 时 
也 可 以 是 由 一 般 到 一 般 或 个 别 到 个 别 ， 归 纳 推理 有 时 也 可 以 由 个 
别 到 个 别 或 一 般 到 一 般 。 但 是 ， 这 只 是 次 要 的 情况 。 

三 、 前 提 与 结论 所 断定 的 范围 方面 ”演绎 推理 的 结论 所 断定 
的 范围 没有 超出 前 提 所 断定 的 范围 ， 相 反 ， 归 纳 推理 的 结论 所 断 
定 的 范围 却 超出 了 前 所 所 断定 的 范围 。 

归纳 和 演 经 的 联系 有 如 下 三 个 主要 方面 : 

一 、 归 纳 是 演绎 的 基础 。 演 绎 是 从 归纳 结束 的 地 方 开始 的 ， 
洲 绎 的 一 般 知 识 来 源 于 经 验 归纳 的 结果 。 没 有 大 量 的 机 械 运动 的 
经 验 事实 ， 不 可 能 建立 能 量 守 伍 定 律 没有 大 量 的 生物 杂交 的 试 
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验 事 实 ， 不 可 能 创立 遗传 基因 学 说 。 数 学 是 一 门 演绎 成 分 起 重要 
作用 的 科学 ， 表 面 上 看 似乎 不 需要 经 验 和 归纳 ， 其 实 不 然 ， 数 学 
必须 借助 于 归纳 的 思维 方法 才能 得 到 建立 和 发 展 。 例 如 ， 关 于 素 
数 有 这 样 一 条 定理 : 在 任 一 素数 和 它 的 二 倍 之 间 ， 至 少 存在 另 一 
个 素数 。 如 在 2 与 4 之 间 有 素数 3， 在 3 与 6 之 间 有 素数 5, 在 5 与 10 之 


- 间 有 素数 7， 等 等 。 显 然 ， 素 数 的 这 条 定理 是 通过 归纳 推 理 得 到 


的 。 数 学 的 定义 、 原 则 、 公 理 等 抽象 概念 ， 都 是 归纳 人 类 实践 经 
验 的 产物 ， 都 可 以 在 现实 世界 中 找到 它们 的 原型 。 可 见 ， 归 纳 为 
演绎 准备 前 提 ， 演 绎 中 包含 有 归纳 ， 一 刻 也 离 不 开 归纳 。 

二 、 演 绎 是 归纳 的 前 导 。 归 纳 虽 然 是 演绎 的 基础 ， 但 归纳 本 
身 也 离 不 开演 绎 的 指导 ， 对 实际 材料 进行 归纳 的 指导 思想 往往 是 
演绎 的 成 果 。 假 说 是 贯穿 在 整个 归纳 过 程 中 的 重要 方法 ， 而 假说 
就 是 明显 地 应 用 了 演绎 推理 的 。 要 验证 假说 ， 就 必须 从 假说 推出 
一 些 结论 。 这 里 所 说 的 “推出 ”， 就 是 指 演绎 推 理 的 推出 。 还 
有 ， 归 纳 推理 要 提高 它 的 可 靠 性 ， 就 必须 和 已 有 的 科学 知识 相 结 
合 ， 就 必须 应 用 已 有 的 科学 知识 来 分 析 所 研究 的 现象 。 没 有 普遍 
性 的 知识 就 不 能 分 析 个 别 性 的 现象 。 设 有 演绎 证 明了 的 理论 归纳 
就 缺乏 明确 的 目的 与 指导 ， 因 而 归纳 一 刻 也 离 不 开演 绎 。 

三 、 归 纳 和 演绎 互相 渗透 。 归 纳 和 演绎 是 互 为 条 件 、 互 相 渗 
透 的 ， 并 在 一 定 条 件 下 互相 转化 。 归 纳 出 来 的 结论 成 为 演绎 的 前 
提 ， 归 纳 转化 为 演绎 ! 以 一 般 原 理 为 指导 对 大 量具 体 材料 归纳 出 
一 般 结 论 ， 演 绎 又 转化 为 归纳 。 归 纳 和 演绎 是 相互 补充 ， 交 替 进 
行 。 归 纳 后 随 之 进行 演绎 ， 使 归纳 出 和 的 认识 成 果 得 到 扩 大 和 加 
深 ; 演绎 后 随 之 进行 归纳 ， 用 对 实际 材料 的 归纳 来 验证 和 丰富 演 
绎 出 的 结论 。 人 们 的 认识 ， 在 这 种 交互 作用 的 过 程 中 ， 从 个 别 到 
一 般 ， 又 从 一 般 到 个 别 ， 循 环 往复 ， 步 步 深入 。 
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第 六 节 ”常用 的 几 种 归纳 方法 


传统 形式 逻辑 中 包括 对 归纳 逻辑 的 研究 ， 其 中 许多 方面 又 时 
常 和 科学 方法 论 的 一 些 内 容 相 重合 。 从 历史 上 考察 ， 系 统 的 归纳 
逻辑 是 伴随 近代 实证 科学 的 产生 而 产生 的 ， 它 以 研究 科学 发 现 和 
科学 论证 的 方法 为 本 学 科 的 中 心 任务 。 从 理论 上 说 ， 科 学 认识 活 
动 总 是 从 认识 个 别 的 、 离 散 的 事实 开始 ， 进 而 认识 事物 普遍 的 线 
性 的 规律 ， 这 当中 一 定 包含 着 某 种 手段 、 途 径 、 程 序 和 筑 式 ， 即 
一 定 包 含 着 某 种 科学 逻辑 的 方法 ， 因 此 归纳 逻辑 和 科学 方法 论 的 
会 究 范围 在 很 大 程度 上 带 有 一 致 性 。 

归纳 推理 一 般 是 由 个 别 的 事物 或 现象 推出 该 类 事物 或 现象 的 
普遍 性 规律 的 推理 。 归 纳 推理 的 前 提 是 一 些 关于 个 别 事物 或 现象 
的 判断 ， 而 结论 却 是 关于 该 类 事物 或 现象 的 普遍 性 判断 ， 因 此 。 
忆 纳 推理 的 结论 超出 了 前 提 所 断定 的 范围 。 在 归纳 推 理 的 形式 
中 ， 前 提 与 结论 之 间 的 联系 不 是 必然 的 ， 而 是 或 然 的 。 这 是 归纳 
推理 的 一 个 十 分 重要 的 特征 。 简 单 枚 举 法 、 类 比 法 、 统 计 推理 和 
求 因果 五 法 等 都 属于 归纳 推理 的 范围 。 


一 、 简 单 枚 举 法 ”我 们 观察 到 某 类 中 许多 事物 都 有 某 属性 ， 
而 又 没有 观察 到 相反 的 事例 ， 我 们 就 作出 结论 ， 茶 类 事物 都 有 某 
曲 性 。 这 就 是 简单 故 举 靶 。 例 如， 人 们 在 海边 年 复 一 年 地 看 到 ， 
每 当月 亮 圆 的 时 候 海上 潮水 最 高 ， 于 是 逐渐 得 出 “ 凡 月 亮 圆 的 时 
侯 潮 水 最 高 的 结论 。 这 就 是 用 了 简单 枚 举 法 。 这 种 方法 的 可 靠 
性 受到 枚 举 数量 的 制约 。 虽 然 它 是 一 种 可 靠 性 不 大 的 归纳 推理 ， 
但 是 人 们 在 日 常生 活 中 却 经 常 应 用 它 。 跟 简单 枚 举 法 相关 联 的 还 
有 两 种 归纳 方法 其 一 是 完全 归纳 法 ， 即 由 某 类 中 每 一 个 事物 都 
具有 某 属性 ， 推 出 该 类 全 部 事物 都 具有 该 属性 。 由 于 完全 归纳 法 
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是 从 全 类 推出 一 般 ， 其 前 提 与 结论 之 间 的 联系 是 必然 性 的 ， 结 论 
所 断定 的 又 没有 超出 前 提 所 断定 的 范围 ， 所 以 现代 逻辑 认为 它 是 
一 种 演绎 推理 。 其 二 是 科学 归纳 法 ， 即 根据 对 某 类 中 部 分 对 象 及 
其 属性 之 间 的 必然 性 联系 的 认识 ， 推 出 有 关 访 类 对 象 的 一 般 性 的 
结论 。 这 种 结论 虽然 比 简单 枚 举 法 要 可 和 货 得 多 ， 然 而 从 其 根本 性 
质 上 看 ， 科 学 归纳 法 是 从 个 别 推出 一 般 ， 其 前 提 与 结论 之 间 的 联 ` 
系 仍 是 或 然 性 的 。 


二 、 类 比 法 我 们 观察 到 两 个 或 两 类 事物 的 许多 属性 上 都 相 
同 ， 便 推出 它们 在 其 他 属性 上 也 相同 ， 这 就 是 类 比 法 。 类 比 法 的 
可 靠 程度 决定 于 两 个 或 两 类 事物 的 相同 属性 与 推出 的 那个 属性 之 
间 的 相关 程度 ， 如果 相 关 程度 越 高 ， 那 么 类 比 法 的 可 靠 性 越 大 。 


三 、 统 计 推理 ”由 样本 具有 某 属 性 推出 总 体 具 有 某 属性 的 推 
理 ， 就 是 统计 推理 。 比 如 要 研究 中 学 生 经 常 参加 体育 锻炼 是 否 有 
利于 学 习 的 问题 ， 可 以 找 出 平均 成 绩 为 900、100 分 的 学 生 1000 人 ， 
算出 他 们 参加 体育 锻炼 的 学 期 平均 次 数 ， 比 如 为 110 次 ; 另外 找 
出 平均 成 绩 为 0、90 分 的 学 生 1000 人 ( 与 前 一 组 人 在 学 校 、 性 别 、 
年 龄 等 方面 相同 或 近似 ) ， 算 出 他 们 参加 体育 锻炼 的 学 期 平均 次 
数 ， 比 如 为 38 次 。 由 这 些 统计 数字 ， 我 们 就 可 以 推出 结论 ， 中 学 
生 经 常 参加 体育 锻炼 有 利于 学 习 。 


m, REAREA EM BYER”, MRAR ZA 
契合 差异 并 用 法 、 共 变法 和 剩余 法 。 契 合法 是 : 如 果 在 所 研究 的 
现象 出 现 的 两 个 或 两 个 以 上 的 场 含 中 ， 只 有 一 个 情况 是 共同 的 
那么 这 个 共同 的 情况 就 与 所 研究 的 现象 之 间 有 因果 联系 。 差 异 法 
是 ,如果 所 研究 的 现象 出 现 的 场合 与 它 不 出 现 的 场合 之 间 ， 只 有 
一 点 不 同 ， 即 在 一 个 场合 中 有 某 个 情况 出 现 ， 而 在 另 一 个 场合 中 
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这 个 情况 不 出 现 ， 那 么 这 个 情况 与 所 研究 的 现象 之 间 就 有 因果 联 
系 。 契 合 差异 并 用 法 是 : 如 果 在 出 现 所 研究 的 现象 的 几 个 场合 
中 ， 都 存在 着 一 个 共同 的 情况 ， 而 在 所 研究 的 现象 不 出 现 的 几 个 
场合 中 ， 都 没有 这 个 情况 ， 那 么 这 个 情况 与 所 研究 的 现象 之 间 就 
育 因果 联系 。 共 变法 是 ， 如 果 每 当 某 一 现象 发 生 一 定 程度 的 变化 
时 ， 另 一 现象 也 随 之 发 生 一 定 程度 的 变化 ， 那 么 这 两 个 现象 之 间 
PARKRA HRE: 如果 已 知 某 一 复合 现象 是 另 一 复合 现象 
的 原因 ， 同 时 又 知 前 一 现象 中 的 某 一 部 分 是 后 一 现象 中 的 某 一 部 
分 的 原因 ， 那 么 前 一 现象 的 其 余部 分 与 后 一 现象 的 其 余部 分 有 因 
果 联 系 。 


五 、 其 它 归纳 方法 ”其它 归纳 方法 包括 观察 、 实 验 、 比 较 、 
分 类 、 分 析 、 综 合 、 统 计 中 的 选择 、 求 平均 数 以 及 假说 等 。 如 果 
说 归纳 推理 是 研究 从 特 称 推出 全 称 的 思维 形式 结构 问题 ， 那 么 其 
地 归纳 方法 则 是 研究 从 特殊 进入 一 般 的 认识 现实 的 方法 问题 。 有 
的 教科 书 把 形式 逻辑 定义 为 “研究 思维 的 逻辑 形式 及 其 规律 ， 以 
及 认识 现实 的 简单 逻辑 方法 ”， 大 致 说 来 ， 归 纳 推理 属于 前 半 情 
况 ， 其 他 归纳 方法 属于 后 半 情 况 。 

(一 ) 观察 与 实验 ”在 事物 或 现象 的 自然 状态 下 ， 通 过 感官 
去 认识 事物 或 现象 ， 这 就 是 观察 。 在 控制 事物 或 现象 的 条 件 的 情 
形 下 ， 通 过 感官 去 认识 事物 或 现象 ， 这 就 是 实验 。 

(二 ) 比较 与 分 类 ”比较 就 是 通过 寻找 两 个 或 两 类 事物 的 共 
同 点 和 差异 点 来 更 好 地 认识 事物 性 质 的 过 程 。 在 比较 的 基础 上 ， 
把 具有 不 同属 性 的 事物 各 归 入 不 同 的 类 ， 这 便 是 分 类 。 观 察 与 实 
验 、 比较 与 分 类 ， 都 是 从 特殊 到 一 般 、 从 感性 到 E 性 的 认识 方 
法 。 

(三 ) 分 析 与 综合 “分析 是 在 思想 中 把 对 象 分 解 为 各 个 部 分 
或 因素 ， 分 别 加 以 考察 的 逻辑 方法 。 综 合 是 在 思想 中 把 对 象 的 各 
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个 部 分 或 因素 结合 成 为 一 个 统一 体 加 以 考察 的 运 辑 方法 。 分 析 以 
综合 为 目的 ， 综 合 以 分 析 为 前 提 。 

( 四 ) 统计 中 的 选 样 “” 从 事物 总 体 中 选 出 典型 样本 的 方法 ， 
统计 学 中 叫做 选 样 。 选 样 方法 的 目的 ， 是 想 通过 对 样本 的 研究 ， 
从 样本 具有 某 种 属性 而 得 出 总 体 也 具有 这 种 属性 。 在 社 会 科学 
-中 ， 选 样 方法 即 调查 研究 、“ 解 剖 麻 省 ?的 方法 。 

CE) 统计 中 的 平均 数 ”包括 算术 平均 数 、 加 权 平 均 数 和 中 
数 等 。 算 术 平 均 数 就 是 把 许多 数据 加 在 一 起 ， 然 后 用 这 些 数据 的 
数目 去 除 而 得 到 的 数 。 加 权 平 均 数 比较 复杂 ， 先 要 理 解 什 么 是 

“ 权 数 ”。 在 统计 中 计算 平均 数 等 指标 时 ， 对 各 个 变量 值 具有 权 
衡 轻 重 作 用 的 数值 称 作 权 数 。 例 如 ， 计 算 工人 的 平均 工龄 时 ， 各 
种 工龄 的 工人 人 数 影响 着 平均 工龄 的 大 小 , .各 种 工龄 的 工人 人 数 
就 是 权 数 。 按 不 同 权 数 计算 的 各 个 数量 的 平均 数 ， 就 是 加 权 平均 
Bo IXI Xa, e, X AnD, fis fas e, ENY AX X, 
…，xa 的 权 数 ， 则 称 

X fi +tx,f, +. +Xx,f, _ ZX 

f +f, + +f, 之 人 

为 X1，X，，*…，X, 的 加 权 平 均 数 。 关 于 中 数 ， 就 是 按 大 小 排列 起 
来 的 一 申 数 的 中 间 的 一 个 数 ， 它 是 一 个 比较 稳定 的 平均 数 。 

.《 六 ) 假说 人们 根据 已 有 的 知识 对 于 所 研究 的 事物 或 现象 
作出 初步 的 解释 ， 这 就 是 假说 。 假 说 本 身 的 发 展 大 致 分 为 三 步 ， 
首先 是 假说 的 提出 ， 其 次 是 由 假说 推出 一 些 结论 ， 最 后 是 验证 这 
些 结 论 。 假 说 贯穿 在 整个 归纳 活动 中 ， 是 科学 研究 过 程 中 的 重要 
方法 。 

归纳 推理 和 其 他 的 归纳 方法 是 有 机 地 联系 着 的 。 要 发 现 客观 
事物 或 现象 的 规律 ， 就 必须 首先 取得 有 关 客观 事物 或 现象 的 感性 
材料 。 这 就 要 应 用 观察 与 实验 。 通 过 观察 实验 所 得 到 的 感 性 材 
- 料 ， 还 必须 进一步 加 以 整理 和 加 工 。 这 就 要 应 用 比较 、 分 类 、 分 
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析 与 综合 这 些 方法 。 我 们 还 要 应 用 简单 枚 举 法 和 类 比 法 这 些 初步 
的 方法 进行 归纳 推理 。 


第 七 节 科学 方法 论 


“方法 ”一 词 来 源 于 希腊 文 era 和 obos， 其 意 是 R WA 
正确 的 道路 运动 ”。 按 词 意 上 理解 ，“ 科 学 方法 ”就 是 指 科学 研 
究 的 正确 道路 ， 即 正确 的 理论 、 原 则 、 方 法 和 手段 等 等 。“ 科 学 
方法 论 ” 则 是 以 科学 方法 为 研究 对 象 ， 建 立 起 关于 科学 方法 的 元 
理论 。 

- 我 们 知道 ， 任 何 科学 领域 的 理论 都 包含 有 两 个 层次 ， 对 象 理 
沦 和 元 理论 。 某 科学 的 对 象 理 论 不 是 以 该 科学 的 理论 本 身 为 研究 
对 象 ， 而 是 以 本 科学 的 理论 所 探讨 的 直接 现实 为 研究 对 象 ， 比 如 
平常 所 说 的 “物理 学 ”， 就 是 以 自然 物质 的 基本 结构 和 运动 的 一 
般 规 律 这 样 的 直接 现实 为 研究 对 象 ， 而 平常 所 说 的 “历史 学 ” 则 
是 以 人 类 社会 的 发 展 过 程 这 样 的 直接 现实 为 研究 对 象 ， 因 此 ， 它 
们 的 理论 部 是 对 象 理论 。 所 有 对 象 理论 中 都 有 各 种 各 样 的 具体 方 
靶 ， 比 如 物理 学 中 有 观察 试验 、 模 拟 计算 、 逻 辑 推 证 等 ， 历 史学 
中 有 考古 鉴定 、 训 话 考证 、 索 隐 统计 等 ， 这 些 具体 方法 仍 属 于 对 
象 理论 范畴 ， 它 们 只 能 称 作 “ 物 理学 方法 ”、“ 历 史学 方法 ”等 
等 。 但 是 ， 某 科学 的 元 理论 则 不 同 ， 它 是 以 该 科学 的 理论 本 身 为 
研究 对 象 ， 是 “关于 理论 本 身 的 理论 问题 ”， 比如 “物理 学 说 
史 ”、“ 历 史学 说 史 ”“ 物 理学 方法 论 ”、“ 历 史学 方法 论 ” 等 
等 ， 它 们 统称 为 “物理 学 学 ”、“ 历 史学 学 ”或 “元 物理 学 >” 、 
“元 历史 学 ”， 它 们 都 属于 元 理论 。 

对 象 理论 和 元 理论 具有 相对 意义 。 当 人 们 以 “物理 学 方法 
论 ”、“ 化 学 方法 论 ”、…“ 生 物 学 方法 论 ” 等 自然 科学 的 方法 论 
为 研究 对 象 时 ， 这 些 方 法 论 就 又 成 为 对 象 理论 ， 而 由 之 生成 的 
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“4 自然 科学 方法 论 ” 便 是 元 理论 。 同样 ， 当 人 们 以 “历史 学 方法 

论 ”、“ 经 济 学 方法 论 ”、“ 文 学 方法 论 ” 等 社会 科学 的 方法 论 为 

研究 对 象 时 这 些 方法 论 也 成 为 对 象 理论 ， 而 由 之 生成 的 “社会 

科学 方法 论 ” 则 是 元 理论 。 进 一 步 ， 当 人 们 以 “自然 科 学 方法 

论 ” 和 “社会 科学 方法 论 ” 等 为 研究 对 象 时 ， 这 些 方法 论 又 成 为 

对 象 理 论 ， 而 由 之 生成 的 “一 般 科学 方法 论 ” 就 是 元 理论 。 
居于 以 上 分 析 ， 我 们 试 将 科学 方法 论 分 类 如 下 ; ， 


一 具体 学 科 方 法 论 

它 只 涉及 各 个 门类 学 科 本 身 的 具体 研究 方法 问题 。 它 不 仅 包 
括 数 、 理 、 化 、 生 、 地 、 机 械 、 冶 金 、 医 学 等 等 ， 而 且 包 括 文 、 
史 、 哲 、 经 、 教 、 心 理 、 艺 术 、 宗 教 等 等 具体 学 科 的 具体 研究 方 
法 问题 。 这 里 需要 特别 指出 的 是 :哲学 方法 和 数学 方法 虽然 在 人 
们 整个 的 科学 研究 中 都 具有 普遍 的 意义 ， 但 是 它们 跟 “哲学 方法 
论 ” 和 “数学 方法 论 ” 又 有 所 不 同 。 比 如 “哲学 方法 ”主要 是 指 
人们 以 哲学 原理 作为 世界 观 的 最 高 指导 原则 ， 进 一 步 从 事 具 体 科 
学 研究 的 方法 ， 而 “哲学 方法 论 ? 则 主要 是 讲 哲学 学 科 本 身 的 研 
究 和 构造 方法 问题 ， 它 只 属于 “者 学 学 ” 范畴 。 


二 基础 科学 方法 论 

我 们 这 里 用 的 是 “科学 ”一 词 ， 而 没 用 上 Hi 的 “学 科 ” 一 
词 ， 目 的 是 为 了 表明 这 里 的 方法 论 要 比 上 面 的 方法 论 带 有 更 宽泛 
的 意义 。 基 础 科学 方法 论 包 括 ， 自 然 科学 方法 论 、 社 会 科学 方法 
论 、 思 维 科学 方法 论 和 技术 科学 方法 论 等 等 在 这 当中 ， 人 们 以 
往 的 研究 对 自然 科学 方法 论 比较 深入 从 为 它 的 内 容 实际 上 包含 
在 自然 辩证 法 、 科 学 叔 学 和 科学 逻辑 当中 ， 而 人 们 对 其 他 基础 科 
学 方法 论 的 研究 ， 目 前 看 来 还 很 不 够 。 自 然 科学 的 一 般 方法 包 
括 ， 现 察 方法 、 实 验方 法 、 模 拟 方法 、 理 想 化 方法 、 远 辑 方 法 : 
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< 如 比较 法 、 分 类 法 、 类 比 法 、 归 纳 法、 演绎 法 、 分 析 法 、 综 合 
法 等 ) 、 数 学 方法 、 控 制 方法 、 信 息 方法 和 系统 方法 等 等 。 但 这 
决 不 是 指 这 些 方法 仅仅 适用 于 自然 科学 研究 ， 而 是 说 它们 和 各 门 
自然 科学 特殊 方法 相 比 是 自然 科学 的 一 般 方法 。 这 些 一 般 方法 是 
否 能 运用 于 社会 科学 中 去 ， 则 按照 各 自 的 不 同 特性 有 不 同 的 情 
襄 。 在 自然 科学 研究 的 一 般 方 法 中 ， 观 察 方法 和 实验 方法 主要 适 
用 于 自然 科学 研究 的 方法 。 社 会 科学 主要 运用 调查 研究 方法 、 统 
计 方 法 等 。 社 会 科学 中 也 运用 观察 法 ， 但 它们 是 社会 科学 中 产生 
的 方法 、 具 有 自身 的 质 的 特殊 性 ， 与 自然 科学 中 的 观察 、 实 验 不 
是 等 同 的 。 远 辑 方法 和 数学 方法 是 概括 程度 很 高 、 运 用 范围 很 广 
角 方 法 ， 可 以 说 它 对 于 所 有 基础 科学 都 带 有 普 适 性 的 特点 ， 因 此 
它 并 不 是 自然 科学 研究 的 特有 方法 。 控 制 方法 、 信 息 方 法 和 系统 
沙 法 起 初 都 是 研究 工程 技术 的 方法 ， 后 来 逐步 运用 到 自然 科学 、 
社会 科学 和 思维 科学 当中 ， 使 人 们 对 这 些 方法 的 概括 程度 和 适用 
范围 有 了 进一步 认识 。 


三 “一般 科学 方法 论 

这 里 主要 研究 的 是 最 高 层次 的 、 带 有 世界 观 指导 意义 的 根本 
方法 ， 即 哲学 方法 ， 同 时 还 要 研究 在 基础 科学 方法 论 中 总 结 和 升 
华 出 来 的 最 一 般 的 普 适 方法 。 哲 学 是 关于 世界 观 的 学 问 ， 是 型 论 
业 、 系 统 化 的 世界 观 。 世 界 观 也 就 是 方法 论 。 当 着 人 们 用 它 去 说 
明 世 界 的 时 候 ， 就 是 世界 观 ， 当 着 人 们 用 它 去 指导 认识 和 改造 世 
界 的 活动 的 时 候 ， 就 成 为 方法 论 。 马 克 思 主义 哲学 的 基本 观点 诸 
如 物质 观 、 意 识 观 ! -运动 观 、 时 空 观 、 矛 盾 观 、 质 量 观 、 否 定 观 
等 等 都 是 我 们 在 从 事 各 门 科学 理论 研究 的 时 候 必须 遵循 的 基本 观 
点 ， 也 是 我 们 判别 各 门 科学 观点 的 一 种 理论 准则 。 当 然 ， 马 克 思 
主义 哲学 作为 世界 观 所 起 的 方法 论 作 用 ， 绝 对 不 意味 着 可 以 用 一 
般 的 哲学 议论 去 代替 各 门 科学 具体 的 科学 研究 。 思 想 上 的 启发 、 
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科学 研究 的 最 一 般 方向 、 判 别 理论 的 最 一 般 准则 都 是 进行 科学 创 
造 的 因素 和 条 件 ， 既 不 等 于 科学 创造 本 身 ， 也 不 等 于 科学 创造 的 
结果 。 基 本 哲学 观点 之 对 于 科学 研究 的 方法 论 作 用 ， 犹 如 指南 针 
之 对 于 航海 的 作用 。 

各 种 具体 的 科学 方法 论 都 包含 4 个 基本 要 素 : 研究 对 象 、 物 质 
手段 、 思 维 的 形式 和 方法 、 理 论 工具 。 研 究 对 象 就 是 一 定 研究 过 
程 所 要 认识 的 客体 ， 它 的 特点 规定 和 制约 了 研究 方法 的 性 质 和 特 
点 ， 而 研究 方法 又 必须 适应 于 客体 对 象 。 物 质 手段 就 是 人 们 在 科 
学 研究 过 程 中 使 用 的 各 种 人 造 工具 和 仪器 等 ， 它 们 是 物质 的 存在 
形态 ， 具 有 机 械 、 物 理 、 化 学 等 各 种 性 能 和 作用 。 思 维 的 形式 各 
方法 就 是 思维 过 程 中 所 使 用 的 概念 、 判 断 、 推 理 这 些 基本 的 思维 
形式 以 及 归纳 和 演绎、 分 析 和 综合 、 抽 象 和 具体 、 类 比 和 假设 这 
些 基 本 的 逻辑 方法 。 理 论 工具 就 是 指 人 们 在 科学 研究 过 程 中 所 使 
用 的 即 成 理论 知识 的 总 和 ， 就 是 说 ， 人 们 即 成 的 理论 知识 制约 着 
人 们 的 认识 和 研究 的 水 平和 方式 。 以 上 4 个 基本 要 素 EA az. fj 
约 、 影 响 着 某 一 特定 研究 过 程 的 科学 方法 ， 也 决定 、 制 约 、 影 喀 
着 科学 方法 的 历史 发 展 ， 并 且 使 各 种 科学 方法 形成 有 机 的 系统 。 


第 八 节 ”现代 科学 方法 论 的 主要 流派 


20 世 纪 西 方 科 学 方法 论 的 研究 有 了 较 快 的 发 展 ， 出 现 了 不 剧 
的 学 派 。 现 简介 如 下 : 


一 ”正统 的 逻辑 主义 观点 

(一 ) 现代 归纳 主义 

逻辑 实证 主义 属于 现代 归纳 主义 。 以 罗素 ( 1872 一 1970 ) 和 
维特 根 斯 坦 ( 1889 一 1951 ) 为 代表 的 逻辑 原子 论 思想 是 逻辑 实证 
主义 思想 的 先导 。 逻 辑 实 证 主义 的 真正 兴起 则 应 从 20 年 代 中 期 维 
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也 纳 学 派 形成 算 起 ， 后 来 很 快 成 为 国际 性 思 湖 。 经 验 主义 和 逻辑 
主义 是 他 们 的 共同 出 发 点 ， 认 为 只 有 经 验 才能 给 我 们 提供 关于 世 
界 的 可 靠 知识 ， 只 有 用 数学 与 逻辑 去 寻求 知识 才 是 精确 的 ， 他 们 
广泛 运用 了 符号 逻辑 作为 推理 和 表述 的 工具 ， 因 而 他 们 的 观点 又 
称 为 逻辑 经 验 主义 。 

这 一 派 理论 的 主要 特点 是 : @ 逻 辑 主义 。 他 们 首先 明确 提出 
“科学 逻辑 ”的 概念 ， 主 张 科学 逻辑 是 科学 的 元 理论 ， 是 罗素 等 
人 的 符号 逻辑 在 科学 理论 中 的 应 用 。 按 照 卡尔 纳 普 的 极端 说 法 ， 
科学 逻辑 就 是 “科学 语言 的 远 辑 句法 ”。 回 经 验 主义 。 可 证 实 性 
此 则 是 逻辑 实证 主义 的 基本 原则 ， 它 是 说 ， 当 且 仅 当 一 个 陈述 或 
者 是 分 析 陈 述 ( 例如 “偶数 可 以 被 2 整除 ” ) 或 者 是 经 验 可 以 证 
实时 ， 才 是 有 意义 的 。 这 个 划 界 标准 对 他 们 来 说 既是 意义 标准 ， 
又 是 真理 标准 。 这 样 ， 经 验 自然 科学 的 命题 是 有 意义 的 、 可 证 实 
的， 数学 和 罗 辑 真理 是 永 真 的 重 言 式 ， 而 其 他 不 可 证 实 的 、 无 意 
义 的 、 无 所 谓 真 假 的 陈述 应 当 作为 “形而上学 ”或 伪 科 学 而 被 清 
: 除 。 经 验 主义 还 表现 在 关于 经 验 科学 理论 结构 的 “两 层 语言 ” 横 
型 上 ， 即 下 层 语言 是 关于 观察 事实 的 陈述 ( 单 称 陈述 ) ， 上 层 语 
言 是 理论 陈述 ( 全 称 陈述 ) ,符合 规则 ( 或 操作 定义 ) 将 两 者 对 
应 、 联 系 起 来 ， 将 理论 陈述 还 原 到 经 验 基础 。@@ 归 纳 确证 的 概率 
论 观 点 。 归 纳 知 识 的 不 确实 性 和 休 计 归纳 难题 都 激励 着 他 们 积极 
研究 解决 办 法 ， 于 是 出 现 将 归纳 法 与 随机 过 程 的 数学 理论 联系 起 
来 ， 即 从 统计 数学 理论 中 寻找 逻辑 根据 。 

但 是 ， 逻辑 实证 主义 的 基本 信条 碰 到 了 越 来 越 严 重 的 种 种 困 
W: 证实 原 则 难于 真正 贯彻 ， 完 全 的 经 验证 实 不 可 能 ， 而 概率 确 
证 理论 却 又 面临 金 称 (无限 ) 陈述 的 确证 概率 为 零 的 责难 ;观察 
竣 透 着 理论 ， 二 层 结构 模型 的 基础 受到 动摇 ， 逻辑 主义 的 高 度 形 
式 化 的 分 析 岗 领 对 于 大 部 分 经 验 科学 难以 贯彻 到 底 ， 而 且 单 纯 静 
想 结构 分 析 不 能 反映 科学 的 动态 发 展 ， 不 符合 科学 史 的 实际 。 
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《二 ) 波 兽 尔 的 证 俯 主 义 

当代 著名 的 英国 科学 哲学 家 卡尔 。 波 普尔 (1902 一 一 ) 跟 维 世 
纳 学 派 交 往 其 密 ， 但 从 来 不 是 逻辑 实证 主义 者 。 与 实证 主义 相对 
立 ， 淡 普尔 哲学 的 一 个 鲜明 特点 正在 于 宣扬 知识 可 误 论 和 证 伪 主 
义 。 他 认为 ， 从 批判 眼光 看 ， 科 学 理论 都 可 以 证 伪 ， 科 学 知识 总 
是 有 错 ， 再 好 的 科学 理论 也 木 是 永恒 真理 。 证 伪 、 批 判 被 夏 作 科 
学 方法 的 本 质 ， 成 为 波 普尔 哲学 的 特殊 标记 ， 人 称 “ 证 伪 主 义 ” 
或 “批判 理性 主义 ”。 

”按照 波 普 尔 的 意 兄 ， 凡 是 可 以 证 伪 的 陈述 才 是 科学 的 ， 凡 是 
不 可 证 念 的 陈述 就 是 非 科学 的 ( 其 中 包括 不 是 经 验 科学 的 和 伪 科 
学 的 ) 。“ 天 或 者 下 雨 或 者 不 下 两 ”是 永 真 的 陈述 ， 不 能 证 伪 ， 

不 属于 经 验 和 学。 占星 术 的 抽象 预言 不 能 证 伪 ( 当然 也 不 能 证 
实 ) ， 是 伪 科 学 的 。 天 文学 家 说 的 “太阳 系 的 别 的 行星 上 可 能 存 
在 高 等 动物 ”是 可 证 伪 的 〈 虽然 尚未 证 伪 ) ， 属 于 经 验 科 学 。 他 
提出 可 证 伪 性 作为 划 界 标准 的 主要 根据 在 于 全 称 陈述 与 单 称 陈述 
之 间 的 逻辑 关系 的 不 对 称 性 。 不 论 多 大 数目 的 有 限 次 的 经 验 观察 
都 不 足以 证 实 全 称 陈述 ， 反 过 来 一 个 实例 ( 单 称 陈述 ) 就 足以 扒 
A CEH ) 全 称 陈述 。 证 实 总 是 跟 归纳 主义 、 经 验 主义 相 联 系 

证 伪 总 是 跟 演绎 主义 、 理 性 主义 相 联系 。 

波 普尔 认为 ， 一 个 较 好 的 理论 必须 满足 以 下 三 方面 的 要 求 : 
(1) “可 证 伪 程 度 ” 较 高 ，( 2 ) 能 经 受 更 “严峻 的 考验 ，(3 ) 
“逼真 性 程度 ” 越 来 越 高 。 他 还 提出 了 科学 知识 增长 的 模式 与 演 
绎 检验 法 。 他 也 否认 古典 意义 的 发 现 逻辑 ， 他 所 谓 的 “科学 发 现 
的 逻辑 ”等 同 于 科学 方法 论 ， 其 任务 是 要 建立 那些 指导 科学 家 进 
行 科 学 活动 的 方法 论 规则 或 规范 。 因 此 被 人 称 为 规范 方法 论 ”。 
演绎 检验 靶 与 归纳 主义 的 方法 相对 立 。 归 纳 法 是 一 条 从 观察 到 理 
论 的 道路 ， 而 波 普尔 的 方法 则 是 一 条 从 理论 ( 假设 、 期 望 ) 到 观 
察 的 道路 。 确 认 假设 ( 理论 ) 先 于 观察 ， 这 是 波 普尔 采用 演绎 检 
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验 法 代替 归纳 法 的 一 个 基本 出 发 点 。 波 普尔 把 他 的 方法 称 作 “ 试 
错 法 ”， 即 从 问题 (P, ) 开始 ， 色 过 推销 、 猜 想 、 假 设 、 尝试 
等 试探 性 理论 ( TT ) ， 又 对 这 种 理论 进行 反驳 、 批 判 “ 证 D. 

排 错 等 ( EE ) 过 程 ， 接 着 产生 新 的 问题 CP.) 。 写 成 公 式 为 ， 

P,—> TT—*+EE—P, 

这 就 是 说 ， 面 对 问题 提出 试探 性 解决 办 法 ( 理论 ) ， 对 解决 方法 
\ 理 论 ) 进行 反驳 ， 排 除 错误 ， 又 产生 新 问题 。 试 错 法 是 一 种 用 
观察 陈述 否 证 理论 的 方法 ， 对 它 的 证 明 是 用 可 推演 性 的 逻辑 关系 
《从 单 称 前 提 的 真 推出 全 称 陈述 为 假 ) ， 这 种 证 擅 推 演 的 方法 在 
护 史 上 一 直 可 追溯 到 古 希 腊 时 期 。 


二 ，” 非 正统 的 还 辑 主义 观点 

(一 ) 库 思 的 科学 音 命 论 模式 

HIH So EE ( 1922 一 一 ) 是 美国 科学 哲学 家 。 他 对 哥 
眉 尼 革 命 和 20 世 纪 物 理学 史 作 了 细致 的 研究 ， 创 立 了 关于 科学 发 
很 的 “范式 论 ” 或 “科学 革命 论 ”。 按 照 归纳 主义 的 科学 发 展 
况 ， 科 学 知识 是 以 经 验 为 根据 的 归纳 上 升 和 直线 式 积累 的 过 程 。 
波 普 尔 的 规范 方法 论 所 强调 的 却 不 是 知识 的 数量 积累 ， 而 是 科学 
理论 ( 假说 ) 的 革命 交替 。 库 恩 认为 ， 只 看 到 积累 或 者 只 看 到 革 
命 交替 都 是 片面 的 ， 都 不 合乎 科学 史 的 事实 。 库 恩 不 赞成 波 普尔 
那 种 “理性 的 重建 ”， 而 是 主张 “历史 的 再 现 ? 的 科学 发 展 模 
.起 。 因 而 他 的 学 派 被 称 为 历史 主义 学 派 。 

库 因 和 波 普 尔 都 致力 于 探索 科学 的 发 展 ， 但 却 建立 了 不 同 的 
模式 。 波 普尔 强调 受 因 斯 坦 式 的 批判 精神 ， 主 张 科 学 通过 对 现 有 
理论 的 不 断 “ 证 伪 ”、 反 了 驳 而 向 前 发 展 ， 因 此 可 称 之 为 “不 断 革 
- 命 ” 论 。 库 恩 的 科学 发 展 模式 则 可 称 之 为 “阶段 革命 ” 论 ， 原始 
科学 日 趋 成 熟 ， 终 究 要 建立 一 定 “ 范 式 ” 作 为 专业 基础 ， 经 过 范 
式 支 配 下 的 “常规 科学 ”的 发 展 ， 使 范式 日 益 完善 ， 与 此 同时 ， 
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“反常 ?现象 日 益 增多 又 终于 使 旧 范 式 穷 于 应 付 而 陷入 “危机 ”， 

于 是 爆发 “科学 革命 ”， 并 由 新 范式 取而代之 。 因 此 ， 科 学 的 增 
长 总 要 通过 常规 科学 的 积累 阶段 而 进入 科学 革命 ， 库 思 认 为 ， 这 
才 是 全 面 的 看 法 。 库 恩 的 发 展 模式 大 致 是 : 

前 科学 时 期 一 一 常规 科学 一 一 危机 一 一 科学 革命 …* 

总 括 库 思 全 部 科学 观 的 基本 概念 是 “范式 ”( Paradigm)。 
范式 是 科学 家 集团 即 科 学 共同 体 的 无 所 不 包 的 研究 手段 ， 即 世界 
观 、 信念 、 价 值 标准 、 理 论 、 方 法 、 仪 器 等 等 。 常 规 科 学 研究 总 
是 为 了 深入 分 析 范 式 所 已 经 提供 的 现象 和 理论 。 库 轧 结合 科学 史 
而 使 “范式 ”和 “常规 科学 ”的 概念 较 有 实际 感 。 牛 顿 的 < 自然 
哲学 的 数学 原理 ， 和 《“《 光学 ，、 富 兰 克 林 的 “电学 ，、 拉 瓦 锡 的 
《化 学 ， 以 及 莱 伊 尔 的 «地质 学 » ， 这 样 一 些 经 典 著作 都 确立 了 
“范式 ”， 都 在 一 定时 期 里 为 以 后 几 代 的 工作 者 暗暗 规定 了 某 一 
科学 领域 的 研究 方向 、 问 题 和 方法 。 它 们 具有 两 个 根本 特点 : 一 
是 其 成 就 是 以 空前 地 吸引 一 大 批 坚 定 拥护 者 ， 使 他 们 摆脱 各 种 珍 
式 的 亮 争 活动 ， 二 是 这 种 成 就 又 足以 毫 无 限制 地 为 他 们 留 下 各 科 
有 待 解决 的 问题 。 库 恩 认 为 ， 凡 是 具备 这 两 个 特点 的 科学 成 就 都 . 
称 得 上 “范式 ”。 

库 因 指 出， 放弃 一 个 范式 永远 意味 着 同时 接受 另 一 个 范式 。 
科学 革命 就 是 科学 家 ( 集团 ) 由 效忠 于 旧 范 式 转变 为 效忠 于 新 范 . 
式 。 旧 范式 与 新 范式 的 候补 者 在 逻辑 上 是 不 相 容 的 ， 它 们 的 拥护 
者 分 别 属 于 两 个 不 同 的 阵营 ， 相 应 有 截然 不 同 的 准则 和 fr 值 Pe 
准 。 前 后 相继 的 范式 之 间 的 差别 是 实质 性 的 和 不 可 调 和 的 。 比 
如 ， 爱 因 斯 坦 相对 论 的 范式 与 牛顿 经 典 力学 的 范式 就 是 不 可 H 
的 。 y 

(二 ) 拉 卡 托 斯 的 研究 纲领 方法 论 . 

伊 姆 雷 。 拉 卡 托 斯 ( 1922 一 一 1974 ) 是 出 生 于 匈牙利 的 英 籍 : 
科学 哲学 家 。 波 普尔 主张 科学 发 展 过 程 是 可 以 理性 地 重建 的 ， 但 . 


°371° 


YY i aaa 


他 忽视 科学 史 的 实际 ， 库 恩 注意 科学 史 的 再 现 ， 但 他 忽视 晶 性 的 
重建 。 拉 卡 托 斯 则 希望 把 两 者 的 优点 即 “ 理 性 的 重建 ”和 “历史 
酋 再现 ”结合 起 来 。 他 对 波 普 尔 的 理性 重建 方式 进行 了 改进 。 主 
-要 是 ， 仿照 库 恩 的 范式 和 常规 科学 ， 用 理论 “研究 纲领 ”代替 波 
普尔 的 单一 理论 。 研 究 纲领 包括 :反面 启发 法 (反面 助 发 现 法 )， 
即 指 示 不 该 做 的 事 ， 不 得 触动 硬 核 ， 可 修改 的 只 是 保护 带 ; 正面 
启发 法 ( 正面 助 发 现 法 ) ， 即 指示 应 该 做 的 事 ， 增 加 辅助 假说 和 
改进 实验 技术 ， 解 释 和 预见 新 事实 ， 调 整 保护 带 ， 它 实际 是 处 理 
预期 反常 的 一 系列 理论 战略 或 程序 性 提示 。 拉 卡 托 斯 的 科学 研究 
纲领 就 是 他 所 提供 的 作为 评价 科学 知识 增长 的 单位 。 它 是 一 个 有 
结构 层次 的 复杂 体系 ， 是 硬 核 、 保 护 带 和 研究 方法 三 者 的 统 一 
物 。 它 具有 相对 稳定 的 硬 核 ， 又 有 柔韧 多 变 的 保护 带 ， 可 以 通过 
积极 的 研究 方法 或 消极 的 研究 方法 加 以 适当 的 调整 或 改变 ， 以 保 
护 硬 核 不 受 侵害 。 

(三 ) 商 耶 阿 本 德 的 多 元 主义 方法 论 

保 尔 。 费 耶 阿 本 德 ( 1924 一 一 ) 是 维也纳 出 生 的 当代 美国 科 
学 哲学 家 。 他 反对 传统 逻辑 主义 的 方法 论 ， 提 倡 “各行 其 是 ”的 
多 元 主义 或 无 政府 主义 ) 的 方法 论 而 著名 。 他 的 主张 属于 历史 
主义 学 派 。 他 认为 科学 不 应 该 独占 “唯一 正确 的 方法 和 唯一 可 接 
受 的 成 果 ，。 科 学 不 是 绝对 可 靠 的 ， 它 有 许多 优点 但 也 有 许多 缺 
点 。 科 学 与 非 科 学 的 分 离 是 人 为 的 。 科 学 与 非 科 学 的 联合 才 对 人 
们 有 益 。 应 当 反 对 盲目 崇尚 科学 的 “科学 沙文 主义 ”。 

( 四 ) 劳 登 的 科学 进步 模式 

拉 里 。 劳 登 (1941 一 一 ) 是 当代 美国 科学 哲学 家 。 他 的 进步 
模式 把 科学 描述 为 解决 问题 的 活动 。 问 题 被 认为 是 科学 思想 的 关 
键 。 科 学 问题 可 分 为 经 验 问题 和 概念 问题 。 经 验 问题 涉及 所 研究 
领域 对 象 的 结构 和 关系 ， 概 念 问题 涉及 科学 讨论 、 和 争论 中 的 疑难 
或 是 科学 理论 结构 与 该 领域 的 方法 论 前 提 的 不 协调 。 他 认为 科学 
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进步 有 三 个 基本 途径 : 第 一 个 是 通过 增加 解决 经 验 问题 的 数 日 ， 
第 二 个 是 消除 所 谓 “反常”， 第 三 个 是 使 看 来 冲突 的 不 同 理论 重 


新 协调 起 来 。 
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第 八 章 ”现代 逮 辑 的 实际 应 用 


本 章 主要 介绍 数学 领域 以 外 的 应 用 。 把 逻辑 在 数学 领域 的 应 
用 放 到 下 一 章 去 。 


第 一 节 命题 逻辑 的 应 用 


我 们 先 举 一 个 生动 的 实例 。 在 一 个 集体 宿舍 里 ， 检 查 清 洁 卫 
生 的 人 员 在 房间 的 一 个 角 沙里 发 现 了 一 只 已 经 发 替 的 完 整 的 馒 
头 。 这 种 浪费 粮食 的 现象 引起 了 检查 人 员 的 注意 ,他 们 希望 弄 清 究 
况 是 谁 丢 掉 这 个 馒头 ?事情 当然 只 能 是 住 在 这 个 宿舍 中 的 A、B、C、 
D 四 人 中 的 一 个 人 干 的 。 但 当 检 查 人 员 询 问 他 们 时 ，A 却 说 “这 
是 B 干 的 ”，B 则 说 “这 事 是 D 干 的 ”,C 说 “我 没有 干 这 件 事 ”， 
D 也 说 “我 没有 干 这 件 事 ”。 根 据 事后 调查 ， 四 人 中 只 有 一 人 说 . 
的 是 真 话 。 试 问 ， 这 事 到 底 是 谁 于 的 呢 ? 

对 这 个 问题 我 们 可 以 通过 命题 逻辑 的 求 简化 的 合 取 范 式 的 方 
法 ， 精 确 地 推出 可 靠 的 结论 。 所 谓 简 化 的 合 取 范 式 ， 一 般 是 指 合 
取 项 最 少 的 合 取 范 式 。 它 是 在 求 合 取 范 式 的 基础 上 ， 按 一 定 的 逻 
辑 规律 再 出 去 若干 简单 合 取 式 而 得 到 的 。 我 们 先 把 前 提 条 件 转化 . 
为 命题 逻辑 的 语言 。 

设 p 表 示 命题 “A 干 了 这 件 事 ”，q 表示 命题 “B 干 了 这 件 
E”, 表示 命题 “C 干 了 这 件 事 ”，s 表示 命题 “D + Tk tE 
事 ”。 由 于 已 知 这 事 只 能 是 A、B、C、D 四 人 中 的 一 个 人 干 的 、 
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狐 以 四 个 命题 中 的 任何 两 个 命题 都 不 可 能 同时 是 真 的 。 这 可 以 表 
达 为 以 下 公式 ， I 

—(pAq) A (pAr) A—-(pAs) A ` 

—A(qAr)A—-(qAs)A-C(1As) 

在 前 面 的 题目 中 ，A、B、C、D 每 个 人 所 说 的 话 可 以 依次 用 
Q、s、 一 r、 一 s 来 表示 。 同 时 已 知 其 中 只 有 一 个 人 说 的 是 真 话 。 
所 以 其 中 的 任何 两 句 话 都 不 可 能 同时 是 真 的 。 这 个 条 件 也 可 以 表 
达 为 以 下 公式 ， 

AAS ANAT) ANC AAs) A 

一 

以 上 两 个 公式 就 是 题目 中 给 出 的 两 个 前 提 公式 。 由 此 可 以 推 
出 什么 结论 呢 ? 首先 我 们 把 这 两 个 公式 的 合 取 转 化 为 合 取 范 
A: 

( —pV—-q )A ( qppV-TD) A ( qpV—S) A 
(maV) A CAs) ACV) A 
(—qV—r)A(—qVs)A(—SsVrI)A (rIVs) 

现在 要 进一步 求 出 简化 的 合 取 范 式 。 

我 们 先 运用 排除 律 和 显示 律 于 合 取 范 式 的 第 5 和 第 8 合 取 项 

( 即 “( 一 Vs )A 和 (一 daVs)”)， 即 可 显示 出 第 11 个 合 取 
项 :一 qd ; 然后 运用 于 第 6 和 第 9 合 取 项 ( 即 “( 一 Vs) 人 
(一 sSVT ) ”) ， 即 可 显示 出 第 12 个 合 取 项 : s; 再 后 运用 于 
第 9 和 和 第 10 合 取 项 ( 即 “( 一 sSVI) A(ITVs)”) , 即 可 显示 出 
第 13 个 合 取 项 : n 最 后 运用 于 第 2 和 已 经 被 显示 出 来 的 第 13 合 取 
项 ( 即 《“(pV™Tr) 信 rT )”)， 即 可 显示 出 第 14 个 合 取 项 ， 
Ip。 销 去 重复 的 合 取 项 之 后 ， 我 们 得 到 以 下 AR: 
(—pV—q)A(—pV-tr) A (—pV—4s) 
Aav) A 
(—qV—s)A (<rV—s)A (AE) A CVs) A 


° 375° 


(一 sVI) A CVs) AgASAtA—p 
接着 再 运用 排除 律 和 吸收 律 于 上 述 公式 ， 把 应 排除 或 吸收 的 合 取 
项 全 部 予以 精 减 后 ， 就 可 得 到 该 公式 的 简化 的 合 取 范式 ， 

GdA 一 AIA 人 一 p 
从 这 一 范式 中 我 们 看 到 p、q 和 s 是 假 的 ， 而 只 有 r 是 真 的 ， 也 就 
是 说 ， 命 题 “C 干 了 这 件 事 ” 是 真 的 。 简 化 的 合 取 范式 是 唯一 的 
合 取 范式 ， 所 以 这 个 结论 是 可 靠 的 。 

在 用 命题 逻辑 的 基础 理论 来 处 理 现实 生活 和 生产 实践 中 的 问 
题 时 ， 其 一 般 方法 包括 如 下 几 步 : 第 一 ， 将 所 要 处 理 的 问题 改写 
成 相应 的 命题 表达 式 ， 第 二 ， 所 写 出 的 表达 式 若 值 为 1 则 保持 不 
变 ， 若 值 为 0 则 将 它 取 反 而 变 为 其 值 为 1 的 表达 式 ， 第 三 ， 若 得 到 
一 组 表达 式 ， Ti =1，T: =1，…， T,=1, 则 将 它们 进行 合 取 而 
得 到 一 个 表达 式 ， TI AT: 人 …AT。=1 第 四 , 对 Ti 人 Ts 人 人 … 
AT,= 1 进行 化 简 ， 当 然 其 值 不 确定 的 表达 式 不 参加 化 简 。 

我 们 再 举 一 例 。 

有 件 谋 杀 案 ， 经 过 公安 侦察 得 到 下 面 若 干事 实 ，(1 ) + 
或 是 甲 或 是 乙 ，( 2 ) 若 凶 手 是 甲 ， 则 谋杀 不 能 发 生 在 午 夜 前 ; 
( 3 ) 车 乙 的 供 词 是 正确 的 ， 则 谋杀 发 生 在 午夜 前 ! 〈4 ) ELH 
供 词 不 正确 ， 则 在 午夜 前 被 害 者 房 里 灯光 未 灭 ; 〈 5 ) 在 午夜 前 
被 害 者 房 里 灯 灭 了 ， 甲 无 供 词 。 试 问 ， 到底 谁 是 凶手 ? 

解 ， 先 将 上 面 各 条 转换 为 命题 表达 式 : p= 甲 是 凶手 , q= Z. 
是 凶手 ,r= 谋杀 发 生 在 午夜 前 ，s= 乙 的 供 词 是 正确 的 ，t = 午 
夜 前 被 害 者 房 里 灯光 未 灭 ，u = 甲 无 供 词 。 于 是 案件 中 调查 得 到 


的 (1 ) — (5) 条 可 转换 为 命题 表 达 式 :， (1)pVq，(2) 
p- 一 > 一 [，( 3 ) s 一 >7z，(4 ) 一 s 一 >t，(5) 一 Au。 因 表 
达 式 (1 ) 一 一 (5 ) 为 真 ， 所 以 它们 合 取 也 真 ， 即 : 


(PVq) A (p 一 > 一 ) 人 (s 一 >T ) 人 (一 s 一 >t ) A, 
(atu) =1 
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P, 


此 公式 经 过 化 简 可 得 : 

—pAqAsArAtAu=1 
由 此 式 看 出 p 假 而 9 真 ， 用 自然 语言 表达 即 ， 甲 PEKUE MLE 
凶手 。 

以 上 只 是 一 些 日 常 实 例 。 而 命题 逻辑 的 应 用 最 重要 的 是 在 电 
子 计算 机 以 及 其 他 逻辑 电路 领域 。 这 里 我 们 简单 介绍 一 下 门 电路 
问题 。 

门 电路 是 电子 计算 机 中 主要 的 单元 电路 。 机 器 中 控制 信号 的 
产生 以 及 二 进 制 运算 的 实现 都 由 它 完成 。 在 如 何 由 门 电路 组 合 起 
来 而 产生 各 种 信号 及 实现 二 进 制 运算 时 ， 命 题 演算 的 基本 公式 及 
化 简 方 法 得 到 广泛 应 用 。 我 们 来 考察 一 下 命题 演算 是 如 何 跟 门 电 
络 联 系 起 来 的 。 

电子 计算 机 的 控制 信号 是 以 高 电压 和 低 电压 来 体现 。 在 二 进 
人 制 运算 时 ， 也 是 以 高 电压 代表 “1”， 低 电压 代表 “0” 来 体现 ( 当 
然 这 里 指 的 是 正 逻辑 电路 ， 而 负 有 逻辑 电路 正 与 此 相反 ) 。 这 样 计 
算 机 中 信号 的 高 电压 与 低 电压 ， 正 好 对 应 于 命题 演算 中 命题 的 
“ 真 ? 和 “ 假 ? ( 即 “1” 和 “0” ) 。 电 子 计 算 机 中 门 电路 基本 
的 有 三 种 : 

( 1)“ 与 ” 门 电路 。 如 图 8-1 用 Y 表 示 ， 它 的 逻辑 功能 是 ， 当 
输入 A、B 都 是 高 电压 时 ， 输 出 P 才 是 高 电压 。A、B 是 其 他 情况 
时 ，P 是 低 电压 。 这 种 逻辑 功能 正好 和 命题 演算 中 合 取 一 致 ， 因 
此 可 以 用 同样 的 公式 表示 为 P= AAB. 

(2) “或 ” 门 电路 ,如 图 8-2, 用 HH 表示, 它 的 逻辑 功能 是 ， 当 
输入 A 或 B 中 有 一 个 是 高 电压 时 ， 输 出 P 就 是 高 电压 。 只 有 A 和 B 
都 是 低 电压 时 ，P 才 是 低 电压 。 这 种 远 辑 功能 正好 和 命题 演算 中 
的 析 取 一 致 ， 因 此 可 以 用 同样 的 公式 表示 为 : P= AVB。 

《 3 )“ 非 ” 门 电路 。 也 称 反 相 器 ,如 图 8-3, 用 F 表 示 ， 它 的 
逻辑 功能 是 ， 当 输入 A 是 高 电压 时 ， 输 出 P 是 低 电压 ; 当 A 是 低 
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电压 时 ， 则 P 是 高 电压 。 这 种 逻 往 功能 正好 和 命题 演算 中 的 非 运 
算 一 致 ， 因 此 可 以 用 同样 的 公式 表示 为 : P= 一 A。 


A 
图 81 图 82 图 83 


由 图 81 至 83 可 以 看 出 ， 门 电路 输入 信号 的 高 电压 和 低 电 
压 限 命题 演算 中 命题 的 真 和 假 相对 应 ， 门 电路 中 两 个 或 两 个 以 上 
信号 通过 “与 门 ”、 “或 门 ”、“ 非 门 ” 跟 命题 演算 中 两 个 或 两 
个 以 上 命题 的 “ 合 取 、“ 析 取 ”、“ 非 ”运算 相 一 致 。 用 数学 
语言 说 两 者 是 同 构 的 ， 因 此 由 门 电 路 组 成 的 各 种 复杂 电路 都 可 以 
用 命题 演算 的 公式 来 表示 。 对 复杂 电路 的 化 简 , 可 以 先 将 其 对 应 公 
式 用 命题 演算 中 的 化 简 方 法 进行 化 简 ， 再 根据 化 简 后 的 公式 画 出 
电路 图 来 ， 就 是 复杂 电路 的 化 简 图 。 和 接点 电路 一 样 ， 门 电路 也 
可 推导 出 一 系列 跟 命题 演算 中 基本 公式 和 常用 公式 相 一 致 的 公 
式 。 因 为 门 电路 跟 命题 演算 同 构 ， 所 以 化 简 由 门 电路 组 成 的 复杂 
电路 时 ， 可 以 直接 引用 命题 演算 中 的 公式 。 
例如 图 84: 
其 对 应 的 公式 为 : P= (AAB) V (一 ANA-B )V(AAB) 
我 们 对 这 一 公式 进行 化 简 : 
P= (AA—B) V (TANIB)YV (AAB) 
=( (AV—AA)A—-B)NV (AAB) 
=—BV (AAB) 
= ( 83BBVA ) A ( BVB ) 
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=AV 一 B 
跟 化 简 后 的 公式 相对 应 
的 门 电路 图 即 图 85: 图 
85 跟 图 84 是 等 效 线路 。 
在 化 简 当 中 ， 命 题 演算 
的 领先 作用 是 明显 的 。 
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第 二 节 谓词 远 辑 的 应 用 


跟 命题 逻辑 的 情况 一 样 ， 谓 词 逻 辑 也 具有 广泛 的 应 用 领域 。 
比如 对 于 下 面 这 样 的 较为 复杂 的 推理 问题 ， 就 必须 运用 谓词 逻辑 
的 工具 给 予 分 析 。 这 个 问题 是 : 前提, ( 1 ) 对 于 每 -个 x 和 y， 如 
果 x 在 7 之 前 ( xHy ) ， 那 么 并 非 y 在 x 之 前 ，( 2 ) 对 于 每 一 个 x、 
y 和 z， 如 果 X 在 y 之 前 ，y 在 z 之 前 ， 那 么 x 在 z 之 前 ! 〈3 ) 对 于 每 
一 个 x 和 y， 如 果 x 在 y 之 前 ， 那 么 x 不 等 于 y XEY); (4 ) 对 于 
每 一 个 x、7 和 z， 如 果 y 在 x 和 z 之 间 ( Exyz ) ， 那 么 或 者 x 在 7 之 
前 并 且 y 在 z 之 前 ， 或 者 z 在 了 之 前 并 且 y 在 x 之 前 ; (5 ) 对 于 每 一 
个 x 和 z， 如 果 xsz， 那 么 就 有 一 Y， 使 得 y 在 x 和 z 之 间 ; 结 论 ， 
对 于 每 一 x 和 z， 如 果 x 在 z 之 前 ， 那 么 就 有 一 个 y， 使 得 x 在 y 之 前 
并 且 y 在 z 之 前 。 

我 们 在 分 析 中 首先 把 前 提 形 式 化 即 变 成 谓词 语言 如 下 : 

(1) (x) (y) (xHy—>™yHx ) 

(2) (x) (y) (z) (x<xHyAyHz—>xHz ) 

(3) (x) (y) (xHy 一 >x 十 7 ) 

(4) (x) (y) (z) (Exyz—> ( xHyAyHz) 

V (zHyAyHx ) ) 

(5) (x) (z) (x#z— ( q; ) Exyz ) 

从 这 五 个 前 提出 发 ， 我 们 根据 谓词 演算 系统 的 规则 就 可 以 推 
证 出 结论 ( 具体 证 明 从 略 ) : 

(x) (z) (xHz—> ( d; ) ( xHyAyHz ) ) 

不 难看 出 ， 用 谓词 符号 表示 语句 ， 用 谓词 演算 中 的 推理 规则 
及 定理 处 理科 学 及 现实 生活 中 的 一 些 逻 辑 关 系 问题 ， 这 是 谓词 逻 
辑 应 用 的 主要 方面 。 我 们 再 举 两 个 例子 。 

。 例 1. 求 证 “如 果 青 一 个 儿子 ， 那 么 就 有 一 个 父亲 ”这 一 推理 
-Zg 


在 逻辑 上 正确 。 ñ 
WA: 引入 谓词 符号 F(Cx) 表 示 “x 是 刀子 ” , G(y) 表示 “y 
是 父亲 ”， 则 例子 中 的 陈述 表示 为 : 
(g.)F(,)— (I) GY) oo (1) 
但 是 这 个 公式 并 没有 体现 出 作 儿 子 和 作 父 亲 的 条 件 ， 所 以 无 法 判 
断 其 真 假 。 为 此 必须 对 公式 中 出 现 的 谓词 加 以 分 析 变 换 。 因 为 
“儿子 ”这 一 概念 包含 “是 男性 ”、“ 有 双亲 ”; “父亲 ”这 一 
概念 包含 “有事 子 ”、“ 有 孩子 ”。 于 是 谓词 符号 可 以 进一步 变 
换 。H(X) 表 示 “X 是 男性 ”，K ( y, z, X) 表示 “y、z 是 x 的 双 
亲 ” 即 y 是 x 的 父亲 ，z 是 x 的 母亲 。 于 是 ， 
F (x) RETRE: H(x)A (Hy) (A) 
K (Y. ZX). 
G(y ) 就 等 于 表达 式 ， (u,) ( S. YE, Ev ays 
将 F(x) 和 G(x ) 的 新 表达 式 代 入 ( 1 ) 式 就 得 到 : 
(Hx) (H(xX)AN\(H) (H) Kinan ) — 
(Her) (S) (H. )K(Yy, Z, X )*=*+>+ee (2) 
因此 ， 如 果 要 证 明 公式 ( 1 ) 永 真 就 可 转换 为 证 明 公 式 (2 ) 
永 真 。 下 面 证 明 公式 ( 2 ) kH: 
根据 “存在 ”对 “ 合 取 ” 的 分 配 规则 ， 有 : 
Ca) (H Aar) T) Kn o o ) 一 > 
CDH) ACI) (dr) (3z) 政 yzx) 
根据 p 八 gq 一 >q， 有 : 
(CIx)H(X) A (Caz) (a7) (qg) K (y, Z, 
xX)—>(9:) (dr) (g: )K(y, z, X) 
根据 传递 规则 ， 有 : 
(Bx) (H(x)A(qdy) (qz )K(y, z, X) ) 一 > 
; (FX) (Cay) CHz)K(y, 2, X) 
根据 存在 交换 定理 ， 有 ， 
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(Hdx) (了 OCX)A(3y) (gz )K(y, z, X) ) -一 > 
(Hy) (Hz) (qx )K(y, z, Xx) 
最 后 一 式 就 是 前 述 ( 2 ) 式 被 证 明 的 结果 ， 它 是 个 永 真 公式 ， 所 
以 我 们 肯定 ，“ 如 果 有 一 个 儿子 ， 那 么 就 有 一 个 父亲 ”在 逻辑 上 
是 正确 的 。 
例 ?. 求 证 在 区 间 上 一 致 连续 的 函数 f( x ) 必 REE 续 的 ， 
其 逆 命 题 不 一 定 正确 。 
证 明 ， 把 一 致 连续 的 定义 用 符号 表述 如 下 : 
(z)(<(0，z) 一 >(Sy) (x, ) ( x, ) 
(<(0,y)A<(I|Ix,-x,|, y) 一 > 
<([|f(x,)-f(x,)|, z) ) ) 
WARRE: 对 于 每 个 大 于 0 的 z， 都 存在 一 大 于 0 的 y， 使 得 对 于 
ÈX Xa |x, -xs| 小 于 y 时 必 有 |f ( x; ) -人 (xs ) | 小 于 
z。 其 中 Xx,、Xs 以 f( x) 定义 区 间 为 客体 域 、 而 z、y 则 以 实数 为 
客体 域 。 将 此 公式 换 为 下 式 并 不 改变 它 所 表达 的 含义 ， 
(z) (dy) (x)(x)(<(0z) 一 >(<(0，y) 
A< (|x, -x,|, y)— <(|f(x, ) 
—f(x,)|; Z) ) ere ( 1) 
PAREX) 连续 的 定义 用 符号 表述 如 下 : 
(x,) (z) (<(0, z)— (dy) (x,) (<0, y) 
A< (lx -xl y) —<(|t(x, ) 
-f(x,)|,z))) 
此 公式 读 作 。 对 于 任意 的 x,， 对 于 每 个 大 于 0 的 z,， 都 fr 在 一 大 
于 0 的 y， 使 得 对 于 任意 x:， 当 |xi 一 xz:| 小 于 y 时 ， 必 有 1f (xi ) 
~E (x, ) | 小 于 z。 将 此 公式 换 为 下 式 并 不 改变 它 所 表达 的 含 
K: 
(x,) (z) (gy) (x, )(<X(0, z)—> (<(0, y) 
A<( |x, -—x,|, y) —< (|f (x) 
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-f(x,)|, Z) ) ) >> ee (2) 

从 (1)、 (2 ) 两 区 中 看 到， ee 
位 置 不 同 。 我 们 知道 ,由 (9y)(x)A(x,y) 真 可 推出 
(x) (3y)A(x，y) 真 ， 但 反 过 来 不 一 定 成 立 。 据 此 可 得 ， 
车 (1 ) 正 确 可 推出 ( 2 ) 正确 , 但 (2 ) 正确 (1 ) 不 一 定 正确 。 
这 就 证 明了 本 题 扔 陈述 。 本 题 也 说 明了 函数 的 一 致 连续 与 连续 概 
念 的 联系 与 区 别 。 
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逻辑 代数 在 电路 理论 中 具有 广泛 的 用 途 ， 这 一 点 ， 它 和 命题 
逻辑 是 一 致 的 。 此 外 ， 逻 辑 代 数 在 思维 领域 中 、 在 概率 沦 中 都 有 
较 广 泛 的 用 途 。 下 面具 体 介绍 。 


一 ”用 于 分 析 远 辑 问 题 

逻辑 问题 也 称 为 智慧 问题 或 推理 问题 ， 它 们 来 自 不 同 的 领 
域 ， 分 析 起 来 一 般 都 比较 麻烦 。 下 面 只 举 个 例子 ， 从 中 可 以 看 出 
分 析 逻 辑 问题 的 途径 。 

例 : 某 工厂 有 一 部 由 3 台 机 器 A、B、C 组 成 的 联动 机 。 这 部 
联动 机 开动 的 条 件 是 : 〈 1 ) 当 机 器 A 运转 时 ， 机 器 B 也 总 是 运转 
的 ; (2) 当 机 器 B 运 转 时 ， 机 器 C 也 总 是 运转 的 。 根 据 k 全 条 
件 的 要 求 ,必须 在 机 器 A 停车 的 情况 下 ， 机 器 C 也 不 运转 。 那 么 
怎样 才能 满足 这 个 要 求 呢 ? 

I: 设 A 表 示 机 器 A 在 运转 ，B 表 示 机 器 B 在 运转 ，C 表 示 机 
器 C 在 运转 。 这 样 ， 题 目 给 定 的 条 件 即 为 ， 

(1)A=AB， 

(2)B=BC。 对 和 A 来 说 ， 

A= ABCUABCU ABCUAB C 
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条 件 (2) 排 除了 其 中 第 二 组 结合 (ABC ) 。 然 而 ,根据 联动 

机 使 用 的 安全 条 件 的 要 求 ( 在 机 器 A 停 车 的 梢 况 下 ， 机 器 C 也 不 
运转 ) ， 可 以 得 出 ，AC = 0。 按 此 ， 上 述 等 式 中 第 一 组 和 第 三 组 . 
结合 也 不 成 立 ， 剩 下 的 仅 为 

A=ABC 
即 当 机 器 A 不 运转 时 ， 其 他 两 台 机 器 也 不 运转 。 由 此 可 见 , 不 f 
在 A 不 运转 而 B 运 转 的 情况 , 故 AB=0， 亦 即 : 

B= AB 
这 是 因为 ， 既 然 当 机 器 A 停车 时 机 器 B 必 不 运转 ， 那 就 是 说 当 机 
器 B 运 转 时 A、B 两 台 机 器 必然 同时 在 运转 ， 这 就 是 同 (1)、( 2 ) 
一 起 决定 三 台 机 器 协同 运转 的 第 三 个 条 件 。 


二 “用 于 有 效 推理 及 其 证 明 

推理 是 一 种 思维 形式 ， 它 是 由 一 些 判断 过 渡 到 新 的 判断 的 一 
种 思维 过 程 。 正 确 的 推理 过 程 一 般 都 是 按照 一 定 的 “格式 ”进行 
的 ， 这 种 推理 “格式 ”就 称 为 有 效 推理 。 精 确 地 说 ， 设 前 提 为 
Pi、P:、…、P。， 结 论 为 R， 则 由 P;、P:、…、P。 到 R 的 推理 称 
为 有 效 的 ， 当 且 仅 当 各 前 提 的 合 取 P:、P:…P。. 蕴 涵 结 论 了 R， 
P, PeP, =R, 

一 个 推理 是 有 效 的 ， 当 且 仅 当 ( PP:…P. 一 >R ) =1。 就 
是 说 ， 任 一 永 真 公 式 可 以 确定 一 个 有 效 推理 。 

要 判断 一 推理 是 否 有 效 ， 除了 利用 真 值 表 及 算 律 检验 外 ， 还 
可 以 利用 逻辑 代数 的 基本 公式 和 常用 的 有 效 推理 检验 ， 看 看 结论 
能 否 包 含 在 它们 所 组 成 的 一 个 “推理 链 ” 中 ， 如 果 能 ， 则 推理 是 
有 效 的 ; 反之， 如 果 要 证 明 某 一 推理 是 无 效 的 ， 则 须 选 出 一 组 真 
值 ， 它 能 使 各 前 提 为 真 而 结论 为 例 。 下 面 举 两 个 例子 。 

例 1. 证 明 推理 ( P 一 >Q ) 。(R 一 >Q ) 一 > (P 一 >R ) 
是 有 效 的 。 
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证 ，… ( R 一 >Q ) 一 > (Q— R) GAREM) 
= (Q—R) (对 合 律 及 代入 原 
则 ) 
“(PP—>Q). (R—Q) (P—>Q) 
。(Q 一 >R ) (代入 原则 ) 
一 > (了 一 >R ) (三 段 论 法 则 ) 
“ 原 推理 是 有 效 的 。 ( 证 毕 ) 
例 2. 证 明 以 下 推理 是 无 效 的 : 
(1) (P 一 >Q) + P=>Q; 
(2) (P—Q) . Q—>P。 
证 ，(1) 取 P=0, Q=1, W| P—>Q=1, p=1, 但 结论 
已 = 0， 故 原 推理 是 无 效 的 。 
(2 ) 取 P=0，Q=1， 则 P 一 >Q=1，Q=1， 但 结论 P= 0， 


` 歼 原 推理 是 无 效 的 。( 证 毕 ) 


第 三 节 ”对 传统 形式 逻辑 的 研究 


用 现代 逻辑 方法 重新 研究 传统 形式 逻辑 ， 这 是 当前 国内 外 学 
术 界 特别 重视 的 课题 ， 它 不 仅 显示 了 现代 逻辑 应 用 的 广泛 性 ， 重 
且 也 表现 了 传统 形式 逻辑 疡 新 的 生命 力 。 这 方面 的 研究 成 果 fB 
多 ， 下 面 我 们 只 重点 介绍 一 部 分 。 


一 关于 A，E，1，0 的 再 构造 

A、E、I、0O 是 传统 形式 逻辑 着 重 研 究 的 命题 ， 现 代 逻 辑 对 
旗 们 所 进行 的 形式 化 构造 是 : 

A 即 SAP; (x) (S. — P.,. ) 

EBSEP: (x) (S,,—> P  ) 

IBISIP, (Hz) (So AP. ) 
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O 即 SOP， (gx) (S. 人 一 Po ) 

我 们 还 可 以 对 A、E、I、O 的 对 当 关 系 作 进 一 步 考虑 ， 因 为 
它们 所 代表 的 主 谓 项 意义 相同 的 命题 间 的 对 当 关 系 是 命题 的 真 假 
关系 ， 而 命题 逻辑 方法 表示 的 逻辑 关系 ， 从 语义 上 说 就 是 以 命题 
真 值 联结 词 所 代表 的 命题 真 值 形式 间 的 真 假 关 系 ， 因 此 ， 用 命题 
逻辑 的 方法 解释 对 当 关 系 ， 这 是 完全 可 行 的 。 

(FARRA 

1. 一 (AAO ) 人 一 (一 AA 人 一 0 ) 
2. (EM) 人 一 ( 一 EA 人 一 I) 
(二 ) 等 值 关 系 
1. A<>™0 
2, Ee 
3. l<>—E 
4. O&A 
(三 ) 下 反对 关系 
IVO 
〈 耻 ) 反对 关系 
门 (AAE ) ` 
(五 ) RAXA 
` 1, A—>I 
2, E—>0 , 
以 上 关系 的 表达 式 不 但 可 以 用 真 值 联结 词 表现 ， 而 且 还 可 以 
用 命题 演算 的 方法 证 明 其 有 效 性 。 我 们 首先 规定 ， WA, E. I, 
O 的 主 项 都 是 有 限 集合 , 即 S= {S,, S3, 0, S1}, i=1, 2,=*, 
n 而 谓 项 为 P; 于 是 所 有 命题 元 素 的 基本 结构 是 【Si 一 P] 即 以 Si 
为 主 项 ，P 为 谓 项 的 命题 。 这 样 ， 全 称 命题 看 作 有 穷 元 38 Si 一 P 
的 合 取 ， 特 称 命题 看 作 有 穷 元 素 S; 一 P 的 析 取 ， 即 : 
A=(S 一 P) 人 人 (S: 一 P) 人 人 …AN(S. 一 P) ` 
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E= (—S,—P ) 人 (一 S: 一 P) 入 … 人 (一 S. 一 P ) 
I= (S,—P ) V (S,—P) VeV (S,—P ) 
O= ( —S,—P ) V ( —S,—P ) V…V ( —S,—P ) 
利用 以 上 规定 我 们 可 以 对 前 述 所 有 表达 式 进 行 证 明 。 下 面 只 
举例 证 明 下 反对 关系 和 反对 关系 
RE: TIVO 成 立 。 
WE: Ç I= (S,—P) V (S,—P ) VeV (S,—P ) 
O= ( —S,—P ) V (mS, —P) VeV S, —P ) 
^ IVO=((S,—P ) V (S.—P ) VeV (S, —P))V 
(C—S,—P ) V (S, —P)V V (S, —P)) 
=((S,—P ) V ( HTS,—P))V ((S,—P ) V 
( —ÁS,—P))V 
ee ((S,—P ) V ( —S,—P)) 
最 后 的 析 取 式 明 显 是 重 言 式 。 
+ IVO 成 立 。 (HER) 
求证 : (AAE) 成 立 。 
W: %— —CAAE)=—AV—E 
=OVI 
=IVO 
vo IVORY, 
A TAANE) 成 立 。 (HEB) 


二 关于 直言 三 段 论 的 再 构造 

在 传统 形式 逻辑 中 ， 直 言 三 段 论 居 于 重要 位 置 。 早 在 亚 里 土 
多 德 时 期 ， 直 言 三 段 论 已 经 初 具 公 理 系统 。 但 是 严格 公理 系统 的 
建立 却 是 由 现代 学 者 完成 的 。 比 如 波兰 逻辑 学 家 卢 卡 西 维 蒋 首先 
将 直言 三 段 论 构造 了 一 个 严格 的 公理 系 统 CS。 国 外 许多 学 者 纷 
纷 仿效 卢 氏 的 方法 ， 从 不 同 角度 对 直言 三 段 论 作 了 探讨 和 处 理 ， 
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比如 新 西关 逻辑 学 家 休 斯 等 构造 了 系统 AS。 我 们 在 此 只 介绍 卢 氏 
的 系统 CS。 
. (一 ) 系统 的 初始 规定 
1. 语 形 部 分 
初始 符号 ，( 1)a, b, m; (2)A, I; (3 ) 一 ,人 ,一 >。 
形成 规则 : 
(1 ) 若 n,，ns 是 初始 符号 ( 1) 中 的 符号 ， 互 是 初 始 符号 
(2 ) 中 的 符号 ， 则 ni Hn, EAR: 
(2 ) 若 K 和 工 是 公式 ， 则 一 K，(K 人 LL ) 和 (一 > 工 ) EA 
式 。 
变形 规则 ， 
《1 ) 代入 规则 ( Ri ) ;公式 中 的 a，b，m 可 用 a, b, mh 
任 一 个 代 换 ， 代 换 要 完全 并 且 同 一 ; 
(2 ) 分 离 规则 ( R。) ， 从 公式 K 和 K 一 >L 可 推出 L; 
(3) 重 言 式 引 入 规则 ( R, ); 在 一 个 证 明 中 可 引入 任何 CS 
直言 式 代 换 。 
公理 : (1)Si: aAa; (2)S,: ala; (3)S,: mA? 
AbAm—>bAa; (4)S,: mAaAmlb—-.bla, 
定义 : (1)D,;: bEa=—bla; (2 )D,; b0a=—bAa, 
2. 语义 部 分 
初始 符号 中 a，b，m 可 解释 为 三 段 论 的 大 项 、 小 项 和 中 项 。 
A, 工分 别 解 释 为 “所 有 … 是 …”，“ 有 的 … 是 …”。 一 ， 八 ， 
一 > 是 真 值 联结 词 。 
形成 规则 和 变形 规则 中 的 K, L 是 语 形 符号 ， 可 代表 任何 命 
题 形式 。 
公理 中 的 S, 即 “所 有 a 是 a”，S, 即 -* 有 的 a 是 a”， 这 都 作 
为 不 证 自明 的 真 命题 。Ss 是 第 一 格 AAA 式 , S, 是 第 三 格 AN. 
式 。 
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定义 表现 了 逻辑 方 阵 中 的 也 盾 关系 。 
(二 ) 系统 的 定理 证 明 
和 其 他 公理 系统 类 似 ,CS 的 每 个 证 明 也 是 一 串 公 式 的 系列 ， 
其 中 每 一 公式 或 是 公理 ， 或 是 重 言 式 ， 或 是 根据 变形 规则 和 定义 
从 系列 中 在 先 的 公式 而 导出 的 公式 ， 每 一 证 明 的 最 后 一 行 公式 是 
定理 。 下 面 是 对 定理 证 明 的 举例 。 
Æ], mEa 人 blIm 一 >bOa 
ÌE: (1)mAa 八 mlb 一 >bla (S 5 
(2) (pAq—r)—' (—rAq—-— p) (T) 
(3) (mAa 人 mIb 一 >bIa ) 一 > ; 
( —blaAmIlb—>—mAa) (R, ) 


( 4) 一 bIa 人 mIb 一 > 一 mAa CE 
(5 ) bEa 人 mIb 一 >mOa (Dir Dav Rs} 
(6)mEaN\bIm—>bOa (R,) 


在 此 证 明 中 的 〈(T ) 是 命题 演算 中 的 定理 。 在 CS 系统 中 可 以 
证 明 一 部 分 直言 命题 变形 法 和 所 有 直言 三 段 论 的 有 效 式 都 是 定 
理 。 例如 ， 

定理 2，bEa 一 > 一 bIa 

定理 3: 一 bIa 一 >bEa 

定理 4，bOa 一 > 一 bAa 

定理 5: 一 bAa 一 >bOa 

定理 6: bAa—bla 

定理 7: bla—>alb 

定理 8: mAa 八 bIm 一 >blIa (第 一 格 AII ) 

定理 9: mAa 八 bBAm 一 >blIa (第 一 格 AAI ) 

定理 10:mEa 人 bAm 一 >bEa (第 一 格 EAE ) 

CS 系统 把 由 全 称 命题 推出 特 称 命题 的 推理 形式 也 作为 定理 ， 
这 跟 传 统 形式 逻辑 不 存在 主 项 是 否 存在 的 问题 相 一 致 。CS R 统 . 
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的 构造 很 有 意义 ， 它 使 我 们 看 到 了 传统 形式 逻辑 中 所 隐 含 的 古典 
公理 化 的 原型 。 


第 四 节 ”应 用 二 其 它 学 科 


现代 逻辑 不 仅 在 电子 计算 机 、 新 兴 科学 学 科 和 生产 技术 、 
机 器 翻译 等 领域 具有 广泛 的 用 途 ， 而 且 在 哲学 、 语 言 学 、 古 典 文 
献 研 究 等 领域 也 具有 广泛 的 实用 价值 。 

我 们 知道 ， 入 工 智能 的 研究 就 是 要 将 人 脑 的 逻辑 思维 进一步 
模拟 和 延 仲 。 系 统 工程 、 管 理科 学 的 研究 则 着 重建 立 和 运用 经 济 
数学 模型 的 理论 和 方法 ， 分 析 整 个 国民 经 济 和 单个 经 济 单位 以 及 
单个 城市 经 济 现象 等 等 ， 从 整体 上 提高 了 全 面 经 济 分 析 的 水 平 。 
这 些 研究 要 采用 数学 方法 的 理论 和 方法 论 ， 这 与 电子 计算 机 的 广 
证 应 用 是 分 不 开 的 。 而 计算 机 的 分 析 、 综 合 和 逻辑 设计 的 理论 是 
建立 在 现代 逻辑 理论 基础 之 上 的 。 它 的 线路 设计 、 信 号 转换 及 程 
序 设 计 等 ， 只 有 利用 现代 逻辑 的 成 果 和 方法 才 有 可 能 。 至 于 在 生 
产 技术 方面 ， 现 在 的 各 种 自动 控制 、 遥 控 装 置 等 等 ， 都 大 量 地 应 
用 现代 逻辑 知识 。 在 机 器 翻译 方面 ， 用 电子 计算 机 把 一 种 语言 
译 为 另 一 种 语言 ， 是 靠 一 系列 的 逻辑 推理 来 完成 的 。 人 们 把 原文 
中 词 的 语法 信息 如 词类 、 形 态 特征 ,语义 特征 、 句 法 特征 等 存 人 机 
器 翻译 的 词典 中 ， 电 子 计算 机 在 翻译 时 首先 查 词典 ， 查 出 有 关 词 
的 上 述 信息 ， 并 以 这 些 信息 作 为 原始 信息 来 进行 一 系列 的 逻辑 推 
理 ， 得 出 结论 ， 如 此 一 环 扣 一 环 地 进行 推理 ， 最 后 得 到 译文 H 
出 。 可 以 说 ， 机 器 翻译 过 程 实质 上 是 一 个 逻辑 推理 过 程 ， 而 机 器 
翻译 的 研究 必然 要 跟 现 代 逻 辑 发 生 密 切 牧 系 。 

现代 逻辑 在 哲学 研究 中 的 作用 越 来 越 明 显 。 作 为 哲学 研究 对 
象 的 任何 一 种 物质 形态 及 其 运动 形态 都 具有 空间 形式 和 数 量 关 
系 ， 这 就 是 哲学 和 数学 的 内 在 联系 。 现 代 哲 学 在 发 展 进程 中 ， 更 
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加 强 了 同 数学 的 联系 ， 而 现代 逻辑 就 反映 了 这 种 联系 。 数 学 方法 
应 用 于 哲学 领域 ， 也 就 是 借助 数学 方法 确切 地 刻 划 出 事物 的 变化 
状态 ， 从 已 知 量 推出 未 知 量 。 而 任何 客观 事物 的 变化 都 不 能 离开 
量变 的 阶段 ， 量 变 贯 彻 于 一 切 科 学 领域 之 中 ， 哲 学 也 不 例外 。 这 
就 在 客观 上 提供 了 数学 向 哲学 渗透 的 可 能 性 和 必然 性 。 比 如 著名 
逻辑 学 家 哥 德 尔 证 明 的 不 完全 性 定理 ( 即 一 个 系统 中 的 真 命题 是 
不 可 能 都 在 该 系统 中 得 到 证 明 ) 在 哲学 认识 论 上 就 有 重要 意义 ， 
它 说 明了 辩证 思维 方法 对 于 全 面 地 完整 地 认识 事物 本 质 的 必要 
性 。 现 代 西 方 某 些 学 派 的 哲学 家 ， 特 别 是 逻辑 实证 主义 者 大 量 地 
引用 现代 逻辑 概念 、 符 号 和 某 些 方法 构造 他 们 的 哲学 体系 。 虽 然 
他 们 的 观点 有 许多 错误 ， 但 是 他 们 也 作 了 不 少 有 科学 总 X 的 WF 
究 ， 并 取得 一 些 技术 性 成 果 。 

现代 逻辑 和 语言 学 研究 关系 密切 。 现 代 罗 辑 要 研究 语言 形式 
就 必须 把 自然 语言 符号 化 ， 从 而 为 建立 计算 机 用 的 语言 提供 了 基 
础 。 特 别 是 近 二 十 年 来 ， 电 子 计算 机 的 信息 处 理 使 人 们 对 传统 的 
语言 学 概念 进行 了 严格 的 逻辑 分 析 和 演算 ， 提 出 了 精确 的 语言 模 
型 ， 即 把 语言 学 改造 成 为 现代 科学 的 演绎 系统 。 现 代 逻 辑 的 逻辑 
演算 中 的 公式 是 自然 语言 的 模型 ， 而 且 是 简化 了 的 模型 。 这 些 公 
式 是 按照 一 定 的 规则 构造 成 的 ， 这 种 构造 公式 的 规则 在 现代 逻辑 
中 称 为 形成 规则 。 形 成 规则 就 是 自然 语言 的 语法 模型 。 在 逻辑 演 
算 中 ， 由 一 些 已 知 公式 按照 一 定 的 规则 能 推 得 另 一 些 公式 ， 这 种 
规则 称 为 变形 规则 。 变 形 规则 就 是 在 自然 语言 基础 上 进行 逻辑 思 
维 的 逻辑 规律 的 模型 。 可 见 现代 逻辑 所 研究 的 逻辑 演算 是 自然 语 
言 的 模型 ， 逻 辑 演算 的 规律 是 自然 语言 的 这 辑 规律 的 抽象 。 

现代 逻辑 在 古典 文献 研究 、 特 别 是 逻辑 史 研究 中 也 有 很 强 的 
作用 。 现 代 中 外 学 者 无 论 在 研究 希腊 古 典 逻辑 ， 还 是 在 研究 印度 
因明 学 及 中 国 古 代 名 学 方面 ， 都 在 努力 运用 现代 逻辑 工具 ， 因 而 
取得 不 小 成 果 。 比 如 我 国 逻 辑 学 家 莫 绍 把 先生 在 对 《 黑子 "小 取 
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篇 ， 的 研究 中 ,就 曾 “ 注 重 运用 数理 逻辑 的 观点 来 分 析 并 整理 它 的 
基本 概念 及 其 逻辑 体系 ? QO, < 小 取 篇 ， 是 墨家 逻辑 学 说 的 代表 
之 作 。 莫 先生 从 现代 罗 辑 角度 详细 分 析 了 读 篇 的 逻辑 体系 ， 比 如 
分 析 第 三 大 段 时 指出 这 是 “ 雇 误 论 ?。 这 一 大 段 有 六 个 小 段 ， 第 
一 小 段 说 在 推理 过 程 中 可 以 出 现 一 个 正常 现象 “是 而 然 ”， 以 及 
四 个 不 正常 现象 “是 而 不 然 ”、“ 不 是 而 然 ”( 原文 缺 ) 、“ 一 
局 而 一 不 周 ?( “ 周 ” 原 文 作 “ 害 ” ) 、“ 一 是 而 一 不 是 ”， 这 
四 种 不 正常 现象 必须 注意 区 别 ， 否 则 便 会 得 出 错误 的 结论 。 从 第 
二 小 段 到 第 六 小 段 便 分 别 介绍 这 五 种 现象 。 
所 谓 “ 是 而 然 ”， 可 用 下 列 公式 代表 : 
A=B 同时 又 有 CA =CB 
这 是 正常 现象 ( 人 们 期 待 出 现 的 现象 ) 。 
所 谓 “ 是 而 不 然 ”， 可 用 下 列 公式 代表 
A=B 但 CA 士 CB 
所 谓 “不 是 而 然 ”， 可 用 下 列 公 式 代表 ， 
A-FB 但 CA =CB 
”所 谓 “一 局 而 一 不 周 ”， 可 用 下 式 代表 ， 
AB 一 语 ， 有 了 时 和 遍及 B 各 分 子 ， 有 了 时 则 否 。 这 EERE 
辑 上 的 周延 性 问题 。 i 
所 谓 “一 是 而 一 不 是 ”， 可 用 下 列 公式 代表 : 
f(A)=g(A), 但 f(B) 二 gC(B) 
这 里 ，f(x) 及 g(x) 表 示 含 有 x 的 一 些 词句 ， 意 思 是 说 ， 经 常 有 两 
旬 话 f(x) 和 g(x)， 当 用 A 代入 时 , 两 句 意义 相同 , 当 用 B 代 入 时 ， 
两 句 意义 便 不 同 了 ， 我 们 必须 注意 ， 决 不 能 疏忽 。 
莫 先生 指出 ，“* 小 取 篇 ， 所 列举 的 五 个 现象 ， 不 论 正常 的 或 
不 正常 的 ， 都 是 从 简单 的 组 合 现象 而 来 的 ， 并 未 牵涉 到 其 他 的 繁 
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复 过 程 。 这 表明 “ 小 取 篇 ， 的 作者 已 经 能 够 把 日 常 的 各 种 过 程 分 
解 成 为 一 些 极 简单 的 组 合 过 程 了 。* 小 取 篇 > 作者 认为 只 要 把 这 
些 极 简单 的 组 合 过 程 的 正常 的 和 不 正常 的 现象 注意 到 了 ， 问 题 也 
就 容易 解决 了 ， 错 误 也 容易 避免 了 。 

莫 先 生 的 如 上 分 析 为 我 们 运用 现代 逻辑 工具 研究 古典 文献 作 
出 了 楷模 。 
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第 九 章 ”数学 中 的 逻辑 问题 


人 们 对 逻辑 的 了 解 ， 大 多 通过 传统 形式 罗盘 读物 或 中 学 语文 
染 本 。 其 实 从 科目 前 的 联系 来 看 ， 跟 逻辑 学 关系 最 密切 的 科目 并 
不 是 语文 ， 而 是 数学 。 


第 一 节 数学 与 逻辑 


一 ”不同 的 领域 
数学 和 人 逻辑 学 研究 的 领域 是 不 完全 相同 的 。 我 们 先 看 这 样 两 
个 例子 : 
例 1.“2+3=5” 的 算式 是 对 的 。 
“2x3=5?” 的 算式 是 错 的 。 
例 2. “如果 2x3=5， 则 2+3=5” 的 命题 是 对 的 。 
“如 果 2+3=5， 则 2x3=5” 的 命题 是 错 的 。 
我 们 知道 ,“2”、“3”、“52 等 数字 都 是 对 现实 世界 中 各 种 
具体 数量 的 抽象 ， 例 1 就 是 直接 表明 了 这 样 一 种 Bc 量 关 系 : 当 
“2» 与 “3” 是 相 加 关系 的 时 候 ， 它 们 与 “5” 是 等 于 关系 ; 当 
«2» 与 “3” 是 相 乘 关系 的 上 时候， 它们 与 “5” 不 是 等 于 关系 。 
数学 就 是 这 样 抽象 地 研究 各 种 数量 关系 的 。 因 此 例 (1 ) 是 数学 
问题 。 
倪 2 似乎 也 是 在 讲 数学 问题 ， 其 实 并 不 完全 如 此 。 它 只 是 通 
过 数学 问题 来 阐明 “如 果 … 则 …? 这 种 假 言 命题 的 特点 。 在 假 言 
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命题 中 ， 紧 跟 “ 如 果 ” 之 后 的 部 分 称 作 “前 件 ”， 紧 跟 “ 则 ”之 
后 的 部 分 称 作 “ 后 件 ”。 假 言 命题 的 特点 有 : 前 件 假 而 后 件 真 ， 
则 整个 假 寺 命题 是 真 的 。 因 此 我 们 要 是 不 用 “2x3=5” 和 “2+ 
3=5» 的 数学 例子 ， 而 是 用 其 他 例子 也 可 以 ， 比 如 说 : 

“如 果 你 能 吞 下 一 座 山 ， 则 太阳 从 东方 逢 起 ”的 命题 是 对 
的 。 
因为 尽管 事实 上 你 决 不 能 吞 下 一 座 山 去 ， 但 是 也 决 不 可 否认 太阳 
从 东方 升 起 的 事实 。 假 言 命题 的 特点 还 有 : 前 件 真 而 后 件 假 ， 则 
整个 假 言 命题 是 假 的 。 因 此 我 们 也 可 以 说 ， 

“如 果 太 阳 从 东方 升 起 ， 则 你 能 吞 下 一 座 山 ”的 命 题 是 错 
的 。 
因为 完全 可 以 肯定 太阳 从 东方 升 起 的 查实 ， 但 是 决 不 可 以 肯定 你 
能 吞 下 一 座 山 去 。 这 种 假 言 命题 和 “如 果 2 + 3= 5， 则 2 x 3= 5” 
的 命题 一 样 都 是 荒 雇 的 。 我 们 知道 ， 概 念 、 命 题 和 推理 都 是 人 类 
的 思维 形式 ， 逻 辑 学 就 是 研究 思维 形式 的 科学 ， 例 2 是 讲 命题 形 . 
式 ， 因 此 它 属于 逻辑 学 问题 。 

我 们 再 从 一 般 理论 上 谈 谈 数学 和 逻辑 学 的 不 同 领域 。 

( 一 ) 数学 研究 的 领域 是 现实 世界 的 数量 关系 和 空间 形式 。 
数学 大 致 可 以 分 成 两 类 :一 类 是 研究 现实 世界 的 数量 关系 的 ， 一 
类 是 研究 空间 形式 的 。 比 如 算术 、 代 数 是 研究 数量 关系 的 ， 几 何 
是 研究 空间 形式 的 ， 三 角 是 两 类 情况 都 研究 。 整 个 数学 ， 包 括 禄 
等 数学 和 高 等 数学 都 是 以 数 和 形 作为 研究 对 象 的 。 

( = ) 逻 畔 学 研究 的 领域 却 是 人 类 主观 世界 的 思维 形式 及 其 
规律 ， 以 及 人 们 认识 现实 世界 的 简单 的 远 辑 方法 。 在 现 代 汉语 
H, BE Jë £. ln: 

1.“ 研 究 中国 革 命 的 逻辑 ”这 里 的 “逻辑 ”一 词 是 指 客 观 事 
物 发 展 变化 的 规律 。 

2.“ 揭 露 帝国 主义 的 强盗 逻辑 ”。 这 里 的 “逻辑 ”一 词 是 指 
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某 种 特殊 的 理论 、 观 点 或 看 问题 的 方法 。 

3.“ 研 究 解 题 的 膛 辑 思路 ”。 这 里 的 “逻辑 ”一 词 是 指 人 位 
思维 的 规律 、 规 则 和 步骤 。 

4.“ 人 们 要 学 习 逻 辑 知识 "这 里 的 “逻辑 ”一 词 是 指 一 门 学 
间 ， 即 逻辑 学 。 

我 们 在 本 书 所 涉及 的 逻辑 内 容 ， 主 要 是 第 3、4 两 种 情况 。 

逻辑 学 并 不 是 研究 思维 的 一 切 方 面 ， 只 是 研究 思维 的 形式 和 
规律 ， 为 人 们 提供 认识 和 论证 的 工具 。 比 如 “所 有 s 都 是 p”， 其 
中 s 和 P 叫 做 逻辑 变 项 。 与 此 相反 ，“ 所 有 ”和 “都 是 ”在 同类 型 
的 判断 中 ， 其 含义 是 不 变 的， 因此 ， 我 们 把 “所 有 ”和 “都 是 ” 
叫做 罗 辑 常 项 。 任 何 思维 形式 都 包含 有 逻辑 变 项 和 逻辑 常 项 。 

我 们 只 有 明确 了 逻辑 学 所 研究 的 领域 和 数学 所 研究 的 领域 的 
不 同 点， 才能 加 强 在 数学 学 习 中 对 于 思维 形式 的 抽象 和 总 结 能 
力 。 


二 ”相似 的 特点 
数学 和 逻辑 学 在 方法 和 形式 上 有 着 许多 相似 点 ， 这 些 相似 点 
也 反映 了 这 两 门 学 科 的 内 在 联系 。 我 们 还 是 从 具体 的 实例 讲 起 。 
比如 数学 证 明 题 ， 都 是 给 出 某 些 已 知 条 件 ， 求 证 某 一 命题 ， 
而 且 从 直观 上 看 ， 大 多 数 证 明 题 所 给 的 已 知 条 件 并 不 能 直接 证 出 
需 证 的 命题 ， 时 常 还 要 使 用 已 学 过 的 某 些 定义 、 公 理 和 定理 ， 再 
加 上 该 题 的 已 知 条 件 ， 先 进行 “ 架 桥 ” 的 工作 ， 即 通过 一 步 或 几 
步 推 证 出 可 以 直接 证 得 需 证 命题 的 条 件 。 这 种 最 一 般 的 几何 证 明 
络 线 ， 实 际 是 这 样 的 : 
已 知 : 条 件 A 和 已 学 某 些 定义 ,公理 及 定理 M( 这 里 的 
“和 ”我 们 可 以 采用 人 逻辑 符号 “ 八 ”来 表示 ， 即 已 知 :A 八 M)。 
求证 ， 命 题 B。 
证 明 : 主要 是 两 大 部 分 ， 
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(一 ) 从 AN 人 AM 可 以 推 证 出 条 件 W ( 这 双 可 能 是 一 步 或 几 步 
推出 ， 这 里 的 “推出 ”我 们 可 以 采用 逻辑 符号 “一 >” 来 表示 ; 
因此 : AAM— W), 

(二 ) 从 W 可 以 直接 推 证 出 命题 B( 即 ， WwW 一 >B ) o 

这 种 最 一 般 的 数学 证 明 路 线 ， 我 们 可 以 将 其 表示 成 一 个 总 的 
AÑ: 

( AAM—>W ) A ( W.—B )—B, 

这 种 证 明 路 线 或 总 的 公式 ， 给 人 们 在 数学 学 习 中 带 来 多 少 胜 - 
利 ， 带 来 多 少 愉快 ! 其 实 这 种 路 线 或 公式 恰恰 就 是 逻辑 学 所 要 厂 
究 的 思维 形式 之 一 ， 即 演绎 推理 中 的 三 段 论 ， 逻 辑 学 将 三 段 论 的 
公式 一 般 表 示 为 : 

(p—>d) 人 (gd—>r)—>I,。 

膛 辑 学 认为 ，p，g，T 等 等 是 命题 变 项 ， 因 此 可 以 代 人 任何 
命题 或 公式 ， 比 如 用 “A 八 M” 代 入 “p”， 用 “W” 代 入 “q”， 
用 “B” 代入 “r”， 这 样 不 就 能 得 到 “(AAM 一 >W )A (W 
一 >B ) 一 >B” 的 公式 了 吗 ? 而 且 逻 辑 学 还 把 自己 所 表示 的 三 
BBARR p— q) 人 (-d 一 >T) 一 >T” 纳 入 一 种 公理 系 统 ， 
它 既 是 一 个 需要 从 已 知 条 件 来 求证 的 命题 ， 又 是 一 个 可 以 用 来 证 
明 其 他 命题 的 条 件 。 

数学 和 逻辑 学 的 相似 点 可 概括 为 : 

第 一 ， 高 度 的 精确 性 ”数学 和 逻辑 学 本 身 都 要 求 自己 具有 你 
系 的 严密 性 以 及 结论 的 确定 性 ， 因 为 它们 命题 的 证 明 都 是 建立 在 
精密 的 更 高 的 严密 推理 上 ， 这 种 推理 对 于 每 个 人 来 说 ， 都 必须 是 
无 可 争辩 的 和 确定 无 误 的 。 比 42x 2=4, Cp 一 >q) 八 (qd 一 >r } 
一 > 上 便 是 不 可 反驳 、 无 可 争辩 的 事实 。 

第 二 ， 高 度 的 抽象 性 ”抽象 性 在 简单 的 计算 中 就 已 经 表现 出 
来 ， 我 们 用 抽象 的 数学 和 逻辑 学 知识 ， 并 不 打算 每 次 都 把 它们 同 
具体 的 东西 联系 起 来 。 比 如 几何 学 上 的 点 、 线 、 面 等 形状 ， 就 舍 
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弃 了 现实 对 象 的 所 有 其 它 具 体 性 质 。 逻 辑 学 上 使 用 符号 和 公式 的 
方法 也 是 一 种 “思维 的 演算 ”， 它 是 从 若干 具体 科学 的 推理 中 抽 
象 出 来 ， 只 是 对 推理 的 形式 结构 进行 抽象 的 研究 。 

第 三 ， 应 用 的 广泛 性 ”现代 逻辑 学 也 是 这 样 ， 它 为 现代 科学 
提供 了 严密 的 演绎 科学 方法 论 ， 因 而 它 越 来 越 广 泛 地 被 应 用 于 各 
种 科学 技术 和 生产 部 门 不 仅 已 普遍 地 应 用 于 数学 、 计 算 机 科 
学 、 控 制 论 、 生 物 学 、 心 理学 等 自然 科学 领域 ， 而 且 已 开始 被 广 
泛 地 应 用 于 哲学 、 语 言 学 、 教 育 学 、 考 古 学、 管理 科学 等 社会 科 
学 领域 ， 并 都 取得 了 积极 的 成 果 。 可 以 说 ， 数 学 和 逻辑 学 是 人 类 
文明 的 两 块 基石 。 


第 二 节 ”推理 证 明 的 一 般 方 式 


按照 不 同 的 角 摩 分析， 证明 可 以 分 为 多 种 多 样 ， 

一 、 按 照 根据 的 性 质 ， 即 按照 论据 是 一 般 原理 还 是 特 殊 实 
三 ， 证 明 可 以 分 为 演绎 证 明和 归纳 证 明 两 种 。 

二 、 按 照 求证 的 方向 ， 即 按照 对 论题 是 直接 求证 还 是 间接 地 
先 证 其 反 命题 或 等 值 命题 ， 证 明 又 可 以 分 为 直接 证 明和 间接 证 
He 

三 、 按 照 思 考 的 线索 ， 即 按照 寻求 论证 的 思路 是 从 条 件 出 发 
还 是 从 结论 出 发 ， 证 明 可 以 分 为 顺 推 求证 和 逆 推 求证 两 种 。 

此 外 ， 在 数学 领域 还 有 经 常用 到 的 数学 归纳 法 。 下 面 分 别 讲 
述 。 


一 ”演绎 推理 证 明和 归纳 推理 证 明 

证 明 可 以 看 作 是 特殊 形式 的 推理 ， 论 题 相当 于 推 理 中 的 结 
论 ， 论 据 相当 于 推理 中 的 前 提 。 因 此 ， 我 们 先 讲 一 下 演绎 推理 和 
BAR. 
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( 一 ) 演绎 推理 ”演绎 推理 是 由 一 般 命题 到 特殊 命题 的 推 
理 ， 也 就 是 由 一 般 原理 推出 特殊 情况 知识 的 思维 过 程 。 
( 二 ) 归纳 推理 ”归纳 推理 是 由 特殊 命题 到 一 般 命题 的 推 
理 ， 也 就 是 由 特殊 情况 知识 推出 一 般 原理 的 思维 过 程 。 归 纳 推理 
有 两 种 常见 的 形式 ， 完 全 归纳 推理 和 不 完全 归纳 推理 。 
1. 完 全 归纳 推理 。 它 是 研究 了 某 类 事物 中 的 每 一 个 对 象 ， 然 
后 概括 出 这 类 事物 的 一 般 性 结论 。 完 全 归纳 推理 的 推理 形式 是 ， 
SRA (或 不 具有 ) P， 
tt (或 不 具有 ) P, 


s 具有 EAK, 
《 S1，S,，*…,S。 是 A 类 事物 所 有 的 对 象 ) 


所 以 ，A 类 事物 具有 ( 或 不 具有 ) P. 
完全 归纳 推理 考察 了 某 类 事物 的 所 有 对 象 ， 因而 由 正确 的 前 
提 必 然 能 得 到 正确 的 结论 。 
2. 不 完全 归纳 推理 。 它 是 通过 对 某 类 事物 中 的 部 分 对 象 的 研 
究 ， 报 括 出 关于 该 类 事物 的 一 般 性 结论 。 不 完全 归纳 推理 的 推理 
形式 是 ， 


S: 具 有 ( 或 不 具有 ) P, 
S FA RPAN? Pr 


S .具有 ( RRAN ) P, 
(8S:，S:，…，8S. 是 A 类 事物 中 的 部 分 对 象 ， 在 考察 中 - 
未 发 现 矛 盾 情 况 ) 


所 以 ，A 类 事物 具有 ( 或 不 具有 ) P. 


不 完全 归纳 推理 只 考察 了 某 类 事物 的 一 部 分 对 象 ， 因 而 由 此 
所 得 出 的 结论 只 能 是 一 种 猜测 或 假设 ， 只 具有 一 定 程 度 的 可 靠 
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性。 

跟 上 述 所 论 推 理 相 对 应 ， 下 面 讨论 证 明 问 题 。 

(一 ) 演绎 证 明 是 用 演绎 推理 来 证 明 论 题 的 方法 ， 也 就 是 
从 包含 在 论据 中 的 一 般 原理 ， 推 出 包含 在 论题 中 的 特殊 事实 。 

演绎 证 明 的 特点 在 于 ; 它 的 论据 往往 是 一 般 的 原理 ， 而 论题 
往往 是 特殊 的 场合 。 我 们 在 进行 演绎 证 明 时 ， 应 该 注意 是 否 把 一 
般 原理 正确 地 应 用 到 特殊 场合 。 如 果 我 们 把 一 般 原理 应 用 到 不 适 
合 这 一 原理 的 特殊 场合 ， 尽 管 一 般 原理 是 对 的 ， 那 也 不 能 必然 地 
确立 论题 的 真实 性 ， 即 不 能 达到 证 明 的 目的 。 

(=) 归纳 证 明 是 用 归纳 推理 来 证 明 论题 的 方法 ， 也 就 是 
从 包含 在 论据 中 的 个 别 、 特 殊 事实 ， 推 出 包含 在 论题 中 的 一 般 原 
理 。 根 据 归纳 推理 的 不 同形 式 ， 归 纳 证 明 也 分 为 完全 归纳 证 明和 
不 完全 归纳 证 明 两 种 。 

1. 完 全 归纳 证 明 ”是 通过 考察 适合 论题 条 件 的 一 切 可 能 情 
况 ， 从 而 确定 论题 的 真实 性 。 在 用 完全 归纳 证 明 时 ， 必 须 把 各 种 
可 能 情况 都 考虑 进去 ， 做 到 不 遗漏 和 不 重复 。 

完全 归纳 证 明 考察 了 适合 论题 条 件 的 一 切 可 能 情况 ， 因 而 由 
真实 的 论据 ， 必 然 能 正确 地 断定 论题 的 真 假 。 这 种 方法 在 数学 中 
是 经 常 采用 的 ， 它 有 助 于 人 们 养 成 全 面 思 考 问题 的 习惯 。 

2. 不 完全 归纳 证 明 ”是 通过 考察 适合 论题 条 件 的 部 分 特 处 
情况 ， 从 而 探索 论题 的 真实 性 。 

例 ， 设 为 任意 自然 数 ， 求 证 ，7*+ 3n -1 是 9 的 倍数 。 ( 此 
是 的 严格 证 明 要 用 到 后 面 将 要 讲 的 数学 归纳 法 :这 里 只 讲 初步 
证 明 ) 

WH: 

车 R=1， 则 原 式 =7+3 一 1=9， 为 9 的 1 倍 ; 

-者 n=2， 则 原 式 =7:+3x2-1=54， 为 9 的 6 倍 
考 n =3， 则 原 式 =7?+3x3~1=351， 为 9 的 39 倍 ; 
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车 n=4， 则 原 式 =74+3x4-1=2412， 为 9 的 268 倍 


.所 以 ， 若 n 为 任意 自然 数 ， 原 式 是 9 的 倍数 。 

很 明显 ， 这 种 不 完全 归纳 证 明 带 有 某 种 经 验 性 、 侦 然 性 和 不 
可 靠 性 。 例 如 , 设 n 为 任意 自然 数 ， 求 证 ， n* +n+72491 的 值 都 是 
素数 。 我 们 按照 上 述 方法 ， 若 n= 1，2，3,… 延 续 地 成 百 上 千 地 代 
入 ， 都 可 以 得 出 原 式 的 值 是 素数 。 然 而， 使 人 吃惊 的 是 ， 当 
n= 72490 时 ， 原 式 =72490: +72490 +72491=72491: ， 其 值 是 
一 个 合 数 ， 而 不 是 素数 。 这 说 明 ， 应 用 不 完全 归纳 证 明 ， 即 使 进 
行 成 百 上 千 次 地 有 效 验 证 ， 也 不 能 做 出 必然 肯定 的 结论 。 不 完 
全 归纳 证 明 不 能 作为 严格 的 数学 证 明 ， 它 只 能 起 印证 的 作用 。 但 
是 ， 在 人 们 认识 真理 的 过 程 中 ， 这 种 证 明 方 法 仍 有 它 的 积极 意 
义 。 科 学 上 有 不 少 重 要 的 假说 ， 是 通过 不 完全 归纳 证 明 提出 来 
的 ; 数学 中 有 不 少 重大 的 发 现 ， 是 由 不 完全 归纳 证 明 先 提供 线索 
( 如 ， 哥 德 巴赫 猜想 ， 四 色 问 题 等 ) ， 生 产 斗 争 和 科学 实验 中 许 
多 发 明 创造 ， 也 是 受到 不 完全 归纳 证 明 的 启发 。 在 数学 证 明 中 ， 
人 们 也 常常 应 用 不 完全 归纳 证 明 所 提供 的 思维 方法 ， 通 过 考察 论 
题 的 部 分 特殊 情况 ， 探 明证 题 线 索 ， 为 下 一 步 的 严格 证 明 铺 出 道 
路 。 


二 ”直接 证 明和 间接 证 明 

按照 对 论题 是 直接 求证 还 是 间接 地 先 证 其 反 命题 或 等 值 命 
题 ， 证 明 又 可 以 分 为 直接 证 明和 间接 证 明 。 

( 一 ) 直接 证 明 由 论题 的 条 件 出 发 ， 以 有 关 的 定义 、 公 
理 、 定 理 为 大 前 提 ， 通 过 若干 次 直接 的 推理 而 得 到 论题 的 结论 ， 
这 样 的 证 明 方法 就 称 作 直 接 证 明 。 直 接 证 明 的 一 般 形式 是 : 
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本 题 条 件 
| 
前 此 公理 
前 此 定理 
在 数学 中 ， 在 现代 远 辑 中 ， 命 题 的 推理 证 明 大 多 采用 直接 证 
明 。 我 们 在 前 面 命题 演算 和 谓词 演算 中 已 经 讲 了 很 多 ， 共 中 大 部 
分 都 是 采用 直接 证 明 。 
( 二 ) 间接 证 明 对 有 些 论题 的 证 明 采 取 直 接 证 明 方法 会 过 
于 繁 难 ， 甚 至 大 前 提 不 足以 推出 具体 结论 这 时 ,可 以 从 论题 结论 
的 反面 出 发 ， 根 据 有 关 的 定义 、 公 理 、 定 理 为 大 前 提 并 结合 原 论 
是 的 条 件 ， 通 过 推理 而 得 出 与 公理 、 定 理 或 条 件 相 矛盾 ， 或 者 自 
相 矛 盾 的 结果 ， 从 而 反 过 来 断定 论题 结论 的 反面 不 能 成 立 。 这 样 
也 就 证 明了 正面 的 论题 结论 成 立 。 这 种 不 从 正面 而 从 反面 证 明 论 
男 真 实 性 的 方法 ， 称 为 间接 征明。 间接 证 明 的 一 般 形式 是 : 


结论 反面 
本 题 条 件 
前 此 定义 | 一 >.…-=> 矛 盾 结果 
kha 
前 此 定理 


关于 间接 证 明 要 注意 以 下 两 点 : 

第 一 ， 只 有 论题 的 矛盾 命题 才能 作为 矛盾 论题 。 论 题 的 反对 
-命题 不 能 作为 矛盾 论题 。 因 为 ， 我 们 由 一 个 命题 的 反对 命题 是 假 
的 ， 不 能 必然 推出 这 个 命题 是 真 的 。 

第 二 ， 在 利用 充分 条 件 假 言 推理 ,从 否定 后 件 “q” 进而 否定 
Mk ( 矛盾 论题 )“p” 时 ， 必 须 注 意 ，“ 如 果 p 则 q” 是 否 真正 
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成 立 。 只 有 在 “如 果 p 则 q” 真 时 ， 才 能 由 否定 “q?” jt ET 
盾 论题 “p” 。 : 

如 果 对 间接 证 明 进 一 步 划分 , 它 包 括 有 反 证 法 和 同一 法 两 种 。 

1. 反 证 法 ”应 用 反 证 法 证 明 数 学 命题 时 ， 一 般 分 下 面 几 + 
FR.: 

(1 ) 分 清 待 证 论题 “如 果 p 则 q> 中 的 条 件 和 结论 ， 即 明 确 ; 
了 为 条 件 ，q 为 结论 ， 

(2 ) 进入 反 证 : 作出 与 待 证 论题 的 结论 q 相 矛盾 的 假设 ， 蛋 
设 非 q 成 立 

( 3 ) 以 待 证 论题 的 条 件 p 和 假设 的 非 q%， 以 及 前 此 早 被 肯 定 . 
为 真 的 定义 、 公 理 和 定理 等 ( 一 般 用 希腊 字母 表示) 为 总 前 
提 ， 按 照 规则 通过 正确 的 推理 形式 进行 推理 ， 最 后 推出 逻辑 矛盾 
r 和 非 ? 的 结果 ; 

(4 ) 断定 产生 矛盾 结果 的 原因 ， 在 于 开始 所 作 的 假设 非 q 不 
正确 ， 于 是 原 结 论 q 成 立 。 这 就 间接 地 证 明了 待 证 论题 。 当 然 在 
这 里 需要 搞 清楚 的 是 ， 作 为 (3 ) 中 结论 的 逻辑 矛盾 zr 和 非 z, 事实 
上 是 反 过 来 对 它 的 总 前 提 即 待 证 论题 的 条 件 p 和 假设 的 非 q 以 及 
其 他 定义 、 公 理 和 定理 的 全 部 否定 ， 但 是 由 于 定义 、 公 理 和 定理 
早已 被 肯定 为 真 ， 而 原 条 件 p 在 待 证 论题 中 也 是 假设 为 真 的 ， 因 
此 被 否定 的 只 能 是 非 4， 也 就 是 只 能 得 到 非 非 4， 即 q。 

( 5 ) 因此 ， 从 待 证 论题 的 条 件 p 能 够 得 到 结论 9， 于 J “ii 
果 p 则 q” 成 立 。 

我 们 将 如 上 步 又 形式 化 如 下 : 

(1 ) 求 证: p 一 >q。 

(2 ) 设 ， 一 q。 

( 3 ) Æ: FT 人 Ap 人 一 4 一 >T 人 一 ro 

(4) e —A(rApA—4), 

即 —r'V—pV Tg, 
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亦 即 一 FCV 一 pYdq。 
又 “.r，p 早 已 肯定 为 真 ， 
er mP A, 
只 有 4 为 真 。 
( 5) 断定 p 一 >q。 
不 难看 出 ， 对 反 证 法 的 全 面 理解 必须 具备 假 言 推理 、 联 言 扒 
理 、 选 言 推理 、 了 矛盾 命题 、 排 中 律 等 普通 形式 逻辑 的 知识 。 
在 上 述 ( 3 ) 中 所 谓 推出 逻辑 矛盾 ， 我 们 形式 地 表述 为 r 作 一 
了 ， 但 是 具体 情况 却 还 比较 复杂 。 这 些 具 体 情 况 大 致 包 括 : 第 
一 ， 推 出 的 结果 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 第 二 ， 推 出 的 结果 与 已 知 定义 
矛盾 ;第 三 ， 推 出 的 结果 与 已 知 公理 矛盾 ， 第 四 ， 推 出 的 结果 与 
已 知 定理 矛盾 ;第 五 ， 推 出 的 结果 与 所 作假 设 矛盾 ， 第 六 ， 推 出 
两 个 互 相 矛 盾 的 结果 。 这 几 种 情况 是 互相 联系 的 ， 对 于 同一 个 
命题 从 不 同 的 角度 进行 推理 ， 常 常 可 以 推出 不 同性 质 的 矛盾 结 
果 ， 从 而 得 到 不 同 的 证 明 方法 。 
一 般 地 说 ， 如 下 类 型 的 待 证 命题 更 适合 于 采用 反 证 法 : 第 
一 ， 某 些 初始 命题 。 在 演算 系统 中 按照 公理 化 方法 最 初 建立 的 只 


是 数量 不 多 的 定义 和 公理 ， 因 此 某 些 初 始 的 性 质 或 定理 ， 常 常 难 


以 找到 直接 证 明 的 论据 ， 在 这 种 情况 下 可 以 采用 反 证 法 证 明 。 第 
二 ， 否 定性 命题 。 结 论 以 否定 形式 出 现 的 命题 ， 直 接 证 法 一 般 不 
易 入 手 ， 而 用 反 证 法 有 希望 成 功 。 第 三 ， 唯 一 性 命 题 。 结 论 以 
“… 只 有 一 个 …”，“… 唯 一 存在 ”等 形式 出 现 的 命题 ， 用 反 证 
站 证 明 其 唯一 性 ， 常 常 能 得 到 简洁 清楚 的 证 明 。 此 外 ， 有 如 结论 
以 “至 多 …” 或 “至 少 …” 的 形式 出 现 的 命题 ， 以 及 某 些 定理 的 
逆 命 题 ， 当 直接 证 明 不 其 方便 时 ， 也 可 用 反 证 法 一 试 。 

应 用 反 证 法 证 题 时 ， 还 应 注意 下 面 三 点 : 第 一 ， 必 须 周密 考 
察 待 证 论题 的 结论 ， 如 果 跟 此 结论 相 矛 盾 的 方面 有 多 种 情况 ， 必 
须 逐 一 加 以 否定 ， 切 不 可 遗漏 上 :否则 待 谋 论题 蕉 以 得 证 :比如 跟 
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“= ” 相 了 矛盾 的 方面 除了 有 “之 ”之 外 还 有 “<<”。 第 二 ， 整 个 
反 证 当中 的 推理 过 程 必须 完全 正确 ; 否则 ， 即 使 推出 矛盾 结果 ， 
也 不 是 以 证 明 开始 所 作 的 假设 “ 非 g” 是 错误 的 。 第 三 , 在 反 证 
的 推理 过 程 中 一 定 要 使 用 待 证 论题 中 的 已 知 条 件 ; 否则 ， 要 么 推 
不 出 矛盾 结果 ,要么 不 能 断定 所 推出 的 结论 是 错误 的 ;这 一 点 在 现 
代 逻 辑 的 演算 系统 中 ， 特 别 是 自然 推理 系统 中 表现 得 更 为 明显 。 

反 证 法 是 一 种 重要 的 证 明 方法 ， 它 不 仅 可 用 于 初等 数学 ， 而 
且 在 高 等 数学 和 逻辑 演算 中 也 能 广泛 应 用 。 其 中 的 一 些 重要 结 
论 ， 从 最 基本 的 性 质 、 定 理 ， 到 某 些 难度 较 大 的 世界 名 题 ， 往 往 
是 用 反 证 法 得 到 证 明 的 。 因 此 ， 深 刻 理解 反 证 法 的 实质 ， 切 实 党 
提 它 的 解 题 要 领 ， 这 对 于 提高 解 题 能 力 有 着 十 分 重要 的 意义 。 

2. 同一 法 ”对 于 符合 同一 原理 的 论题 ， 当 直接 证 明 有 困 难 
时 可 以 改 证 和 它 等 价 的 逆 命 题 ， 这 种 证 明 方法 称 作 同 一 法 。 我 
们 知道 ， 在 一 般 情况 下 ， 当 原 命题 成 立时 ， 它 的 逆 命题 与 否 命题 
均 未 必 成 立 ， 而 其 逆 否 命题 则 必定 成 立 。 也 就 是 说 ， 互 逆 或 互 否 
的 两 个 命题 ， 它 们 的 真实 性 并 非 一 致 ， 可 以 两 个 都 真 、 都 假 或 一 
真一 假 ， 而 互 为 逆 否 的 两 个 命题 ， 它 们 的 真实 性 却 完 全 一 致 ， 惧 
则 同 真 ， 假 则 同 假 。 互 为 道 否 的 两 个 命题 具有 同 真 同 假 的 性 质 ， 
称 作 逆 否 命题 的 等 价 ( 等 效 、 等 值 ) 原理 。 用 符号 表示 为 ; 


如 果 P 则 q< 之 如 果 一 q 则 一 p ( 此 式 或 只 理解 成 前 者 
是 原 命 题 ， 后 者 是 逆 否 命题 ,它们 之 间 等 价 ; 或 理解 成 它们 
互 为 逆 否 命题 ， 即 任 一 为 原 命题 ， 另 一 则 为 逆 否 命题 ) 。 

如 果 9q 则 ?< 六 如 果 一 p 则 一 Iq ( 此 实 或 只 理解 成 前 者 
是 原 命题 的 逆 命题 ， 后 者 是 原 命题 的 否 命题 ， 它 们 之 问 等 
M 或 理解 成 它们 互 为 逆 否 命题 , 即 任 一 为 原 命题 , 另 一 则 
为 过 否 命题 ) 。 
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这 里 的 符号 “<>” 表 示 “ 从 左边 可 以 推出 右边 ， 并 且 从 右边 也 
可 以 推出 左边 ”， 读 作 “ 等 价 于 ”。 我 们 不 难 用 反 证 法 对 逆 否 命 
题 的 等 价 原理 给 出 严格 的 证 明 。 

现在 有 这 样 一 种 情况 ， 有 一 些 结构 较为 特殊 的 命题 ， 人 们 可 
以 从 原 命题 的 正确 ， 断 定 其 逆 命 是 成立， 就 是 说 ， 尽 管 在 一 般 傅 
况 下 厌 命题 跟 其 逆 命 题 并 不 等 价 ， 但 是 在 一 些 特殊 情况 下 却 存在 
着 原 命题 跟 其 逆 命 题 等 价 的 现象 。 例 如 ， 命 题 “ 等 腰 三 角形 顶 角 
的 平分 线 是 底 边 上 的 “中 线 ” 是 一 个 真实 的 命题 。 分 析 这 个 命题 
的 条 件 和 结论 不 难 发 现 ， 条 件 中 所 指 的 “项 角 平分 线 ” 有 一 条 且 
只 有 一 条 ; 结论 中 所 指 的 “ 底 边 上 的 中 线 ” 也 是 有 一 条 且 只 有 一 
条 。 这 就 是 说 ， 命 题 的 条 件 和 结论 所 指 的 对 象 都 唯一 存在 。 由 于 
这 个 命题 是 正确 的 ， 所 以 命题 的 条 件 和 结论 所 指 的 概念 外 延 完 全 
相同 ， 是 同一 概念 。 因 而 ， 如 果 把 条 件 中 的 “项 角 平分 线 ” 和 结 
人 论 中 的 “ 底 边 上 的 中 线 ” 交 换 位 置 ， 那 么 所 得 到 的 逆 命 题 “ 等 腰 
三 角形 底 边 上 的 中 线 是 顶 角 的 平分 线 ” 也 必然 是 正确 的 。 由 此 
可 见 ， 当 一 个 命题 的 条 件 和 结论 都 唯一 存在 ， 它 们 所 指 的 概念 外 
延 完全 重合 时 ， 这 个 命题 与 它 的 逆 命 题 等 价 。 这 个 道理 称 作 同 一 
原理 。 运 用 这 一 原理 证 题 的 方法 就 称 作 同一 法 。 这 是 一 种 很 特殊 
的 方法 。 同 一 法 和 反 证 法 的 适用 范围 是 不 同 的 。 同 一 法 的 局 限 性 
较 大 ， 通 常 只 适用 于 符合 同一 原理 的 命题 ， 反 证 法 则 普遍 适用 ，、 
对 于 能 用 同一 法 证 明 的 命题 一 般 都 能 用 反 证 法 证 明 。 


三 ”形式 证 明和 非 形式 证 明 

从 直观 上 讲 ， 现 代 逻 辑 演算 中 的 公理 推理 系统 和 自然 推理 系 
统 ， 都 是 很 明显 的 形式 证 明 。 而 在 一 般 科学 论述 中 却 广 泛 应 用 的 
是 非 形式 证 明 ， 其 实在 一 般 数 学 当中 也 都 应 用 着 非 形式 证 明 。 

所 谓 形 式 证 明 ， 就 是 在 推演 过 程 中 运用 人 工 符号 语言 ， 按 照 
推理 规则 一 步 一 步 地 、 没 有 跳跃 地 ( 如 有 省 略 则 需 说 明 ) 锥 一 系 
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列 前 提 严 格 地 推演 出 结论 的 证 明 方法 ,以 形式 证 明 的 本 来 要 求 ,好 
使 是 非常 明显 的 步骤 也 要 不 大 其 烦 地 根据 推理 规则 书写 出 来 。 当 
然 ， 在 形式 证 明 系 统 中 那些 非常 明显 的 步骤 时 常 经 过 证 明 以 后 而 
-总 结 成 导出 规则 ， 这 就 为 后 来 对 命题 形式 的 证 明 进 行 必要 的 简化 
-构成 了 根据 。 但 是 这 并 没有 从 本 质 上 改变 形式 证 明 中 步 步 严 格 表 
述 的 特点 。 ; 

所 谓 非 形式 证 明 ， 就 是 在 推演 过 程 中 虽然 也 有 的 运用 必要 的 
人 工 符号 语言 ( 如 数学 等 ) ， 但 是 较 多 的 要 运用 自然 语言 ， 而 且 
并 不 形式 地 严格 表述 出 从 前 提 到 结论 的 每 步 过 程 ， 它 合 掉 了 许多 
比较 明显 的 步骤 ， 只 是 给 出 证 明 的 一 个 主线 或 速写 。 但 是 这 个 
主线 和 速写 决 不 是 含混 不 清 ， 它 要 求证 据 是 充分 的 ， 使 熟悉 这 种 
证 明 的 人 能 够 直观 上 接受 和 理解 ， 甚 至 知道 省 略 的 步骤 是 什么 。 
由 此 看 出 ， 形 式 证 明 要 求证 明 中 步 踊 详尽 地 运用 人 工 符号 语言 进 
行 推演 ， 任 何 一 个 逻辑 环节 都 不 能 省 略 ( 导出 规则 只 是 把 某 部 分 
逻辑 环节 简化 ， 而 不 是 省 略 掉 ) ; 非 形式 证 明 则 要 求 或 运用 人 工 
符号 语言 ， 或 运用 自然 语言 ， 而 推演 过 程 却 完全 可 以 简明 扼要 、 
主线 清楚 。 有 具体 点 说 ， 非 形式 证 明 的 一 般 要求 是 ， 第 一 ， 明 白 指 
出 公理 或 先前 定理 的 每 一 次 使 用 ， 第 二 ， 逻 辑 推理 结构 要 展现 清 
楚 ， 但 不 用 写 出 逻辑 推理 规则 或 根据 。 

当然 ， 形 式 证 明和 非 形式 证 明之 间 是 有 联系 的 。 形 式 证 明 的 
推演 过 程 可 以 简化 为 非 形 式 证 明 的 推演 过 程 ， 而 在 非 形式 证 明 的 
推演 过 程 中 任何 一 个 步骤 也 都 可 以 扩展 为 合理 数目 的 形式 推理 步 
骤 。 这 样 ， 我 们 可 以 利用 这 种 联系 检验 非 形式 证 明 过 程 的 逻辑 上 
的 正确 与 否 。 可 以 说 ， 非 形式 证 明 的 逻辑 上 的 正确 性 ， 是 以 扩展 
为 形式 证 明之 后 的 逻辑 上 的 正确 性 为 保障 的 。 现 代 软 辑 对 于 形式 
. 证 明 的 研究 ， 主 要 是 研究 各 种 非 形 式 证 明 中 的 逻辑 正确 性 问题 。 
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本 顺 推 求证 和 逆 推 求证 

在 寻求 论题 证 明 方法 ( 演绎 、 归 纳 、 直 接 、 间 接 等 等 ) 的 时 
候 ， 都 有 一 个 思考 的 路 子 、 线 索 或 途径 的 问题 。 按 照 思 考 的 线 
索 ， 即 按照 寻求 论证 的 思路 是 从 论题 的 条 件 出 发 还 是 从 其 结论 出 
发 的 不 同 ， 证 明 又 可 分 为 顺 推 求证 和 逆 推 求证 。 顺 推 求 证 也 称 为 
顺 推 法 或 综合 法 ， 逆 推 求 证 也 称 为 逆 推 法 或 分 析 法 。 

( 一 ) 顺 推 求 证 ” 顺 推 求证 是 从 待 证 论题 的 已 知 条 件 出 发 ， 
经 过 逐步 的 逻辑 推理 而 最 后 达到 待 证 “ 题 的 结论 的 方法 。 人 们 要 
证 明 论题 “如 果 A 则 B”， 那 么 顺 推 求证 的 思路 如 下 图 ( 由 左 至 


Æ): 
a b —--- — 
al | 
b ——--- — 
a — b 2>- —B 
( 顺 推 求证 b — - - - — 
起 始 ) 
a: — b, —= --- — 
图 91 


图 中 的 A 表 示 待 证 论题 的 条 件 ，B 表 示 其 结论 ， 竖 黑 线 | 3 
示 思 考 的 起 始 ， 所 有 箭 号 都 表示 推理 的 可 能 性 ， 比 如 由 A 可 能 推 
Has, ai, a, ( 继续 还 可 能 有 a: ，ai…， 图 中 不 再 表示 ， 此 图 只 
是 示意 图 ) , 图 中 单线 箭 号 一 > 表示 无 效 推理 , 双 线 箭 号 一 > 表示 . 
在 多 种 推理 可 能 性 中 筛选 出 的 有 效 推理 ，a，b，… 表 示 由 A 推 得 
了 3 的 中 间 各 个 推理 层次 。 具体 说 ， 图 中 表示 ， 思 考 从 已 知 条 FA 
出 发 ， 各 步 依 已 知 定义 、 公 理 、 定 理 及 规则 等 等 ， 合 平 逻辑 地 推 
出 推论 ao，a:，a: 等 ;继而 再 由 ao，ai， az 等 又 推出 推论 bu, bl， 
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b:，b:,，b: 等 ，…。 如 此 逐 层 下 推 ， 每 层 所 得 推论 各 有 若 于 ， 在 
各 层 推论 中 应 该 至 少 筛选 出 一 个 推论 ， 将 其 纳入 由 已 知 条 件 A ik 
到 待 证 结论 B 的 通道 好 有 效 推理 之 中 ( 如 图 1 横向 正中 由 aiy bo 
及 双 线 箭 号 一 > 组 成 的 推理 系列 ) ， 这 样 , 我 们 就 得 到 了 
4A 一 > ao 一 >b。 一 >… 一 >B” 这 一 证 明 线 索 。 

正 是 由 于 顺 推 求证 的 思路 和 证 明 的 实际 书写 具有 一 致 性 ， 所 
以 人 们 最 开始 学 习 ( 甚至 是 模仿 ) 的 探索 证 题 途 径 的 方法 可 能 就 
是 顺 推 求证 。 但 是 应 该 看 到 ， 这 种 方法 是 有 一 定 难度 的 。 因 为 由 
一 个 条 件 可 以 推出 的 推论 通常 有 若干 个 ， 而 由 这 些 推论 可 以 推出 
的 推论 又 可 能 有 若干 个 。 在 这 些 思 路 中 ， 哪 些 是 通 向 最 终结 论 的 
“直路 ”? 哪些 是 “弯路 ”? 还 有 哪些 是 “死路 ”? 对 于 一 个 复 
杂 的 问题 ， 要 这 样 一 一 判明 并 不 总 是 可 行 的 。 因 此 ， 大 多 数 人 在 
用 顺 推 求证 法 去 证 明 不 熟悉 的 问题 时 ， 只 好 把 各 种 可 能 的 推理 随 
机 运用 到 条 件 上 ， 盲 目地 这 样 试 试 ， 那 样 试 试 ， 结 果 自 然 不 易 奏 
效 。 因 此 我 们 还 需要 探讨 其 他 方法 ， 并 用 各 种 方法 彼此 配合 。 

(二 ) 送 推 求证 逆 推 求证 是 从 待 证 论题 的 结论 出 发 ,一步 
一 步 地 追溯 上 去 ， 最 后 追 到 待 证 论题 的 已 知 条 件 的 方法 。 人 入 们 要 
证 明 论题 “如 果 A 则 B”， 那 么 逆 推 求证 的 思路 如 下 图 ( 由 左 至 


右 )， B bi < --- 
ai 
L. b; — -< 
ao <—= b <.. sr A. 
CeRi |i | 
起 始 ) ! ~- 
b; < 一- — 
PW ”一 -一 一 外 <: 
al —<&—— b, 二 一 一 --- 一 
图 92 


图 9-2 表 示 ， 思 考 从 待 证 论题 的 菏 论 B 出 发 ， 依 已 知 定义 、 公 
理 、 定 理 及 规则 等 ， 要 证 出 B 只 要 证 出 前 提 条 件 ao，al，a: 等 等 
之 一 就 可 # 而 要 证 出 a, 只 要 证 出 bu，b: 之 一 就 可 ， 要 证 出 a: RE 
证 出 b,，hbs 之 一 就 可 ， 要 证 出 a: 只 要 证 出 b, 就 可 o kiwa 
上 溯 ， 应 当 至 少 可 以 得 出 一 条 由 待 证 结论 B 上 通 已 知 条 件 A 的 有 
效 推理 路 线 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 “了 < 一 au < 一 b <= +- < 
A” 这 一 证 明 线 索 。 

例 已 知 ' a>>b>0。 

求证 ，va -vb <va-b。 

证 明 ，( 用 逆 推 求证 ) 

@ 和 欲 证 va -vb <va-b, H+a>b>0, 

则 须 证 明 ( va -vb ) :<a-b， 

Hla- 2v ab +b<a-b 成 立 8 

ONR 须 证 明 -2vab< - 2b 成 立即 可 # 

@@ 于 是 又 须 证 明 b< wab 成 立即 可 ; 

Via>0，b>0， 

则 又 须 证 明 b? < 之 ab 成 立即 可 ， 

凶 于 是 又 须 证 明 b<a 成 立即 可 ， 此 恰 为 已 知 条 件 。 

@ 因 而 va -wb <wva=-b。 

很 明显 ， 逆 推 求证 和 顺 推 求证 不 同 ， 后 者 可 以 把 求证 思考 直 
畔 书写 成 证 明 答 案 ， 而 前 者 却 最 好 只 看 作 是 求证 思考 。 如 果 以 逆 
推 求证 为 书写 答案 ， 那 就 常常 会 出 现 叙 述 繁琐 、 文 辞 宛 长 而 又 不 
其 清楚 的 缺点 。 因 此 ， 最 好 将 逆 推 求证 的 路 子 反 转 过 来 ， 书 写成 
颇 推 求证 式 的 简明 答案 。 正 由 于 这 种 原因 ， 人 们 在 实际 证 题 当中 
经 常 把 逆 推 求证 和 顺 推 求证 结合 起 来 运用 ， 先 以 逆 推 求证 为 主 寻 
求证 题 思 路 ， 再 用 顺 推 求证 有 条 理 地 表述 证 明 过 程 。 
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五 ”数学 归纳 法 

对 于 眼 自然 数 有 关 的 论题 的 证 明 ， 人 们 一 般 还 采用 数学 归纳 
疲 证明。 这 种 证 明 的 最 初始 根据 是 自然 数 的 基本 性 质 ， 它 是 经 过 
多 少 人 的 研究 而 最 后 由 意大利 数学 家 皮 亚 诺 ( Peano ) 抽象 出 来 
的 。 在 皮 亚 诺 关 于 自然 数 的 定义 中 ， 有 三 个 初始 概念 和 五 个 命 
题 。 三 个 初始 概念 是 ， 数 、 后 继 和 0; 五 个 命题 是 ， 
(一 ) 0 是 一 个 数 ; 
(二 ) 一 个 数 的 后 继 是 一 个 数 ; 
(三 ) 二 个 不 同 的 数 有 不 同 的 后 继 
( 四 ) 0 不 是 任何 数 的 后 继 ; 
(五 ) 任何 性 质 ， 如 果 0 有 此 性 质 ， 又 如 果 任 一 数 有 此 性 
它 的 后 继 必 定 有 此 性 质 ， 那 么 所 有 的 数 都 有 此 性 质 。 
皮 亚 诺 所 说 的 数 就 是 自然 数 ， 虽 然 是 作为 不 加 定义 的 初始 概 
念 引进 的 ， 但 实际 上 关于 数 的 五 个 命题 完全 明确 地 刻画 了 自 然 
数 。 这 种 不 明显 的 定义 称 为 隐 定 义 。 上 述 ( 五 ) 即 皮 亚 诺 定义 自 
然 数 的 第 五 个 命题 就 是 数学 归纳 法 。 我 们 将 ( 五 ) 形式 化 为 : 

1. 0 具有 性 质 P， 记 为 P(0 3 

2. k 具 有 性 质 P 董 泛 着 (kt+ 1 ) 具有 性 质 P, 记 为 VEK) 
—P(k+1) ); 

3. 于 是 就 有 ， 对 于 所 有 自然 数 k，k 具 有 性 MP, WAC) 
P(k)。 

上 述 2 有 时 改 为 ， 对 所 有 n<k，n 具 有 性 质 P。 这 称 为 第 二 数 
学 归纳 法 ， 它 与 上 述 方法 ( 也 称 第 一 数学 归纳 法 ) 等 价 。 

数学 归纳 法 在 数学 的 各 个 分 支 和 现代 逻辑 中 有 广泛 的 和 重要 
的 应 用 。 

例如 在 算术 理论 中 ， 加 法 是 这 样 定义 的 : 


1. m+0=m; 


质 
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2. m+ (k+1) =(m+k)+1 

上 述 1 是 说 加 法 对 0 有 定义 ; 2 是 说 如 果 加 法 对 k 有 定义 ， 则 加 
车 对 k + 1] 也 有 定义 。 直 数学 归纳 法 可 知 加 法 对 所 有 自然 数 都 有 意 

又 如 在 命题 演算 中 ， 取 只 有 一 个 联结 词 “ | ”的 系统 ， 合 式 
公式 是 这 样 定义 的 : 

1. 任何 命题 变 项 是 合式 公式 

2, 如果 A 和 B 是 合式 公式 ， 则 ( A1B ) 也 是 合式 公式 

3。 只 有 上 述 1 和 2 才 是 合式 公式 。 

在 这 里 ，1 和 3 在 联结 词 个 数 是 0 的 时 候 定义 了 合式 公式 ，2 和 和 
3 在 如 果 有 n<k 的 条 件 下 定义 了 联结 词 个 数 为 n 的 合式 公式 ,也 定 
义 了 联结 词 个 数 为 k 的 合式 公式 ， 由 第 二 数学 归纳 法 形式 定 X 了 
联结 词 个 数 为 任何 自然 数 的 合式 公式 。 

在 研究 数学 归纳 法 的 应 用 中 ， 人 们 通常 把 基 始 自然 数 规定 革 
1, WP (n ) 是 一 个 含有 自然 数 n 的 命题 ， 如 果 

1. P ( n) 当 n= 1 时 成 立 ， 

2. ÆP (k) 成 立 的 假定 下 ， 可 以 证 明 P(k+l) 成 立 。 那 
Z, P ( n) 对 任意 自然 数 n 都 成 立 。 

证 明 ; 设 S 是 使 得 命题 成 立 的 所 有 自然 数 的 集合 ， 则 依 已 知 
条 件 1， 有 16ES 又 依 已 知 条 件 ?， 当 kES 时 便 有 (k+1) ES; 
从此 ， 根 据 数 学 归纳 法 原理 ， 有 : S=o, ( @ 是 全 部 自然 数 的 集 
合 )。 

因此 应 用 数学 归纳 法 时 ， 必 须 包括 下 面 两 个 步骤 ， 

第 一 步 是 基 始 ， 证 明 当 n = 1 时 命题 成 立 ， 

第 工 步 是 归纳 ， 假 设 当 n = 上 时 命题 成 立 ， 证 明 n =k+ 1 时 命 
题 也 成 立 。 

完成 了 这 两 个 步 又 ， 就 可 以 断定 命题 对 任意 自然数 n 都 成 
立 。 第 一 步 基 始 是 命题 论证 的 基础 第 二 步 归 纳 是 判断 命题 的 正 
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斑 性 能 否 从 特殊 推广 到 一 般 。 这 两 个 步骤 密切 相关 ， 缺 一 不 可 。 
事实 上 ， 如 果 只 有 基 始 步骤 而 无 归纳 步 鸡 ， 那 就 属于 不 完全 归纳 
推理 ， 因 而 ， 论 断 的 普遍 性 是 不 可 靠 的 。 反 之 ,如 果 只 有 归纳 步骤 
而 无 基 始 步骤 ,那么 归纳 步骤 中 的 假定 (简称 归纳 假定 ) 就 失去 依 
据 ， 从 而 使 归纳 步骤 的 证 明 失 去 意义 ， 这 一 步 即使 得 以 证 出 ， 其 
结果 也 是 建立 在 不 可 靠 的 基础 上 的 ， 所 以 仍然 不 能 断定 原 命 题 是 
否 正确 。 
例 ” 试 证 等 差 数 列 的 通 项 公式 为 
a,=a,+ (n-1)d 

这 里 al 是 等 差 数列 的 首 项 ，d 是 公差 ，n 是 项 数 ，a, 是 数列 的 第 n 
项 。 

证 明 : 

@ 基 始 : 当 n = 1 时 ，a, = a: ， 命 题 成 立 。 

@ 归 纳 ， 假设 当 n =k 时 ，a =al + (一 1)d 成 立 ， 
那么 当 n =k + 1] 时， 根据 等 差 数 列 的 定义 ， 有 ， 
ak+l=ar+d 

=ai+(k-1)d+d 
=ai+ ((k+1) -1) d, 

命题 也 成 立 。 因 此 ， 对 于 任意 自然 数 n， 原 命题 都 是 成 立 

的 。 

应 用 数学 归纳 法 时 ， 如 下 三 个 要 点 必须 牢 牢 把 握 ， 否 则 会 出 
HR: 

第 一 ， 必 须 有 第 一 步 n = 1 的 情况 。 有 人 好 象 默 认 当 n= 1 时 
公式 总 是 成 立 的 ， 因 而 认为 第 一 步 用 n = 1 去 验证 是 多 余 的 ， 可 
以 省 略 。 这 是 错误 的 。 比 如 ，1+2+3+…+n= (n?+n+2)/2 
这 个 公式 ， 如 果 假 定 它 当 n=k 时 成 立 ， 尽 管 我 们 可 以 证 明 它 当 
n=k+1 了 时 也 成 立 ， 然 而 我 们 却 不 能 从 此 得 出 结论 说 ， 这 个 公式 
对 于 任何 自然 数 都 是 成 立 的 。 因 为 只 要 用 n= 1 代 进 去 验证 一 下 ， 
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就 可 立即 发 现 它 是 错误 的 (1= (1+1+2)/2)。 由 此 可 I, 4 
果 我 们 省 略 了 第 一 步 ， 那 么 连 公 式 基 本 是 否 成 立 尚 不 得 而 知 ， 我 
们 就 不 可 以 假定 它 当 n =k 时 能 够 成 立 ， 因 为 不 先 经 过 验证 ， 那 么 
这 样 的 假定 是 完全 没有 根据 的 。 

第 二 ， 必 须 应 用 n =k 的 假设 条 件 来 求 得 n=k+1 的 结论 情 
况 。 否 则 ， 在 第 二 步 中 不 是 根据 “ 当 n =k 时 命题 成 立 ” 这 个 假设 
来 证 明 当 n =k + 1 时 命题 也 成 立 ， 这 样 即使 用 其 他 方法 直接 推 导 
出 这 个 结论 来 ， 也 是 失掉 根据 的 。 

第 三 ， 待 证 公式 及 其 n=k、n =k+ 1 时 的 命题 结构 必须 一 
致 。 对 于 从 n =k 推 出 n=k+ 1 的 结果 时 ， 应 注意 这 个 结果 与 n = k 
时 的 结构 是 否 一 致 ， 否 则 不 足以 证 明 归 纳 步 骤 。 


第 三 节 应 用 数学 的 主要 途径 


一 般 说 来 ， 数 学 方法 在 社会 科学 中 的 实际 应 用 常常 有 如下 几 
种 情况 ，( 一 ) 在 语句 分 析 的 基础 上 进行 符号 化 和 形式 化 处 理 ; 
(二 ) 在 定量 分 析 的 基础 上 进行 模型 化 和 公理 化 处 理 ; (= ) 充 
分 利用 更 适合 于 社会 科学 研究 的 数学 工具 。 下 面 简 要 说 明 。 


一 ”符号 化 和 形式 化 

这 里 所 谓 “符号 化 ”是 指 用 人 工 符号 语言 ( 如 A BCH) 代 
替 我 们 日 常 使 用 的 或 阐述 理论 的 自然 语言 的 方法 。 人 工 语 言 是 一 
种 进行 严格 科学 研究 的 有 效 手段 或 工具 。 广 义 说 来 -种 形式 系 
统 F 就 是 一 种 人 工 语言 ， 它 是 由 该 系统 所 用 的 语言 (F(L) ) 、 
公理 与 推理 规则 来 构成 的 。 而 这 个 形式 系统 的 语言 (F(L) ) 
一 般 又 包括 初始 符号 ( 即 A、B、C 等 字母 表 和 其 他 语意 符号 ) 、 
由 符号 串 组 成 的 任意 表达 式 ， 和 按 一 定形 成 规则 构成 的 合式 公式 
三 部 分 。 计 算 机 程序 中 使 用 的 符号 和 数字 ，ALGOL、COBOL、 
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FORTRAN, BASIC, LISP 等 程序 语言 也 都 是 人 工 语言 。 

所 谓 “ 形 式 化 ”就 是 运用 人 工 符号 语言 揭示 思维 形式 结构 的 
方法 。 任 何 具 体 的 思想 都 是 形式 和 内 容 的 统一 。 如 果 把 具有 各 种 
不 同 内 容 的 判断 、 推 理 加 以 比较 ， 吝 可 以 揭示 出 概念 在 判断 组 成 
中 的 联系 方式 ， 判 断 在 推理 组 成 中 的 联系 方式 ， 即 揭示 出 它们 的 
形式 结构 。 

在 科学 研究 中 ( 当然 包括 社会 科学 ) 倡导 符号 化 和 形式 化 数 
学 方法 的 ， 首 推 德国 思想 家 莱 布 尼 茨 。 他 曾 希 望 能 够 建 立 一 种 
“普遍 的 符号 语言 ”( characteristica universalis ) ， 这 种 语 
言 的 符号 应 该 是 表意 的 而 不 是 拼音 的 ， 每 一 符号 表达 一 个 概念 ， 
如 同 数学 的 符号 一 样 。 一 个 完善 的 符号 语言 同时 又 应 该 是 一 个 
“思维 的 演算 ? (calculus ratiocinator ) 。 他 设想 ,根据 这 种 演 
算 ， 思 维和 推理 就 可 以 用 计算 来 代替 ， 遇 有 争论 ， 双 方 就 可 以 把 
笔 拿 在 手中 说 : “让 我 们 来 算 一 下 吧 ! ”争论 就 可 以 解决 。 表 意 
的 符号 语言 和 思维 的 逻辑 演算 ， 这 是 菜 布 尼 茨 作为 思想 家 提出 的 
伟大 设想 ， 也 是 今天 在 社会 科学 领域 应 用 数学 方法 的 重要 特征 。 

对 于 符号 化 和 形式 化 方法 ， 我 们 举例 如 下 : 

上 表 中 ，“ 形 式 语句 ” 即 单纯 符号 化 的 语句 、 它 是 人 为 构造 
和 设计 的 ，“ 语 句 含义 ” 则 指 形式 语句 在 入 们 主观 意识 中 如 何 理 
解 的 内 容 ， 它 也 是 “人 的 实践 经 过 千 百 次 的 重复 ”而 在 人 的 意识 
中 国定 下 来 的 “逻辑 的 格 ”@ ; “具体 解释 ”是 指 形式 语句 与 客 
观 对 象 的 对 应 关系 ， 即 前 者 指示 后 者 和 后 者 解释 前 者 的 关系 。 必 
须 看 到 ， 形 式 语句 和 客观 对 象 之 间 带 有 一 与 多 的 关系 : 一 种 形式 
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840, lei 338238” Mii yeop 的 形式 语句 可 以 
具体 指示 OD 的 政治 经 济 学 对 象 ， 也 可 以 具体 指示 (2) 的 物理 学 
ORF: 《哲学 笔记 >》， 见 《列宁 全 集 > 第 38 卷 ， 第 233 页 。 
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iio INPUT X 序 110, 询 问 旅客 的 行李 重 
BASICI120IF X<20 。 程 序 120, 如 果 旅 客 的 行 
THEN150 李 重 量 小 于 20 公 斤 ， 那 么 就 

语 šë*x 


《 p>q)A (p~z)| 因 为 ， 如 果 p 那 么 因为， 如 果 他 是 彻底 的 唯物 
ACRV D | 并 且 如 果 p m SERERE, 
数理 逻辑 -> | p 么 r， 并且 或 非 q AARRE ENEN, 


liep, MEERA SERERA 
Ri MONE. eein, FURRED 


H 


eA 

mi EVIC, 小 i 
普通 公式 Tc < V 
mtb EV, au 


对 象 ， 反 过 来 ，(1) 和 ( 2 ) 以 及 其 他 领域 也 都 可 以 解释 前 面 的 
形式 语句 ， 或 者 按照 “语句 含义 ”这 个 “逻辑 的 格 ” 通 过 符号 化 
而 抽象 升华 到 前 面 的 形式 语句 @ 。 这 是 当代 新 学 科 一 -语义 学 要 
专门 研究 的 课题 。 


二 ”模型 化 和 公理 化 
模型 化 即 建 立 数 学 模型 ， 它 是 对 客观 事物 的 特征 或 本 身 的 数 
学 描述 ， 要 用 数学 方程 式 表 达 出 来 。 爱 因 斯 坦 曾 说 ，“ 科 学 家 必 


名 从 数学 角度 看 ， 普 通 公式 是 G-< 一 导 一 和 物理 学 公式 p< Ua — 等 
等 是 异 质 同 构 公式 。 
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须 在 庞杂 的 经 验 事实 中 同 抓 住 某 些 可 用 稍 密 公 式 来 表示 的 普遍 特 
征 ， 由 此 探求 自然 界 的 普遍 原理。”Q@ 这 里 的 “自然 界 ?” 完 全 可 
以 广义 地 理解 为 包括 社会 和 思维 领域 ， 而 且 在 这 些 领域 里 早已 实 
现 着 “用 精密 公式 表示 普遍 特征 ”了 。: 现实 世界 的 变化 一 般 表 现 
为 必然 性 的 、 或 然 性 的 、 模 糊 性 的 三 种 现象 ， 因 此 对 这 三 种 现象 
从 “ 量 ”的 角度 进行 研究 便 相应 地 形成 确定 性 模型 、 随 机 性 模 
型 、 模 糊 性 模型 。 I 

所 谓 必然 现象 ， 就 是 事物 变化 服从 着 确定 的 因果 联系 ， 从 前 
一 时 刻 的 运动 状态 就 可 以 推断 出 以 后 各 时 刻 的 运动 状态 。 这 种 现 
人 象 在 数学 上 就 用 各 种 方程 式 来 表示 ， 如 代数 方程 、 微 分 方程 、 积 
分 方程 以 及 差分 方程 等 。 这 种 方程 只 要 我 们 把 它 放 在 确定 的 历史 
条 件 下 ， 从 确定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 就 可 以 得 到 一 个 确定 的 
解 。 因 此 这 是 一 种 确定 性 模型 。 我 们 以 管理 科学 为 例 。 某 车 间 分 
几 个 工序 生产 一 件 产品 ， 为 了 合理 安排 各 工序 的 人 数 ， 制 订 了 这 
样 一 条 奖励 性 措施 ， 对 某 工 序 来 说 ， 每 人 一 班 定额 为 NM 件 ， 超 客 
则 有 超 烽 奖 ， 著 某 工 人 自 报 可 超 类 M 件 ， 而 实际 超额 了 L 件 ， 
则 超额 奖 Q 可 得 ; 

Q=aM+B(L-M), 3h: OSESE ap i 
这 样 每 个 工人 为 了 尽 可 能 多 得 超额 奖 ， 必 将 尽量 对 自己 的 超额 数 
估算 得 准确 些 。 这 里 a 表示 每 超额 一 件 最 高 的 奖励 数 , .而 | ~ 
8 | 则 表示 为 “惩罚 ”系数 ， 当 | a~B 1 很 小 时 ，M 与 L 接 近 与 
否 对 所 得 Q 影 响 不 大 ; 当 | a - B | 很 大 时 ,上 述 奖励 性 措施 不 易 实 
行 ( 不 受 工人 欢迎 ) ， 因 此 如 何 选 好 B 则 是 使 这 奖励 性 措施 见 效 
与 否 的 关键 。 这 也 说 明 ， 我 们 的 管理 工作 一 定 要 克服 以 往 的 指令 
号 召 和 笼统 判断 状态 ， 一 定 要 走 上 科学 化 、 数 学 化 道路 。 


加 《 受 因 斯 坦 文 集 > 第 1 卷 , 第 76 页。 z 
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所 谓 或 然 现 象 ， 又 称 随 机 现象 ， 它 的 变化 往往 有 几 种 不 同 的 
可 能 性 ， 究 竟 出 现 哪 一 种 结果 完全 是 偶然 的 、 随 机 的 。 随 机 现象 
服从 着 统计 规律 。 就 是 说 ， 当 随机 现象 由 大 量 成 员 组 成 ， 或 者 成 
员 虽 然 不 多 ， 铂 出 现 次 数 是 大 量 的 时 候 就 可 以 显示 某 种 统计 平均 
规律 。 概 素 论 和 数理 统计 就 是 描述 这 类 现象 的 数学 工具 ， 所 形成 
的 模型 就 是 随机 性 模型 。 还 有 一 类 现象 ， 没 有 分 全 的 数量 界限 ， 
人 们 只 能 使 用 一 些 模糊 的 词句 去 形容 ， 用 模糊 的 概念 去 判断 。 
六 十 年 代 产生 了 以 模糊 集合 论 为 基础 的 模糊 数学 ， 这 就 是 对 相当 
复杂 的 模糊 茶 统 进行 定量 描述 和 处 理 的 数学 方法 ， 形 成 的 模型 就 
是 模糊 性 模型 。 

在 社会 科学 领域 提炼 数学 模型 是 个 很 复杂 的 工 作 。 当 然 首 
先 要 根据 有 关 的 科学 理论 确定 一 些 基本 的 量 ， 以 反映 系统 的 量 的 
规定 性 。 如 前 面 关于 车 间 生 产 例 邓 中 的 Q《 超额 奖 3 M ( 自 报 
额 ) 、L ( 实 超额 ) a ( 单元 奖 ) 、B ( 系数 ) 等 。 接 着 就 要 分 
析 量 的 关系 ， 简 化 和 撕 象 化 为 数学 公式 ， 从 哲学 上 讲 ， 这 一 步 就 
是 抓 主要 矛盾 的 过 程 。 前 面 例 字 中 的 B 值 和 M 值 就 暴 主 要 矛 盾 ， 
它 反映 了 管理 者 的 决定 和 生产 者 的 积极 性 的 对 立 统一 关系 。 在 奸 
立 数学 模型 时 ， 抓 主要 矛盾 就 是 赛 舍 末 求 本 ， 抓 住 最 基本 的 数量 
关系 。 例 如 ， 实 际 上 不 均匀 的 东西 ， 在 局 部 可 以 近似 地 看 成 是 均 
尺 的 ; 实际 上 各 向 异性 的 内 容 ， 在 局 部 可 以 近似 地 看 成 是 各 向 同 
性 的 ， 实 际 的 数量 关系 是 离散 的 ， 可 以 近似 地 看 成 连续 的 ， 或 者 
相反 ， 把 连续 的 近似 地 看 成 离散 的 ! 实际 上 是 动态 的 过 程 ， 在 考 
虑 瞬间 变化 很 小 时 ,可 近似 地 看 成 是 静态 的 ;实际 上 是 多 维 空 间 的 
问题 ， 可 以 用 取 齐 面 等 办 法 ， 进 行 降 难 等 。 数 学 模型 决 不 能 毫 无 
遗漏 地 去 反映 客体 ， 只 能 在 某 种 过 似 的 程度 上 去 反映 客体 。 

关于 公理 化 。 公 理化 原本 是 一 种 数学 方法 ， 它 是 从 少数 初始 
概念 和 不 证 自明 的 公理 出 发 ， 根 据 逻 辑 规则 进行 推理 论证 而 建立 
起 理论 体系 的 方 靶 。 公 理 方法 分 为 两 种 , 一 种 是 纯粹 数学 的 公理 方 
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讼 ， 它 起 涯 于 两 千 多 年 前 的 欧 几 里 得 几何 学 ， 直 到 后 来 的 罗 巴 切 
夫 斯 基 黎 曼 非 欧 几 何 学 ， 特 别 是 希 尔 伯 特 “几何 基础 》， 更 从 
理论 上 建立 了 抽象 的 数学 公理 化 方法 。 希 尔 伯 特 提出 了 关于 公理 
系统 的 三 个 基本 问题 ， 即 无 矛盾 性 、 独 立 性 和 完备 性 问题 。 他 提 
出 把 数学 的 公理 、 定 理 和 推理 过 程 都 形式 化 ， 用 符号 表示 成 符号 
系统 ， 然 后 证 明 这 个 系统 没有 了 矛盾， 于 是 纯粹 数学 的 公理 方法 中 
又 出 现 了 形式 化 公理 方法 。 

另 一 种 公理 方法 称 为 一 般 理论 的 公理 方法 。 由 于 数学 发 展 史 
证 明 公 理 方法 对 于 概括 和 整理 已 有 的 科学 知识 、 建 立 科学 的 理论 
体系 是 一 种 有 效 的 方法 ， 所 以 这 种 方法 从 数学 又 扩展 到 其 他 科学 
领域 。 首 先是 自然 科学 领域 ， 十 七 世纪 牛顿 从 少数 几 条 公理 〈 运 
动 三 定律 、 万 有 引力 定律 ) 出 发 ， 按 照 数学 的 逻辑 推理 把 力学 的 
其 余 定 律 逐个 推导 出 来 。18 世 纪 拉 格 朗 日 的 «分析 力 学 ，»，19 世 
纪 克 劳 修 斯 的 < 热 的 机 械 运动 理论 > 等 ， 都 成 功 地 使 用 了 公理 方 
法 。 当 一 门 科 学 积累 了 相当 丰富 的 理论 成 果 、 需 要 按照 逻辑 顺序 
加 以 综合 整理 、 使 之 上 升 为 一 种 理论 体系 时 ， 则 公理 方法 的 有 效 
性 和 独特 作用 是 明显 的 。 正 因为 如 此 ， 所 以 公理 方法 同时 也 延伸 
到 了 社会 科学 领域 。 

比如 16 世 纪 的 笛 卡 尔 就 是 概括 了 当时 数学 特别 是 几何 学 的 成 
就 ， 采 用 所 谓 “ 理 性 演绎 法 ”的 公理 方法 写 出 方法 谈 >、« 哲学 原 
理 ， 等 著作 ， 他 从 不 证 自明 的 “天 赋 观 念 ” 和 “普遍 怀疑 ”的 原 
则 出 发 ， 根 据 若干 “规则 ”， 演 绎 出 了 他 那 “ 唯 理论 ”的 哲学 体 
系 。 比 如 17 世 纪 的 斯 宾 诺 莎 ， 更 直接 用 几何 学 方法 成 就 了 他 的 整 
个 哲学 体系 。 他 的 好 友 梅 耶 尔 在 给 他 的 书 中 写 序 时 说 ，“ 凡 是 想 
在 学 识 方面 超群 绝伦 的 人 都 一 致 认为 ， 在 研究 和 传授 学 问 时 ， 数 
学 方法 ， 即 从 界 说 、 公 设 和 公理 推出 结论 的 方法 ， 乃 是 发 现 和 传 
授 真 理 最 好 的 和 最 可 靠 的 方法 。…… 他 们 由 于 同情 哲学 的 不 幸 命 
运 ， 放 弃 了 叙述 科学 的 那 种 通常 的 大 家 习 用 的 方法 ， 踏 上 了 新 
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的 然而 困难 重重 的 道路 ， 期 望 运用 数学 那样 的 可 靠 性 来 论证 哲学 
的 其 他 部 门 ， 使 这 些 部 门 周 数学 一 样 繁荣 昌盛 。”@ 当然 ， 笛 卡尔 
和 斯 宾 诺 世 等 人 把 数学 的 公理 方法 当成 了 先 验 的 哲学 框架 ， 则 是 
片面 的 。 

历史 上 首次 成 功 地 使 用 一 般 理论 公理 方法 的 是 马克 思 的 < 资 
本 论 ，。 马 克 思 从 商品 开始 ， 依 次 进 到 货币 、 资 本 、 剩 余 价 值 等 过 
程 ， 剩余 价 值 原 理 记录 了 如 下 这 个 颠 扑 不 破 的 真理 :剩余 价值 是 
说 明 任何 一 种 资本 主义 利润 的 最 一 般 的 东西 @ ， 它 是 不 能 为 任何 
关于 事实 的 补充 研究 所 推翻 的 规律 ， 然 后， 马克 思 就 从 这 个 一 般 
原理 出 发 ， 从 资本 主义 的 生产 方式 的 最 基本 的 规律 出 发 ， 靠 着 演 
绎 公理 方法 的 帮助 ， 引 伸 出 了 一 切 具 体 的 个 别 种 类 的 资本 主义 利 
润 一 企业 收入 、 利 息 、 商 业 利润 、 地 租 等 等 ， 它 们 都 是 剩余 价 
值 的 体现 ， 从 而 揭示 了 整个 资本 主义 的 本 质 。 近 年 来 ， 我 国学 术 
界 对 于 公理 方法 的 社会 科学 应 用 问题 讨论 比较 活跃 ， 比 如 唯物 辩 
证 法 、 历 史 唯物 论 的 逻辑 起 点 和 体系 构成 问题 ， 政 治 经 济 学 〈 资 
本 主义 部 分 ) 的 公理 化 问题 等 等 ， 有 的 甚至 还 应 用 严格 的 数学 符 
号 化 的 公理 方法 @ 


三 “利用 更 适合 的 数学 工具 

”数学 分 支 繁多 , 许多 分 支 都 是 由 于 生产 、 科 研 和 数学 本 身 的 具 
体 需要 而 产生 的 ,因此 各 个 分 支 都 有 一 个 相对 的 适用 范围 ,比如 代 
数 方程 适 于 描述 相对 静止 中 的 量 的 关系 ， 而 对 于 变化 着 的 量 的 关 


@《 笛 卡尔 哲学 原理 > ， 商 务 印 书信 1980 年 版 ， 第 5 一 36 页 , 

加 马克 思 1868 年 给 恩格斯 的 信 中 曾 说 : “我 首先 研究 剩余 价值 的 一 般 形式 ， 在 这 
种 形式 中 所 有 这 一 切 ( 技 指 地 租 、 利 渔 、 利 息 等 ) 都 还 没有 区 分 开 来 ， 可 以 说 还 处 于 
融合 状态 中 。”《〔 < 马克 思 思 格 斯 选集 > 第 4 卷 ， 第 364 页 ) 马克 思 就 是 在 谈 自己 怎样 
从 “一 般 ” 原 理 进入 “个 别 ” 和 问题 的 研究 。 i 

@@ 有 兴趣 者 可 参阅 《哲学 研究 > 1982 年 第 4 期 、《 社 会 科学 > 1988 年 第 12 期 上 的 
有 关 文章 。 
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系 的 描述 则 要 让 位 于 微分 方程 ， 常 微分 方程 适 于 描述 一 个 因 变 量 
对 一 个 自 变量 的 变化 率 的 关系 ， 而 对 于 两 个 以 上 变量 之 间 的 变化 
率 关系 的 描述 则 要 让 位 于 仿 微 分 方程。 我 们 背面 讲 过 异 质 同 构 现 
象 ， 数 学 同 构 所 概括 的 异 质 现象 比较 秦 人 这 种 数学 关系 式 应 用 
的 范围 也 就 比较 窗 小 :而 如 果 数 学 同 构 所 概括 的 异 质 现象 比较 广 
话 ， 那 么 这 种 数学 关系 式 应 用 的 范围 也 就 相应 地 广泛。 一 般 说 
来 ， 代 数 、 微 积分 、 线 性 方程 、 微 分 方程 、 离 散 数 学 等 学 科 的 同 
构 所 概括 的 异 质 现象 比较 广泛 ， 所 以 它们 在 至 今 我 们 所 见 到 的 社 
会 科学 的 数学 方法 中 经 常 被 采用 。 但 是 还 有 一 些 数学 分 支 , 现 在 表 
现 得 越 来 越 被 社会 科学 所 重视 ,比如 概率 统计 ,数理 逻辑 等 就 是 。 
关于 概率 统计 。 概 率 统计 的 全 称 是 概率 论 与 数理 统计 ， 它 主 
要 是 对 随机 性 、 或 然 性 、 模 糊 性 和 多 变性 中 的 规律 性 问题 进行 数 
学 的 研究 和 刻 划 。 不 淮 看 出 ， 在 社会 科学 所 涉及 的 各 个 领域 中 ， 
更 多 的 问题 是 带 有 随机 性 、 或 然 性 、 模 物性 和 多 变性 的 ， 因 此 概 
率 统计 在 社会 科学 中 带 有 极 普遍 的 容 义 。 
数理 统计 方法 在 自然 科学 和 社会 料 学 中 几乎 是 无 孔 不 入 的 ， 
它 研 究 如 何 安排 调查 和 抽样 ， 以 及 如 何 根据 调查 得 到 的 数据 来 找 
出 描写 随机 现象 的 某 些 数量 指标 ， 找 出 各 类 指标 间 的 关系 等 等 。 
ERARO 。 
关于 数理 逻辑 。 数 理 逻 辑 ( 亦 称 符号 逻辑 ) 是 用 数学 原理 或 
方法 研究 推理 的 规律 ， 研 究 正确 思维 所 遵循 的 规律 的 科学 。 数 理 
逻辑 象 近代 数学 一 样 ， 系 统 地 使 用 符号 、 公 式 来 陈述 处 理 自己 的 
问题 ， 对 于 理论 中 的 概念 fE 出 严格 的 定义 ， 对 于 定理 作出 严格 


@@ 道 向 社会 科学 工作 者 推荐 两 本 书 : 〔 美 ]W， 亚 当 斯 著 《 数 学 及 其 在 社会 科学 中 
的 应 用 > (Mathematics And Its Application In SocialSciences, 译本 即将 由 中 国 
社会 科学 出 版 社 出 版 ) ， 青 义学 编 < 医 用 高 等 数学 >( 湖南 科技 出 版 社 1988 年 版 ， 该 
书 作为 非 数理 专业 用 书 ， 在 当前 尚 缺 社会 科学 专业 数学 用 书 的 情况 下 , 足 资 参考 . 书 中 
徐 普 通 高 等 数学 内 容 外 ， 尚 有 概率 论 和 模糊 数学 等 ) 。 


*421 ° 


的 证 明 等 等 。 因 此 它 既 属于 逻辑 学 ， 又 属于 数学 。 数 理 E 辑 的 
基础 部 分 是 演绎 逻辑 ， 其 中 包括 命题 逻辑 、 谓 词 逻辑 、 模 态 逻 辑 
等 。 学 习 和 运用 这 些 知识 ， 对 于 广泛 的 社会 科学 研 究 都 很 有 神 
益 ， 因 为 它们 是 对 自然 语言 进行 形式 化 处 理 的 良好 工具 。 举 例 来 
说 ， 


举例 范围 自然 语言 语句 | 形式 语言 语句 
AE RRN (Om Tono 


全 守 全 可 厅 在 关 生 广 力 惠 K: X) (Fx>(ay)Ry, x) 


RAZE Pues e 09 
果 要 收获 ， 那 就 得 付出 
模 态 逻辑 h, 人 Sa gn 口 9>q)< O(N Í 9 


A 
欧 推 理论 证 。 这 种 处 理 能 力 虽 然 是 相对 的 ， 但 是 随 着 数理 逻辑 的 
发 展 ， 这 种 能 力 在 不 断 扩 展 和 增强 。 甚 至 可 以 说 ， 数 理 罗 辑 本 身 
蕴涵 着 一 种 对 自然 语言 无 限 逼 进 的 潜力 ， 它 本 身 的 发 展 完全 可 以 
对 自然 语言 的 各 种 形态 和 各 个 角落 进行 形式 化 处 理 。 比 如 我 国 软 
辑 学 家 莫 绍 拨 曾 用 数理 逻辑 成 功 地 分 析 了 < 黑子 。 小 取 篇 ， 的 体 
系 结构 @ 。 还 比如 在 一 本 有 趣 的 数理 逻辑 ( 何 普 伍 著 ) 书 中 ， 
作者 列举 了 许多 哲学 、 历 史 、 法 学 、 日 常生 活 等 方面 的 小 例子 ， 
鹿 明 了 数理 逻辑 是 如 何 解决 实际 问题 的 。 笔 者 也 曾 用 数理 逻辑 工 
上 分 析 过 我 国 古典 文献 中 有 名 的 逻辑 奇 文 < 公孙 龙 子 。 指 物 
论 ，>， 发 所 出 了 许多 新 义 @。 在 西方 ， 逻 辑 经 验 主义 .逻辑 实用 主 
义 和 整 个 分 析 冰 学 流派 都 把 数理 逻辑 作为 哲学 研究 的 工具 ， 这 在 
一 定 程度 上 是 有 他 们 的 科学 道理 的 。 


OSRRAR: < 数理 逻辑 初步 > ， 上 海 人 民 出 版 社 1980 年 版 。 
四 拙 文 : 《以 数理 逻辑 解析 * 指 物 论 , > ， 载 《 学 习 与 思考 》 1984 年 第 3 期 。 
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附录 sep eman 


自 新 中 国 成 立 以 来 ， 转 别 是 “十 年 动乱 ”之 后 ， 我 国 在 迎 辑 
斌 究 领 城 成 果 显著 。 这 里 只 能 简要 介绍 其 中 的 一 个 部 分 。 前 齐 书 
目 也 是 本 书 的 主要 参考 。 


“逻辑 (£S F, Eito dks + +o = 3635751961 
出 版 ， 共 303 页 。) . 

作者 金 后 索 (1895-1984) 是 我 国 著 名 的 哲学 家 和 逻辑 学 家 。 
本 书 在 1937 年 曾 由 商务 印 书馆 出 版 《以 前 还 曾 有 清华 大 学 讲义 
版 ), 被 列 为 当时 的 大 学 从 书 。1961 年 本 书 骨 三 联 书店 重印 ，1978 
年 又 在 香港 重印 。 本 书 基 我 国 第 一 东 比 较 详 细 地 、 有 系统 地 讨论 
zH, DFPE, CYRNEETEENEKHEM. 
书 中 比较 详细 地 介绍 罗素 和 怀 德 海 所 车 < 数学 原理 ， 前 23 章 前 内 
容 ， 即 该 书 的 基本 内 容 。 其 中 对 命题 演算 部 分 介绍 得 比较 详细 ， 
大 多 附 有 推导 ( 证 明 ) ,后 面 的 部 分 则 介绍 得 比较 简略 ,几乎 没有 
推导 ,只 有 文字 上 的 描述 性 说 明 。 本 书目 次 : 序 ,第 一 部 竺 统 的 演 
绎 逻辑 ,第 二 部 对 于 传统 逻辑 的 批评 ,第 三 部 介绍 一 逻辑 系统 ， 第 
四 部 关于 巡 辑 系统 三 种 。 经 过 作者 早年 的 辛勤 介绍 ， 数 理 逻 辑 终 
于 在 中 国生 根 、 发 节 , 成 长 起 来 了 。 作 者 培育 了 一 批 现代 风 辑 的 人 
才 ， 成 为 中 国 现代 逻辑 的 凌 甘 者 。 但 是 作者 在 逻辑， 一 书 的 
1961 年 重 版 时 ， 附 有 一 篱 长 达 三 方 余 字 的 < 对 旧 著 “ 记 辑 ”一 书 
的 自我 批判 ， 文章 ， 学 术 界 认为 此 文 是 在 当时 极 左思 潮 的 影响 下 
写 出 来 的 。 

+ 3423 


“形式 逻辑 ，( 全 后 竹 主编 ,人 民 出 版 社 1979 年 版 ， 共 357 
页 。) 

本 书 是 具有 一 定 权威 性 的 高 等 学 校 文科 教材 。 全 书 篇 幅 不 算 
长 ， 但 它 所 介绍 的 层 维 形式 和 远 辑 方法 却 比 一 般 的 教材 要 丰富 和 
详尽 。 比 如 ， 在 概念 部 分 ， 作 者 把 定义 的 逻辑 方法 区 分 为 真实 定 
义 和 语 词 定义 两 类 ， 又 把 语词 定义 分 为 说 明 的 语词 定义 和 规定 的 
请 词 害 义 两 种 ， 并 且 分 析 了 真实 定义 和 话 词 定义 的 关系 。 在 判断 
部 分 ， 介 绍 了 关系 判断 ， 讨论 了 诸如 SREP” RASH ) 
是 P” 、“ 除 X 外 ，S 都 是 P” 、“ 既 然 p， 那 么 q? 等 八 种 比较 
特殊 的 判断 式 ， 在 说 明 复合 判断 的 真 假 关系 时 ， 应 用 了 数理 逻辑 
的 真 值 表 方 法 。 在 演绎 推理 部 分 ， 介 绍 了 关系 推理 、 模 坊 推理 
以 及 假 言 易 位 推理 、 反 三 段 论 推理 等 等 推理 形式 。 在 归纳 推理 部 
分 ;介绍 了 有 关 概率 和 统计 方法 的 一 般 知 识 。 以 上 这 些 内 容 ， 对 
于 人 们 进行 正确 思维 都 是 很 有 用 的 ， 也 是 一 般 逻 辑 教科 书 中 很 少 
提 到 的 。 本 书 作者 注意 了 新 中 国 以 来 混 辑 学 界 开展 的 学 术 讨 论 ， 
对 其 中 二 些 比 较 主要 的 争论 句 题 都 提出 了 自己 的 见解 。 在 高 校 广 
科 乱 加 教材 中 ， 有 选择 地 介绍 一 些 学 术 界 争论 问题 ， 对 于 开阔 学 
ERS, SISENE ARARE, BEREC. j 


< 数理 逻辑 引 论 3.( 手 完 钓 ” 著 ,北京 大 学 出 版 社 1982 年 版 ， 
共 372 页 。) . 

这 是 一 部 深入 没 出 的 数理 逻辑 教 稳 ， 斩 学 、 数 学 及 其 他 专业 
均 可 采用 ， 浊 办 ”语言 学 、 计 算 抽 衬 学 、 科 学 哆 等 领域 的 研究 人 
员 也 可 作为 参考 书 使 用 。 本 书 分 3 篇 。 痢 两 篇 主要 介绍 古典 的 命 
是 演算 和 狭 谓词 演算 。 基 本 概念 的 讲 角 、 定 理 和 元 定理 的 证 明 力 
求 详尽 易 担 ， 使 没有 预备 知识 的 该 者 也 能 领会 实质 、 RERS. 
第 三 简 论 述 从 羔 布 尼 获 到 中 德尔 OTEREN ER ) H 
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理 逻 加 发展 史 ， 并 就 一 些 重要 的 数学 基础 问题 发 表 了 作者 的 见 
解 。 具 体 说 ， 第 一 篇 讲 命题 逻辑 ， 第 一 章 真 值 联结 词 、 真 值 函 项 
及 重 言 式 ， 第 二 章 命 是 演算 及 命题 逻辑 的 公理 化 和 形式 化 ， 第 三 
章 范 式 、 完 全 性 、 一 致 性 及 公理 的 独立 性 》 第 四 理 不 同 的 命题 逻 
辑 及 古典 命题 逻辑 的 不 同 的 公理 化 。 第 二 篇 讲 狭 谓词 逻辑 ， 第 一 
章 形 式 结构 及 普遍 有 效 性 和 可 满足 性 ， 第 二 章 狂 谓词 演算 ， 第 三 
章 演绎 定理 及 范式 ， 第 四 章 判定 问题 及 一 致 性 和 完全 性 ， 第 五 章 
不 同系 统 ， 第 六 章 有 等 词 的 狭 谓词 演算 及 华 状 词 。 第 三 篇 数理 逻 
第 六 章 讲 第 三 阶段 。 


< 数理 逻辑 教程 ，》( tj Q -华中 工学 院 出 版 社 1982 年 

版 ， 共 391 页 。) 
作者 在 本 书 “ 序 言 > 中 写 道 ，“ 作 者 在 十 多 年 前 虽 写 过 一 本 
< 数理 逻辑 导论 》( 上 海 科学 技术 出 版 社 ) ， 但 那 本 书目 前 已 很 
难 买 到 。 而 且 ， 近 十 多 年 来 数理 逻辑 科学 发 展 很 快 ， 新 论据 、 新 
见解 源源 出 现 ， 即 使 将 妥 闭 将 版 ， 也 不 适宜 。 因 此 作者 特 再 写 这 
本 教 径 ， 它 与 但 著 大 不 相同 ， 成 了 一 本 替 新 的 著作 。” 本 书 以 孝 
材 的 形式 向 读者 介绍 数理 逻辑 的 基本 理论 和 新 成 果 。 书 中 系统 地 
论述 了 数理 逻辑 各 重要 概念 的 来 龙 去 脉 以 及 数理 逻辑 各 家 的 学 
说 ， 并 根据 理论 与 实际 相 结合 的 原则 ， 对 开关 布尔 表达 式 的 最 新 
化 简 方 法 等 作 了 介绍 。 作 者 还 提出 了 不 少 创见 ， 如 约束 词 的 新 说 

法 、 永 真 假 性 的 特征 数 的 概念 等 。 本 书 在 使 用 符号 上 很 有 特点 : 
-在 逻辑 代 数 部 分 使 用 前 置式 ( 如 fxy 等 ) ， 在 逻辑 演算 部 分 使 用 
中 置式 ( 如 xfy 等 ) 。 书 中 绪 言 讲 数理 逻辑 的 对 象 与 符 号 的 使 用 
法 ， 第 一 、 二 章 都 讲 逻 辑 代数 ， 第 二 、 四 章 都 讲 逐 辑 演算 。 书 中 
每 壬 引入 一 个 新 概念 时 》 尽 可 能 说 明 它 是 怎样 应 日 常 语言 的 要 求 
而 产生 的 ; 又 奏 逢 数理 加 辑 的 彼 念 可 以 应 用 于 数学 并 且 可 以 帮助 
. 425° 


证 请 数学 上 一 些 概念 时 ， 力 图 详细 介绍 。 


< 数理 逻辑 基础 (上 、 下 ) ? (AEF OPZ F, AFE 
有 乒 社 1982 年 版 ， 共 434 页 。) a 

本 书包 括 六 个 部 分 .绪论 部 分 对 数理 逻辑 的 性 质 ,逻辑 演算 的 
大 概 内 容 , 以 及 阅读 以 后 各 章 所 需要 的 预备 知识 作 了 简要 的 说 明 。 
第 一 章 构造 了 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 ， 通 过 其 中 的 
形式 推理 研究 演绎 推理 。 第 二 章 研究 逻辑 演算 形式 系统 的 某 些 重 
要 的 系统 特征 ;由 于 这 些 特征 往往 是 本 书 中 儿 个 有 关 的 逻辑 演算 
系统 所 共有 的 ,因而 将 这 些 系统 特征 集中 在 一 章 之 中 加 以 研究 。 第 
三 章 陈述 逻辑 演算 的 重 言 式 系统 ， 并 研究 自然 推理 系统 和 重 言 式 
系统 之 间 的 关系 第 四 章 研究 逻辑 演算 的 可 靠 性 (形式 推理 是 否 与 
所 反映 的 演 经 推理 一 致 ) 、 完 全 性 ( 形式 推理 是 否 完全 地 反映 了 
演绎 推理 ) 和 独立 性 ( 逻辑 演算 中 的 形式 推理 规则 是 否 都 不 是 多 
REO 问题 。 第 五 章 讨论 了 逻辑 演算 如 何 应 用 于 陈述 具体 的 数学 
理论 ， 构 造 了 初等 代数 、 自 然 数 、 集 和 实数 理论 的 形式 系统 ， 并 
县 研究 了 在 形式 系统 中 引进 形式 符号 定义 的 问题 。 本 书 可 以 用 作 
数学 专业 和 其 他 专业 数理 迎 辑 课程 的 教材 或 教学 参考 书 ， 或 者 供 
TRIMARSS. KEAPERRK: THFAF, 


` 《 模 态 逻 辑 引 论 > { 周 礼 全 F RAR 出 版 社 1986 年 版 ， 
共 416 页 。) 
视 志 加 是 逻辑 的 一 个 二 者 的 分 支 ， 也 是 近 几 十 年 车 勃发 展 
的 一 个 重要 分 支 。 本 书 是 我 国 在 这 个 领域 研究 中 的 代 表 作 之 
一 。 全 书 共 十 一 章 。 第 一 章 结论， 除了 讲述 数理 逻辑 与 模 态 逻 
辑 的 关系 以 外 ， 主 要 讲述 形式 语言 、 对 象 语言 与 元 语言 等 现代 逻 
辑 的 若干 基本 问题 。 第 二 、 三 章 讲 现代 逻辑 的 两 个 基础 演算 ， 即 
命题 逻辑 与 谓词 洱 辑 ,这 是 学 习 模 态 思 辑 的 知识 准备 ,其 中 讲 了 形 
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式 语 言 L,: 和 L:， 而 后 面 将 要 讲 的 模 态 逻辑 则 使 用 形式 语言 Ls。 第 
四 、 五 、 六 、 七 章 讲 模 态 命题 演算 ， 其 中 包括 T 、S。 和 Ss 系统 
等 ， 主 要 讲 这 些 系 统 的 基础 构成 、 一 些 定理 、 解 释 、 语 义 图 、 可 
靠 性 、 一 致 性 、 完 全 性 和 判定 问题 等 。 第 八 、 九 章 讲 模 态 谓词 演 
算 ， 其 中 包括 QTB 与 QS,B、QT、QS, 与 QS 系统 等 ， 所 讲 方面 
与 上 述 模 坊 命题 演算 的 各 方面 相近 。 第 十 章 讲 模 态 逻 辑 的 自然 推 
导 系 统 ， 主 要 分 三 个 层次 来 讲 ， 首 先 讲 一 般 的 命题 逻辑 与 谓词 逻 
辑 的 自然 推导 系统 ， 其 次 讲 模 态 命题 逻辑 的 自然 推导 系统 ， 最 后 
讲 模 态 谓词 逻辑 的 自然 推导 系统 。 第 十 一 章 讲 模 态 逻辑 简 史 。 语 
言 洗 练 ， 构 篇 严整 ， 阑 述 准确 ， 这 是 本 书 的 最 大 特点 。 


< 现代 逻辑 科学 导 引 ( 上 ， 下 ) ，( 王 两 田 主编 ， 中 国人 
民 大 学 出 版 社 1987 年 版 ， 共 1370 页 。) 

全 书 总 目 ，( 上 册 ) 前 言 ，A: 现代 逻辑 科学 的 几 个 问题 ， 
B, 数 理 逻 辑 的 形成 和 发 展 简 述 ，B, 命 题 逻辑 与 一 阶 逻 辑 ，B: 模 
型 论 ，B, 集 合 论 ，Bs 递 归 论 ，B。 证 明 论 ，B; 证 明 的 代数 理 论 ， 
B, 直 觉 主义 逻辑 ，C 布尔 代数 ，C， 判定 问题 ，Cs 罗 辑 语义 F, 
C4 相 干 命题 逻辑 ，C 模 态 远 辑 ，Ce 反 事实 条 件 句 逻 辑 ，C ;多 值 
逻辑 ，C 非 标准 量化 逻辑 ，Ce 悖 论 。( 下 册 ) D AREH, D% 
件 化 逻辑 ，Ds 归 纳 逻 辑 ，E ,量子 逻辑 ，E, 模 糊 逻 辑 ，E, 逻 辑 与 
智能 计算 机 ;Fi 存在 逻辑 ，F; 时 态 逻 辑 ，Fs 拓 扑 逻 辑 F.A 
BEH, FEZ, FDZ, F E, FE REER, 
F, 自 然 语言 逻辑 ，G, 逻辑 方法 ，H: 国 外 辩证 逻辑 研究 。 本 书 编 
排 试 图 体现 逻辑 科学 的 历史 发 展 和 理论 体系 以 及 各 个 分 支 间 的 内 
在 联系 ， 同 时 力求 保持 各 个 分 支 学 科 的 相对 独立 性 。 书 中 A 类 带 
有 总 序 性 质 ，B 类 为 数理 逻辑 与 数学 基础 ，C 类 为 传统 逻辑 和 数 
理 逻 辑 , 主 要 是 演绎 逻辑 ,DD 类 为 归纳 逻辑 与 概率 逻辑 EX A2 
加 在 现代 科学 技术 中 的 应 用 ，F 类 为 哲学 逻辑 ,G 类 为 逻辑 方法 ， 
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RRF AR F, PAA E kiail 
版 ， 共 95 页 ) 

这 是 我 国 现代 学 者 研究 我 国 古典 逻辑 的 精粹 之 作 。 冯 友 兰 先 
生 在 “ 中 国 哲 学 史 史 料 学 初稿 中 说 : “* 墨 经 ， 中 包括 有 逻辑 
学 的 知识 ， 特 别 是 《小 取 篇 ， 有 关于 逻辑 学 的 系统 的 理论 ，* 大 
取 篇 > 有 关于 逻辑 学 的 原则 的 探讨 ， 这 部 分 内 容 有 待 于 逻辑 学 家 
作 进一步 的 探 和 研究 。 沈 有 办 所 撰 本 书 是 这 方面 的 研究 成 果 之 
一 。” 本 书包 括 : FA, BZ ， 的 认识 论 ，“ 辩 ”的 目标 和 功 
用 ，“ 指 ”和 “名 ”，“ 辞 ?和 同 异 ，“ 说 ”和 “ 辩 ” 的 原则 及 个 
IDR BARRED RZ ， 等 。 本 书 在 校勘 方面 遵守 的 原则 
E: 没有 必要 的 时 候 不 轻易 改动 原文 。 书 未 附录 有 作者 用 现代 逻 
辑 方法 研究 “< 墨 经 ， 论 数 ”。 作 者 沈 有 苑 先生 是 我 国 在 国际 上 
知名 的 学 者 。 王 宪 钩 教授 在 他 的 “ 数理 逻辑 引 论 ， 前 Pt 中 说 : 
“在 早年 教学 过 程 中 ， 沈 有 鼎 教 授 曾 给 我 不 少 帮助 。” 胡 世 华 教 
授 在 他 们 的 < 数理 逻辑 基础 ， 序 中 说 ，“ 沈 有 轩辕 志 在 三 十 年 代 
初 就 有 了 关于 构造 逻辑 演算 的 自然 推理 系统 的 思想 ， 本 书 所 构造 
的 自然 推理 系统 是 受到 这 种 思想 的 启发 的 。” 沈 有 电教 授 在 我 国 
现代 逻辑 研究 中 做 出 了 显著 贡献 。 


< 数理 逻辑 初步 >( 英 绍 挨 ” 著 ,上 海 人 民 出 版 社 1980 年 版 ， 
共 172 页 。) 

本 书 通过 对 “数理 逻辑 的 由 来 ”、“ 数 理 逻辑 的 主要 内 容 ”、 
“关于 数理 逻辑 的 三 大 派 ”、“ 数 理 逻 辑 中 一 些 基 本 概 念 ”、 
“数理 逻辑 的 应 用 ”等 各 章 内 容 的 疼 述 ， 初 步 回答 了 人 们 所 关心 
的 关于 数理 逻辑 的 一 些 问题 。 作 者 考 虚 到 本 书 读者 主要 是 哲学 各 

逻辑 工作 者 ， 所 以 尽量 避免 过 多 涉及 高 探 的 数学 理论 问题 ， 而 着 
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重 采用 纵横 交织 的 叙述 方法 来 介绍 数理 逻辑 。 所 谓 “ 纵 ”， 就 是 
数理 逻辑 产生 和 发 展 的 历史 ， 所 谓 “ 横 ”， 就 是 数理 逻辑 各 部 分 
前 内 容 。 作 者 把 这 两 方面 交织 起 来 叙述 ， 可 以 说 是 此 书 的 一 大 持 
点 。 作 者 首先 从 传统 逻辑 的 不 足 谈 起 ,接着 叙述 了 在 数学 基础 研究 
中 人 们 寻求 相 容 性 ( 即 罗 辑 上 的 无 矛盾 性 ?证 明 的 历史 过 程 ， 说 明 
了 数理 逻辑 的 产生 不 是 偶然 的 ， 而 是 由 于 逻辑 和 数学 这 两 门 科学 
的 内 在 矛盾 的 推动 ， 才 促使 了 数理 逻辑 这 门 学 科 的 兴起 。 在 介绍 
数理 逻辑 内 容 时 ， 又 按照 它 的 历史 发 展 线索 ， 有 联系 地 讲述 了 公 
理 集合 论 、 证 明 论 、 能 行 性 理论 和 模型 论 。 这 种 叙述 方法 使 人 可 
以 从 总 体 上 对 数理 逻辑 获得 一 个 概貌 的 认识 。 


< 数理 逻辑 通俗 讲话 >( Zk 著 ， 科 学 出 版 社 1981 年 版 。 
共 257 页 。) 

作者 王 浩 是 著名 的 美 籍 数 理 逻 辑 学 家 。 本 书 是 王 浩 教授 所 著 
“Popular Lectures on Mathematical Logic” 一 书 的 中 译本 。 
1977 年 10 月 间 ， 作 者 在 中 国 科学 院 作 了 六 次 关于 数理 逻辑 的 广泛 
而 通俗 的 讲演 ， 本 书 就 是 在 这 些 讲 演 的 基础 上 写成 的 。 全 书 共 有 
8 童 和 3 个 附录 。 第 一 章 是 数理 逻辑 一 百年 ， 第 二 章 介绍 形 式 系 
统 、 谓 词 演算 和 Gédel 不 完全 性 定理 以 及 不 可 判定 的 数学 问 题 ， 
第 三 章 介 绍 计算 机 的 进展 、 计 算 机 应 用 的 几 个 例子 和 四 色 定理 的 
证 明 ;， 第 四 章 讨论 问题 和 和 解 ， 第 五 章 讨论 一 阶 逻 辑 ， 第 六 章 讨论 
理论 的 和 可 实现 的 计算 ,第 七 章 讨论 直线 上 有 多 少 个 点 ?第 八 章 是 
统一 化 与 乡 样 化 问题 。 附 录 一 是 骨牌 游戏 与 无 穷 性 引 理 ， 附 录 二 
是 算法 与 机 器 ， 附 录 三 是 抽象 机 。 作 者 在 “前 言 ” 中 说 : “这 些 
讲演 一 般 是 互相 独立 的 ， 因 此 不 必 上 顺序 阅读 。 有 时 候 某 些 概念 和 
定理 在 不 同 的 地 方 重复 陈述 ， 交 叉 引 用 。 三 个 附录 可 能 是 本 书 中 
最 初等 的 部 分 。 第 三 章 和 第 四 章 也 不 假定 读者 要 熟悉 数理 逻辑 。 
第 一 章 和 最 后 一 章 是 一 般 性 概述 。 其 余 四 章 参差 不 齐 ， 有 的 部 分 
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向 读 起 来 不 需要 很 多 的 预备 知 识 ， 另 外 的 部 分 仅 以 表面 上 是 简单 
葛 方 式 讲 了 复杂 的 内 容 。? 


c 形式 逻辑 原理 《诸葛 股 同 等 ” 著 ， 人民 出 版 社 1982 年 版 ， 
共 390 页 。 ) 

这 是 一 本 高 等 学 校 文科 逻辑 课程 的 教学 参考 书 ， 也 是 作为 具 
有 中 等 以 上 文化 程度 的 自学 者 的 参考 书 。 书 中 在 历史 材料 介绍 和 
逻辑 学 中 哲学 问题 的 讨论 等 方面 ， 有 意 有 所 忽略 ， 而 着 重 于 思维 
形式 方面 的 基本 理论 的 益 述 。 本 书 最 大 特点 是 在 概念 、 命 题 、 推 
理 部 分 比较 多 地 引入 了 现代 逻辑 内 容 。 第 一 章 绪论 ， 讲 述 了 形式 
逻辑 的 对 象 、 性 质 和 作用 。 第 二 章 概念 ， 除 讲述 内 涵 和 外 延 、 定 
义 和 分 类 等 问题 之 外 ， 还 专 节 讲述 了 集合 和 集合 运算 。 第 三 章 命 
题 ， 与 传统 的 “判断 论 ” 讲 法 大 不 一 样 ， 主 要 讲述 命题 形式 、 联 
接 请 、 量 项 、 模 态 词 等 。 占 全 书 将 近 1/3 的 篇 旺 是 第 四 、 五 章 演绎 
推理 ， 现 代 钦 辑 的 重心 就 是 讲演 绎 推理 ， 第 四 章 是 讲 传统 逻辑 中 
欧 演 绎 推理 问题 ， 如 带 联接 词 的 选 言 、 联 言 、 假 言 推理 ， 带 量词 
的 直接 推理 和 三 段 论 等 ， 第 五 章 则 专 讲 现代 逻辑 的 命题 逻辑 和 请 
词 逻 辑 问题 。 第 六 章 归纳 方法 ， 其 中 概率 和 统计 方法 简介 是 很 有 
特点 的 。 第 七 章 形 式 逻 辑 的 基本 规律 ， 第 八 章 论证 ， 这 些 内 容 大 
多 和 传统 讲法 相近 。 


《数理 逻辑 (AAR KAF 著 ， 中 国标 准 出 版 社 1985 
年 版 ， 共 262 页 。 ) 

本 书 是 为 中 央 电 视 台 举办 的 < 数理 逻辑 > 电视 讲座 而 RE 
葛 。 它 系统 地 介绍 了 数理 逻辑 的 基础 知识 ， 重 点 介绍 了 自然 推理 
系统 。 本 书 共 分 五 章 ， 第 一 章 至 第 三 章 讲 命题 逻辑 ， 并 对 数理 逻 
辑 的 性 质 、 逻 辑 演算 的 大 概 内 容 及 学 习 本 书 所 需要 的 预备 知识 作 
了 说 明 。 这 部 分 主要 介绍 了 自然 推理 系统 FPC。 自 然 推理 系统 的 
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出 发 点 除了 由 定义 给 出 的 公式 的 形成 规则 外 ， 只 是 一 些 用 模式 给 
出 的 变形 和 推演 规则 。FPC 系 统 对 可 证 公式 的 证 明 过 程 ， 显 现 得 
非常 清楚 。 第 四 章 和 第 五 章 讲 一 阶 ( 谓词 ) 逻辑 。 这 部 分 主要 介 
绍 了 自然 推理 系统 FQC。 本 书 对 FPC 和 FQC 都 进行 了 元 @ 辑 讨 
论 。 在 最 前 的 “引言 > 部 分 ， 作 者 讲述 了 传统 逻辑 的 局 限 性 以 及 
数理 逻辑 的 兴起 和 一 般 特 征 问题 。 作 者 指出 ， 数 理 逻 辑 是 现代 的 
形式 逻辑 。 形 式 逻 辑 的 传统 内 容 包 括 三 段 论 和 假 言 推理 等 。 历 史 
上 使 用 形式 逻辑 一 词 只 限于 演绎 方法 而 不 包括 归纳 方法 ， 是 从 形 
式 结构 来 研究 演绎 方法 的 科学 。 数 理 逻 辑 正 是 这 一 研究 的 现代 发 
展 。 


《 西方 逻辑 史 ，( 马 玉 珂 ， 主 编 ， 中 国人 民 大 学 出 版 社 4985 
年 版 ， 共 387 页 。 ) 

本 书 主要 讲 西方 传统 形式 逻辑 的 历史 。 但 由 于 现代 形式 逻辑 
是 传统 形式 逻辑 的 继续 ， 是 它 的 发 展 的 新 阶段 ， 因 此 从 业 布 尼 奖 
起 ， 作 者 也 对 现代 他 辑 的 发 展 作 了 必要 的 概括 论述 ; 各 书 共 分 4 
篇 12 章 。 第 一 篇 古 希 腊 罗 马 的 远 辑 ，- 第 二 篇 中 世纪 和 文艺 间 兴 时 
期 的 逻辑 ， 第 三 期 近代 逻辑 ， 第 四 篇 现代 逻辑 。 作 者 认为 ， 逻辑 
学 是 关于 以 推理 、 论 证 有 效 性 为 核心 的 思维 形式 和 思维 规律 的 科 
学 。 西 方 逻辑 史 就 是 研究 这 些 逻 辑 思 想 、 学 说 发 生 、 发 展 及 其 规 
律 性 的 历史 。 本 书 特色 之 一 就 是 对 西方 近 现 代 逻 辑 史 的 研究 占 了 
很 大 比重 ， 特 别 是 第 四 篇 的 现代 逻辑 部 分 ， 其 中 第 十 章 详细 介绍 
了 布尔 代数 的 情况 ， 包 括 其 前 蛙 哈 米尔 顿 与 德 摩根 的 逻辑 学 说 ， 
包括 布尔 代数 本 身 及 后 来 的 发 展 ， 在 第 十 一 章 绍 雷 格 与 罗素 的 软 
辑 学 说 中 ， 广 泛 介绍 了 皮尔 斯 、 弗 雷 格 , 皮 亚 诺 、 怀 特 海 和 罗素 的 
情况 ， 第 十 二 章 现代 形式 逻辑 的 新 发 展 ， 重 点 介绍 了 可 德尔 、 维 
特 根 斯 坦 、 塔 尔 斯 基 、 卡 尔 纳 普 和 对 因 等 人 的 逻辑 思想 ， 同 时 总 
结 了 现代 逻辑 发 展 的 几 种 趋势 。 
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< 简明 数理 逻辑 基础 (dn FF, AFAR 出 版 社 
1985 年 版 ， 共 278 页 。 ) 

本 书 是 为 高 等 院 校 阁 学 ， 心 理学 等 非 教学 专业 的 学 生 以 及 一 
般 的 逻辑 学 工作 者 学 习 数理 逻辑 而 编写 的 。 尽 可 能 结合 传统 逻辑 
通俗 易 慌 地 介绍 数理 逻辑 基础 知识 ， 是 作者 编写 此 书 的 基本 原 
则 。 全 书 共有 七 章 和 两 个 附录 。 第 一 至 五 章 ， 讨 论 了 所 谓 “ 两 个 
演算 ”的 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 。 其 中 介绍 的 推理 方法 ， 主 要 是 自 
然 推理 方法 此外， 还 概括 介绍 了 公理 方法 。 在 命题 逻辑 部 分 ， 
主要 介绍 与 逻辑 联结 词 有 关 的 逻辑 规律 的 理论 : 在 谓词 逻辑 部 
分 ， 介 绍 了 与 量词 以 及 与 关系 命题 有 关 的 逻辑 规律 的 理论 。 学 习 
“两 个 演算 ”, 使 人 们 掌握 数理 逻辑 的 一 些 必 需 的 基本 概念 和 基本 
技巧 ， 为 进一步 学 习 打下 必要 的 基础 ， 同 时 也 了 解 到 用 数理 罗 辑 
成 果 处 理 传 统 逻 辑 的 具体 方法 。 第 六 、 七 两 章 ， 主 要 介绍 了 集合 
论 和 关系 理论 的 基础 知识 。 通 过 对 任意 集合 之 间 比 较 重 要 的 关系 
药 声 观 说 明和 次 序 关 系 的 研究 ， 将 使 读者 看 到 这 些 理论 与 传统 逻 
辑 的 关系 及 其 在 社会 科学 中 的 作用 。 书 末 附 录 有 直言 三 段 论 公理 
.系统 和 部 分 习题 解答 。 


《 公理 学 、 元 数学 与 哲学 ，( 张 家 龙 ” 著 ， 上 海 人 民 出 版 社 
1983- 年 版 ， 共 125 页 。 ) 

在 学 习 现代 逻辑 当中 ， 本 书 很 有 参考 价值 。 目 前 ， 公 理学 已 
经 远 远 越 出 数学 的 范围 ， 它 不 但 在 现代 数学 和 数理 逻辑 中 应 用 很 
J”, 而 且 还 渗透 到 其 他 自然 科学 甚至 某 些 社会 科学 部 门 ， 为 研究 
这 些 学 科 提 供 了 强 有 力 的 工具 。 因 此 ， 公 理学 具有 极其 重要 的 科 
学 方法 论 意 义 。 另 一 方面 ， 公 理学 和 元 数学 本 身 的 成 果 也 具有 十 
分 半 富 的 哲学 意义 。 本 书 试图 概述 公理 学 和 元 数学 的 方法 及 其 所 
取得 的 一 些 重要 成 果 ， 在 此 基础 上 探讨 一 些 哲 学 问题 。 具 体 说 ，， 
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本 书 共 有 四 章 ， 第 一 章 公 理学 的 发 展 ,介绍 实质 公理 学 、 形 式 公 
理学 和 元 数学 等 阶段 。 第 二 章 迎 辑 演算 及 其 元 理论 。 第 三 章 形式 
算术 杀 统 ， 不 完全 性 和 不 可 料 定性 。 第 四 章 公 理学 和 元 数学 的 若 
于 哲学 问题 ， 这 是 很 有 特色 的 一 章 ， 讲 述 了 公理 学 的 辩证 本 性 ， 
公理 学 中 的 唯心 主义 和 形而上学 观点 批判 ， 元 数学 成 果 的 哲学 意 
义 。 全 书 资料 翔实 ， 语 言 简练 ， 对 人 很 有 启发 意义 。 ` 


< 归纳 逻辑 ，( 北京 市 还 辑 学 会 ” 编 ， 中 国人 民 大 学 出 版 社 
1986 年 版 ， 共 394 页 。 ) 

本 论文 集 是 我 国 建国 以 来 探讨 归纳 逻辑 问题 的 第 一 部 专集 。 
本 论文 集 的 编排 是 按照 下 列 原 则 进行 的 ， 即 先 论文 后 资料 ， 先 国 
内 后 国外 ， 先 理论 与 应 用 后 现状 与 历史 ， 先 总 论 后 分 论 。 其 中 ， 
有 的 论文 以 马克 思 主 义 认识 论 为 指导 ， 探 讨 了 归纳 疑难 问题 及 其 
解决 途径 ， 有 的 论文 从 思维 实际 出 发 ， 概 括 出 归纳 的 新 形式 并 论 
及 其 应 用 ， 有 的 论文 对 国外 近 现代 研究 归纳 问题 的 成 果 进 行 了 述 
评 ， 有 的 论文 概述 了 我 国 和 外 国 归纳 逻辑 发 展 的 历史 ， 有 的 论文 
具体 探讨 了 归纳 在 形式 逻辑 的 科学 体系 和 教学 体系 中 的 地 位 问 
题 ， 以 及 如 何 充实 有 关 归 纳 的 内 容 等 问题 。 其 中 的 资料 ， 有 的 介 
绍 了 国外 的 逻辑 观点 ， 有 的 综述 了 学 术 讨论 会 的 情况 及 不 向 的 学 
术 观 点 。 本 书 最 后 有 * 苏联 大 百科 全 书 ，( 第 三 版 ) 逻辑 词 条 选 
译 ,其 中 “逻辑 ” 词 条 中 说 :现代 逻辑 是 传统 逻辑 的 历史 继承 者 ， 
在 某 种 意义 上 又 是 它 的 直接 延续 。 不 过 ， 与 传统 逻辑 不 同 ， 现 代 
逻辑 的 特征 是 建立 了 各 种 关于 逻辑 论证 的 形式 化 理论 ， 即 所 谓 逻 
得 “形式 系统 ”或 逻辑 演算 ， 使 得 能 将 逻辑 论证 作为 严格 分 析 的 
对 象 ， 从 而 充分 地 描绘 其 性 质 。 


.“ 运 辑 与 演绎 科学 方法 论 导 论 ，( 塔 尔 斯 基 ， 著 ， 周 礼 全 
FF, 商务 印 书馆 1963 年 版 ， 共 233 页 ) 
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塔 尔 斯 基 ( 1902 年 出 生 于 波兰 ，1945 年 入 美国 籍 ，1983 年 逝 
E) 所 著 本 书 是 一 部 颇 为 流行 的 数理 逻辑 入 门 书 。 作 者 # “JE 
言 ” 中 指出 : 第 一 ， 本 书 不 包括 对 逻辑 的 系统 的 和 严格 的 演绎 的 
陈述 ， 第 二 ， 除了 两 处 很 少 的 篇 幅 以 外 ， 这 一 本 书 没有 提供 关于 
传统 的 亚 里 士 多 德 的 膛 辑 的 知识 ， 最后， 这 二 本 书 不 涉及 属于 所 
谓 经 验 科 学 的 逻辑 和 方法 论 的 任何 问题 。 本 书 共有 两 部 分 ， 包 括 
十 章 。 第 一 部 分 ， 逻 辑 元 素 和 演绎 方法 : 〈( 1 ) 论 变 项 的 用 法 ， 
(2 ) 沦 语句 演算 ，〈 3 ) 同一 理论 ，( 4 ) 类 的 理论 ，( 5 ) 关系 
的 理论 ，( 6 ) 论 演 绎 方法 。 第 二 部 分 ， 逻 辑 和 方法 论 在 构造 数 
学 理论 中 的 应 用 ，〈 7 ) 一 个 数学 理论 的 构造 : 数 的 次 序 的 定 
律 ，(8 ) 一 个 数学 理论 的 构造 ， 加 法 和 减法 的 定律 ，( 9 ) 关于 
所 构造 的 理论 的 方法 论 的 讨论 ，( 10 ) 所 构造 的 理论 的 扩充 ， 实 
数 算术 的 基础 ,全 书 最 后 有 作者 推荐 的 读物 , 其 中 包括 罗素 的 < 数 
. 理 哲 学 导论 ，( 有 中 译本 ) ， 并 认为 ， 这 本 书 对 于 现代 逻辑 的 那 
些 最 重要 的 概念 给 予 了 清楚 与 易 懂 的 说 明 ， 特 别 是 关于 那些 证 明 
数学 是 逻辑 的 一 部 分 必须 应 用 的 概念 。 


《逻辑 导论 ( (AIP. RAN 著 ， 宋 文 涂 等 ” 译 ， 中 
国 社会 科学 出 版 社 1984 年 版 ， 共 396 页 。 ) 

本 书 作 者 是 美国 斯 坦 福 大 学 哲学 教授 。 本 书 是 由 美 籍 数理 逻 
辑 学 家 王 浩 推荐 给 我 国学 术 界 的 。 作 者 当初 对 本 书 是 为 用 作 现 代 
逻辑 初级 教程 的 课本 而 写 的 ， 它 不 要 求 事先 具备 数学 或 哲学 方面 
的 背景 知识 ， 目 标 是 想 让 读者 掌握 一 门 精确 而 完整 的 逻辑 推理 理 
论 ， 并 且说 明 这 一 理论 可 以 怎样 应 用 于 数学 和 各 门 经 验 科 学 。 本 
书 在 我 国学 术 界 广 为 流传 。 内 容 分 为 两 大 编 ， 第 一 编 ( 前 八 章 ) 
论述 推理 和 定义 的 形式 原则 ， 从 第 二 章 的 语句 推理 理论 开始 ， 一 
直 着 重 运用 解释 的 方法 来 证 明 论证 的 有 效 性 、 前 提 的 一 致 性 或 者 
一 个 理论 的 公理 的 独立 性 。 第 七 章 把 形式 的 推理 理论 同 整个 数学 
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中 通用 的 非 形式 的 证 明 联 系 起 米 . 第 二 编 ( 后 四 章 ) 专门 论述 初 
等 直观 集合 论 的， 包括 分 别 以 集合 、 关 系 和 函数 为 主题 的 几 章 。 

这 一 编 几 乎 是 自 趾 的， 可 以 离开 第 一 编 单 独 来 读 。 最 后 一 章 (第 
十 二 章 ) 是 关于 公理 方 渗 的 集合 论 基础 的 。 把 数学 的 某 一 分 支 公 ， 
理化 ， 最 好 的 方法 是 定义 出 适当 的 集合 论 谓词 。 这 一 观点 给 公理 
化 方法 提供 了 一 个 明确 的 逻辑 基础 ， 这 在 近 几 年 的 有 关 书 籍 中 都 - 
WA EL. 


< 科学 逻辑 ，( EP 主编 ， 吉 林 人 民 出 版 社 1984 年 版 ， 
共 368 页 。 ) 

本 书 是 一 部 系统 地 论述 经 验 自然 科学 的 逻辑 方法 论 的 学 术 著 
作 。 大 致 篇 目 有 3 引 论 、 十 二 章 和 附录 。3 引 论 主要 讲 科学 逻辑 的 划 
界 、 研 究 岗 领 和 基本 特征 问题 ， 第 一 章 讲 问题 与 直觉 ， 研 究 理论 
发 现 从 问题 开始 ， 解 决 问题 的 一 般 逻 辑 以 及 直觉 在 科学 发 现 中 的 
作用 ;第 二 、 三 、 四 、 五 章 讲 比较 与 分 析 、 综 合 与 概括 、 类 比 与 
想象 、 抽 象 与 理想 化 等 问题 ， 一 般 都 是 讲 这 些 问题 的 概述 和 合理 
性 原则 问题 ， 第 六 章 讲 假说 的 形成 与 检验 ， 第 七 章 讲 观 察 与 实 
验 ， 第 八 章 讲 归纳 与 确证 ， 第 九 章 讲演 绎 与 证 伪 ， 第 十 章 讲理 论 
的 修改 、 淘 沐 与 复活 ， 第 十 一 章 讲 科学 理论 系统 化 ， 第 十 二 章 讲 
科学 知识 的 增长 ， 附 录 讲 西方 科学 逻辑 方法 论 发 展 概要 。 本 书 特 
点 在 于 努力 用 辩证 唯物 主义 的 观点 ， 评 述 现代 西方 科学 哲学 中 有 
关 科学 方法 论 的 某 些 思想 和 主张 ， 同 时 提出 了 自己 比较 系统 的 新 
看 法 。 另 外 书 中 运用 科学 史 和 现代 自然 科学 的 大 量 实例 作为 分 析 
和 论证 问题 的 依据 ， 使 行文 很 有 生气 和 歇 辑 力量 。 


《形式 化 : 现代 逻辑 的 发 展 ，”( 朱 水 林 著 ， 人 民 出 版 社 
1987 年 版 ， 共 299 页 。 ) 
从 传统 的 形式 逻辑 到 现代 数理 逻辑 ,这 是 人 类 思维 不 断 深化 、 
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H 确 化 和 完善 化 的 过 程 ; .这 一 过 程 的 标志 就 是 逻辑 研究 的 不 断 
形式 化 。 本 书 以 形式 化 为 主线 ， 在 追溯 如 辑 发 展 史 的 同时 ， 病 述 
了 现代 逻辑 的 孕育 、 形 成 和 发 展 ， 着 重 介绍 了 现代 逻辑 的 三 个 划 
时 代 的 成 果 : 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ， 塔 斯 基 的 形式 语言 真理 论 ， 
图 灵机 和 判定 问题 的 内 涵 、 意 义 及 其 影响 。 作 者 从 哲学 的 高 度 把 
担 了 整个 逻辑 学 的 内 在 统一 性 ， 并 以 通俗 易 懂 非 形式 化 的 语言 ， 
对 数理 逻辑 这 门 科学 作 了 较为 详细 的 介绍 ， 向 我 们 展示 了 逻辑 科 
学 从 描述 性 的 反思 维 论 到 形式 化 科学 发 展 的 内 在 必然 性 ， 说 明 现 
代 逻 辑 是 传统 逻辑 长 期 演化 \ 高 度 发 展 的 产物 ,是 人 类 思维 进化 的 
伟大 成 果 。 本 书 由 逻辑 学 家 周 礼 全 先生 作 序 。 全 书 正 文 有 ， 一 、 
引言 ， 二 、 数 学 的 形式 化 ， 三 、 逻 辑 学 的 形式 化 ， 四 、 现 代 逻 辑 
基础 介绍 ， 五、 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ; 六、 塔 斯 基 的 形式 语言 的 真 
理论 ， 七 、 图 灵机 和 判定 问题 ， 八 、 结 论 。 


< 逻辑 学 辞典 ，( Q 还 转学 绊 典 编辑 委员 会 ” 编 ， 吉 林 人 
民 出 版 社 1983 年 版 ， 共 896 页 。 ) 

本 辞典 是 我 国 第 一 部 比较 全 面 的 逻辑 学 辞典 ， 共 编 人 词 条 
1937 个 ， 其 中 包括 形式 逻辑 、 数 理 逻 辑 、 辩 证 逻辑 、 中 外 逻辑 史 、 
因明 学 等 方面 的 名 词 术语 的 解释 ， 以 及 学 说 、 学 派 , 人 物 , 著 作 的 
介绍 等 ， 也 有 对 新 的 逻辑 学 分 支 和 部 分 逻辑 理论 在 科技 上 的 应 用 
等 方面 进行 介绍 的 词 条 。 本 辞典 主要 是 为 逻辑 学 工作 者 、 哲 学 社 
会 科学 工作 者 、 一 般 自 然 科 学 理论 工作 者 、 大 中 学 校 的 教师 和 学 
生 ， 以 及 学 习 、 研 究 逻 辑 学 的 同志 ， 提 供 一 部 较为 适 用 的 工具 
书 。 本 书 特点 是 以 传统 逻辑 为 主 ， 兼 及 其 他 ， 对 于 一 些 基本 概念 
介绍 也 比较 全 面 ， 比 如 概念 论 部 分 就 集中 选 出 41 条 ， 命 题 逻辑 部 
分 集中 选 出 38 条 ， 谓 词 逻辑 部 分 集中 选 出 29 条 进行 解释 ， 通 过 这 
种 讲解 使 读者 不 仅 对 某 个 具体 词 条 有 个 简要 的 认识 ， 而 且 从 逻辑 
学 的 某 个 部 类 上 也 得 到 一 个 梗 玖 的 了 解 。 词 条 讲解 得 详 赂 得 当 ， 
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比如 在 中 国 逻 辑 史 词 条 中 ， 人 物 、 词 语 、 著 作 等 方面 介绍 比较 简 
要 ， 而 “中 国 逻辑 史 ” 词 条 的 讲解 就 比较 详细 ， 它 包括 了 历史 发 
展 、 主 要 内 容 和 特点 及 总 的 评价 等 。 本 辞典 是 专业 学 习 的 较 好 工 
RB. 


at ari ee ¿Z e° 4976] 


现代 社会 科学 丛书 要 目 


本 丛书 系统 搜集 第 二 次 世界 大 战 后 国内 外 社会 科学 各 学 科 领 
域 出 现 的 新 资料 新 观点 新 知识 写成 。 为 了 保证 质量 ， 编 委 会 在 国 
内 有 关 各 学 科 有 权威 的 研究 机 构 中 延 聘 学 者 编写 。 从 1989 年 起 将 
陆续 出 书 。 人 手 一 套 ， 即 可 对 当代 社会 科学 有 一 系统 的 理解 。 


名 # 作者 (工作 单位 》 
现代 政治 学 吴 英 增 等 《中 国 社 科 院 政治 学 研究 所 ) 
现代 军事 学 王 普 丰 等 (中国 军 事 科学 院 战略 部 ) 
现代 国际 关系 学 。 ” 张 历历 等 ( 北京 外 交 学 院 ) 
现代 法 学 陈 宝 林 等 (西南 政法 学 院 ) 
现代 社会 学 林 国 灿 等 ( 中 国 社 科 院 社会 学 研究 所 ) 
现代 人 类 学 周 大 鸣 等 ( 中 山大 学 人 类 学 系 ) 
现代 人 口 学 Pt (< 人 口 与 经 济 》 编 辑 部 ) 
现代 经 济 学 RRR ( 国家 经 济 体制 改革 研究 所 ) 


现代 历史 科学 陆 象 洽 ( 中 国 社 科 院 文献 情报 中 心 ) 
现代 地 理科 学 待 定 


现代 文化 学 石 奕 龙 ( 厦门 大 学 人 类 学 系 ) 
现代 教育 学 EE 纯 ( 中 央 教育 科学 研究 所 》 
现代 新 闻 学 何 光 先 〈 中 国 社 科 院 新 闻 学 研究 所 ) 
现代 和 哲学 涂 继 亮 等 《中国 社 科 院 哲 学 研究 所 ) 
现代 道德 科学 陈 ， 瑛 等 《中 国 社 科 院 哲学 研究 所 ) 
现代 美学 涂 武生 ( 中 国 社 科 院 文学 研究 所 ) 


现代 宗教 信仰 汉 嘉 芳 〈 中 国 社 科 院 世界 宗教 研究 所 ) 
现代 思维 科学 张 光 鉴 ( 山西 省 社 科 院 思维 科学 研究 所 》 
现代 方法 科学 待定 


现代 心理 学 管 连 荣 ( 中 国 科 学 院 心理 学 研究 所 ) 
RREH 李 树 琦 《中 国 社 科 出 版 社 》 
现代 语言 学 局 流 溪 ( 北 京师 范 大 学 外 语系 》 
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